Die hier definierten Komplexitatsfunktionen t,(n) unds,(n)
erfassen den schledhtesten Fall, der bei der Lange n auftreten
kann.Man bezeichnet diese t,(n) unds,(n) daher auch als
worst case complexity.

Eine andere Mdglichkeit, die Komplexitéat zu definieren,
besteht in der Mittelung tiber die Komplexitétswerte fur ale
Eingaben der Lénge n. Es & E die Menge dler Eingaben
undfur jede natrliche Zahl i sei E; die Menge der Eingaben
der Langei. Insbesondere gilt
E=E,0E U0EO0EOE,O....= m E;.

i=0

Der mittlere Wert, die average case complexity, lautet dann:

— _ i _ B i
ta(n) = E| WZDEtA(W) und Sy(n) = E| VVZDESA(w).

n
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Esist klar, dassder Aufwand an Zeit, an Platz usw., den ein
Programm bendtigt, besonders wichtig fur die Informatik ist.
Eine zentrale Aufgabe ist es daher, zu einer Funktion (bzw. zu
einer Spezifikation) einen redisierenden Algorithmus (bzw. ein
Programm) zu schreiben, dessen Komplexitét mogli chst gering
ist.

Als Beispidl betrachten wir die Multi plikation zweier nattirli cher
Zahlen. Wir haben olen gesehen, dasses einen Algorithmus gibt,
der die Multiplikation mit einer Zeitkomplexité von hahstens
8(n+1)? redisiert, wobel n de Lange der eingegebenen Zahlen ist.

Gibt es einen schnell eren Algorithmus?

Oder kann man beweisen, dasses kein schnell eres Verfahren
geben kann?
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Vorbemerkung: Wenn man zwel nattrliche Zahlen (ungleich
Null), die jeweil sk bzw. m Ziffern lang sind, miteinander
multipliziert, so entsteht eine Zahl, die (k+m-1) oder (k+m)
besitzt.

Da dso das Ergebnis der Multiplikation nu so lang sein kann,
wie die beiden Multi plikanten zusammen, konrie es eventuell
sogar einen Algorithmus geben, der die Multi plikation
propationa zu n duchfihrt.

Doch deswirde bedeuten, dassman de Multiplikation ks auf
einen korstanten Faktor genau so schnell ausfihren konrte wie
die Addition.

Das glaubt eigentlich nemand. Denncch ist es bisher keinem
gelungen zu beweisen, dassdie Multi plikation ceutlich mehr
Zeit alsdie Addition erfordert.

224.02

Kap.1, Informatik 1l, SS02

Nunwollen wir ein Verfahren vorstell en, wel ches deutli ch
schneller als mit der Zeitkomplexitét 4(n+1)2 multipliziert.

Gegeben selen also zwel k-stelli ge natiirliche Zahlen x undy;
die Lange k sai eine gerade Zahl. Setze p=k/2. Dannlassen sich
x undy schreiben in der Form:

X=A2+B undy=C2°+D,
wobel A, B, C, D mindestens O undedt kleiner als 2° sind.
Dann gilt
X-y=(A2°+B)(C2°+D)=AB2*+ (AD+BC)2+BD.
Man kann aso de Multiplikation zweier k-stelli ger Zahlen
durchfihren, indem man sie auf 4 Multiplikationen von ralber
Lange k/2 zurlckfuhrt. Dies ergibt jedoch wiederum eine

guadratische Zeitkomplexitat. Kommt man vielleicht mit
weniger alsvier Multi plikationen halber Lange aus?

75
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Esqgilt: (A-D + B-C)=(A-B)(D-C) + A.C+BD,
wie man duch Ausrechnen leicht nachprift.

Somit erhalten wir aus obiger Gleichung:
X -y=AC2®+(AD+BC)2?+BD
=AC2% + ((A-B)(D-C) + AC+BD)2?+BD
wobe A, B, C, D mindestens O undedt kleiner als 2P sind.

Nun heben wir es geschafft: Auf der rechten Seite stehen nur
noch drei verschiedene Multi plikationen, namlich:

A-C, B-D und (A-B)(D-C)
Beachte: Die Multi plikation mit 2° bzw. 2% ist keine etite

Multi pli kation, sondern nur ein Anhéngen von pbzw. 2p
Nullen.
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Somit haben wir die Multiplikation zweier k-stelliger Zahlen auf drei
Multipli kationen von k/2-stelligen Zahlen zurlickgefthrt. Der Preis,
den wir dafUr bezahlen miissen, sind zwei zusétzliche Subtraktionen
zweier k/2-stelliger Zahlen undzwel zusétzli che Additionen zweier k-
stelliger Zahlen. Da aber die Zeit fur die Addition und de Subtraktion
propartional zur Lange der Zahlen ist, missten wir dennoch schneller
fertig werden. Wir prifen dies nunnach.

Wenn t(k) die Anzahl der durchzufiihrenden Operationen fir die
Multi pli kation zweier k-stelli ger Zahlen nach desem Verfahren
ist, dann erhalten wir aso folgende Gleichung:

t(k) = 3t(k/2) + 4k + 2(k/2) mit t(1)=1

: " : Multiplikation
Rekursion 4 Additionen 2 Subtraktionen sweier Ziffern

k stelliger Zahlen| |k/2 stelliger Zahlen

224.02
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Wie lautet die Losung dieser Gleichung?

Probieren wir es aus. Ersetzen vont(k/2), t(k/4) usw. entspre-
chend der Rekursionsformel t(k) = 3t(k/2) + 5k ergibt:
t(k) = 3t(k/2) + 5k
= 3(3t(k/4) + 5k/2) + 5k
=33t(k/4) + 35k/2 + 5k
= 33t(k/4) + 5k-(1 + 3/2)
= 33(3t(k/8) + 5k/4) + 5k(1 + 3/2)
=333t(k/8) + 5k(1 + 3/2 + 9/4)
= 333(3t(k/16) + 5k/8) + 5k-(1 + 3/2 + 9/4)
= 3333t(k/16) + 5k-(1 + 3/2 + 9/4 + 27/8)
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Die dlgemeine Form nach i Schritten lautet off ensichtlich:

t(k) = 3t(k/2) + 5k(1 + 3/2+ 94 + ... + 3121
- 3it(k/2) + 10k((3/2) - 1)

Beadte die geometrische Reihe
aml-q

l+a+@&+a+..+d= al

In urserem Fall ist a =3/2.
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Diese Ersetzungen kann man vornehmen, bisk = 2 geworden
ist, also bisi = log(k). Dann ist t(k/2'°9(K)) = t(1) = 1. Wir setzen
diesein und erhalten:

t(k) = 3109k)t(k/2'°900) + 10k-((3/2)'09) - 1)
= klos® + 10k-(kloaL9) - 1)
= 11k'993)- 10k =11k2585-10k H O(KL5)
Beachte hierbei die Formeln:
log ist hier der Logarithmus zur Basis 2,
go9b) = plog@ ng

k_klog(1,5) — k1+|og(1,5) — klog(2)+|og(1,5) — klog(2-1,5) — klog(3)

22.4.02

Kap.1, Informatik 11, SS 02 81

Satz 1.2:

Die Multi plikation zweier k-stelli ger Zahlen 1a8sg sichin
propationa zu k18 Schritten duchfiihren.

(Die Schuimethocke bendtigt k? Schritte, siehe nadhste Folie.)

Geht es noch schnell er? Ja. Der beste derzeit bekannte Algorith-

mus, der Algorithmus nadch Schénhege und Strassen (1971), der

sich alerdings nur flr riesige Zahlen eignet, bendtigt
O(k-log(k)-log(log(k))) Schritte.

Diesist schonrelativ dicht an der Grofenordnung O(K), so dass
man viell eicht eines Tages doch einen Algorithmus finden wird,
der die Multiplikationin O(k) Schritten - und damit ungeféhr so
schnell wie ene Addition - durchfihrt?

22.4.02
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Anmerkung: Ab wann lohnt sich dieses rekursive Verfahren? Hierflr
miissen wir wissen, wie aufwandig eine normale Multiplikationin
Wahrheit ist. Der Algorithmus aus Beispiel 1.5 bendtigt héchstens
8:(k+1)? Schritte (vgl. Folie 71; setzen Sie dort log(a)=log(b)=k und rechnen
nochmals nach). Doch bel einer genaueren Untersuchung erkennt man,
dass jener Algorithmus im Wesentlichen in k2 Schritten arbeitet; denn
nur die Anweisung z:=z+x kostet "richtig" Zeit (x:=x+x bedeutet: hange
eine0an xan, bel y:=y div 2 wird nur die letzte O gestrichen usw.).

Dann l&uft die Frage, ab wann sich die rekursive Methode [ohnt, auf
die Frage hinaus, ab welchem k gilt: 11k158 - 10k < k2 ? Dies trifft
leider erst fir Werte vonk zu, de grof¥er als 290sind. Es miissen aso
schon spezielle Probleme sein, bel denen es sich lohnt, diese Methode
einzusetzen.

Dieswar aber nur eine Uberschléagige Berechnurg. Eine genaue
Analyse misste all e auftretenden Operationen einbeziehen, z.B. auch
die Funktionsaufrufe unddie Speicherung von aktuellen Parametern.

224.02 Kap.1, Informatik 1l, SS02 83

Auf den letzten Folien trat das Symbad O(...) auf, das Sie aus der
"EinfUbrung in die Informatik 1" bereits kennen. Diesist das ©
genannte Landau-Symbol (nach dem deutschen Mathematiker
EdmundLandau, 18771938). Es beschreibt die Grolenordnung
einer Funktion. Hierbel werden multi pli kative und additive
Konstanten vernachlassgt und nu der Term in Abhéngigkeit von
k, der fir kK — oo all es andere Gberwiegt, beriicksichtigt.

Formal gesehen handelt es sch bei O(f) um die Definition einer
Funktionenklasse in Abhéngigkeit von einer Funktionf. In O(f)
sind all e Funktionen Uker den redlen Zahlen enthalten, de
"schliefdlich vonf dominiert" werden.

Um die GréRenordnung von Funktionen zu beschreiben,
verwendet man folgende funf Klassen O, 0,Q, wund©:
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Definition: "groR 0", "klein O", "groROmega", klein Omega", "Theta"

Es =i f: IR" - IR" eine Funktion (ker den pasitiven redlen

Zahlen IR"O IR (oft wird dese Definition auf die nattirli chen
Zahlen eingeschrankt, also auf Funktionen f: IN — IN ; unten
mussdann nu g: IR* - IR" durch g: IN — IN ersetzt werden).

O(f) :=={g: IR" - IR" | OcOIR" On,IN On=n,: g(n) < cf(n)},
of) :={g:IR" - IR" | OcUIR" On,0IN On=n,: cg(n) < f(n)},
Q(f) :=={g:IR" - IR" | OcOIR" On,IN On=n,: f(n) < cg(n)},
o(f) :={g:IR" - IR" | OcOIR" On,0IN On=n,: cf(n) < g(n)},
O(f) :={g IR" - IR" | Oc,,c,0IR" On,dIN On=ny;

c,f(n) < g(n) < c,f(n)}-
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Erlauterungen: Es =i f: IR* - IR"

gliegt in O(f), wenn g héchstens 0 stark wéchst wie f, wobei
Konstanten nicht zahlen. Statt g ist héchstens von der
GréBenordnung f, sagen wir, g ist gro3-O von f, und meinen damit,
dassgO(f) ist.

Wenn eine Funktion g zusétzlich edht kleiner fur gleiche Werte
von nwadst asf, wenn also zusétzlich gilt:

g
lim —y =0

dann sagen wir, g ist von echt kleinerer GréBenordnung als f oder
g ist klein-o von f, und meinen damit, dassglo(f) ist.
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Erlauteruncen (Fortsetzung): Es =i f: IR" - IR"

Die Klasn Q undw (grol3 Omega und Kein Omega) bilden de
"Umkehrungen” der Klasse O und o.Eine Funktion g liegt genau
dannin Q(f) bzw. in w(f), wennf in O(g) bzw. in o(g) liegt.

In Q(f) liegen also de Funktionen, de mindestens  stark
wadsen wief, undin w(f) liegen de Funktionen, de zusétzlich
bzgl. nedt stérker wadsen.

In der Klasse ©(f) liegen de Funktionen, de sich bis auf
Konstanten im Wadstum wie f verhaten. Wenn gJoO(f) ist,
dann sagen wir, g ist von der gleichen Grd®nordnung wie f oder

g ist Theta von f. Dain desem Fall gin O(f) undf in O(g) liegen
mussen, folgt unmittelbar die Gleichheit ©(f) = O(f) n Q(f).
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Schreibweisen: Es =i f: IR - IR"

Statt gJO(f) schreibt man manchmal auch g=0O(f), um
auszudrucken, dassg héchstens von der Grof3enordnurg f ist.
Das gleiche gilt fur die anderen vier Klassen.

Anstell e der Funktionen gibt man meist nur deren

formelmaliige Darstellung an. Beispiel: Statt

O(f) fur die Funktion f mit f(n) = n? fir alle nJIN

schreibt man einfach O(n?).

Man schreibt auch "Ordnungs-Gleichungen”, die aber nur von
links nach rechts gelesen werden dirfen, z.B.:

3nd+ 122 + 8nlog(n) + 6/n = 3n3+ O(n?) = O(nd).

Korrekt misde man hierfir bei spiel sweise schreiben:

3nd+ 12 + 8nlog(n) + 6/n 0 O(3n3) O O(n*+nlog(n)) = O(nd).
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Einige Klassen:

0O(1) ist die Klasse der Funktionen, de hdchstenswie én
Vidfades der konstanten Funktionf(n) = 1 fur alle nJIN
wadhsen. Somit gehdren all e konstanten Funktionen, aber auch
Funktionen wie sin(n), cos(n), 1/n, 1n? oder 1/log(n) zu O(1).

Gibt es eine Klass von Funktionen, de nur sehr schwad
wadsen, also deutli ch langsamer als f(n)=n? Ausder Schule
und cem ersten Semester kennen Sie den Logarithmus. Noch
wesentli ch schwader wéchst der "iterierte Logarithmus':
log*(n) = 0O, fir n=0 und1,

log* (n) = Min{k |1og(|og(|og( ...Iog(/n)...))) < 2} fur n>1.

k ineinander geschachtelte Logarithmen

Aufgabe fur Sie: Untersuchen Sie diese Funktion log*.
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O(n) = Klas= der héchstens linea wachsenden Funktionen:
O(n):={g:IR" - IR" | OcOIR" On,dIN On=n,: g(n) < cn}.
Man beadte, dasshierin auch all e Funktionen der Form

g(n) = ¢;n + ¢, (fur zwei positive Konstanten ¢, und c¢,)
enthalten sind, weil fur n>1 gilt: g(n) =c;n+ ¢, < (c;+ ¢)n.
Wenngin O(n) liegt, so sagt man auch, g sei hoéchstens linear.

Zu den hochstens linea wathsenden Funktionen gehort (wegen
log(x) < x fur ale x>0) auch der Logarithmus. Es gilt daher:
log(n) O O(n). Aber auch fir die Potenzen des Logarithmus gilt
log™(n) 00 O(n) fur all e natiirlichen Zahlen m. Hierfur beadte:

Fur jedes m=1 gilt ab einem hinreichend goléen n:
1 mrAa

1 n
log(n) <n™ wegen n<2\/ ; folglich log™(n) < n.
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Q(n) = Klasse der mindestens linea wadsenden Funktionen:
Q(n) :={g: IR" -~ IR" | OcOIR" On,0IN On=n,: n< cg(n)}.
Auch hierin sind all e Funktionen der Form g(n) =c,;-n+c, (fir
zwei positive Konstanten ¢, undc,) enthalten, weil fur n>1 gilt:
n< (1/c,)g(n) = n+ (c)/c).

Wenngin Q(n) liegt, so sagt man auch, g sei mindestens linear.

®(n) = Klass der linea wadsenden Funktionen:

®(n):={g:IR" - IR"| Oc,,c,IR" Ony,OIN On=n,: ¢, n<g(n)<cyn}.
Wegen O(f) = O(f) n Q(f) fur ale Funktionen f gehdren zu ®(n)
insbesondere dle Funktionen der Form g(n) = ¢,-n + ¢, (fur zwei

positive Konstanten ¢, und ¢,), aber auch Funktionen wie

g(n) =n+log™(n) + 1/n 0 ©(n) usw.
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O(n?) = Klass der hochstens quadrati sch wacdhsenden Funktionen.
O(n?) :={g: IR" = IR"| OcOIR" On,dIN On=n,: g(n) < cn?.

Hierin sind alle Funktionen der Form g(n) = ¢,;-n? + ¢,n + ¢, (fur
Konstanten c;, ¢, undc;) enthalten, weil ab einem gewissen =1
danngilt: g(n) =c,;n?+ c,n+ ¢ < (¢ +1)n.

Wenngin O(n) liegt, so sagt man, g wéchst hochstens quad atisch.
Q(n?) ist die Klasse der mindestens quadratisch wachsenden
Funktionen.

Fur jede natrliche Zahl k ist O(nk) die Klasse der héchstens wie
nkwacdhsenden Funktionen; O(n¥) umfasg insbesoncere dle
Polynome vom Grad k.

Fur jede natrliche Zahl k ist o(nk) die Klasse der echt schwéacher
als nkwadhsenden Funktionen, z.B. Funktionen wie nk! oder
nk/log(n) oder nk-d firr jede redl e Zahl d>0.
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In der Praxis betrachtet man in der Regel folgende Funktionen:
O(1): konstante Funktionen.

O(log n): hdchstens logarithmisch wadhsende Funktionen; wenn
die Lange ener Darstellung wichtig ist, kommt oft der
Logarithmus ins Spidl.

O(nY¥): hochstens mit einer k-ten Wurzel wadhsende
Funktionen.

O(n): lineare Funktionen.

O(n log(n)): Das snd Funktionen, de "fast unmerklich" stéarker
as linea wadsen.

O(n?): hichstens quadrati sche Funktionen.

O(nk): hachstens palynomiell vom Grad k wachsende
Funktionen.

O(2"): hochstens exporentiell (zur Basis 2) wachsende Funktionen.
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Hil fssatz: Es gelten folgende Aussagen (der Beweisist einfadh):
o(f) 0 O(f), w(f) U Q(f), O(f) =0O(f) n Q(f).

Fur ale g O O(f) gelten O(f+g) = O(f) und o(f+g) = off).

Fur ale g O Q(f) gelten Q(f+g) = Q(g) und w(f+g) = w(g).

Far dle g O O(f) gilt ©(f+g) = O(f) = ©(g).

Aufgabe: Untersuchen Sie, obfolgende Formeln gelten:
w(f) O O(f) = Q(f) ?
O(f) - off) = o(f) ?
off) n w(f) =0 ?
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In der Regel sind Funktionen duch dese Klassen nicht
vergleichbar. Zum Beispie gilt fir die Funktionen

1, fur geradesn n, fir gerades n
f(n) = g(n) =
n, fir ungerades n 1, fir ungeradesn

weder fJO(g) noch gO(f).

Wir werden vor allem mit den Klassen O und© bei der Unter-
suchung des Zeit- und Platzaufwands rechnen. Oft interesgert
uns ndmlich nu die Gréenordnung der Komplexitét und ncht
der genaue Wert von Konstanten.
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Historischer Hinweis;

Seit es (mathematische) Verfahren gbt, méchte man diese so schrell wie
mogli ch ausfiihren. Beispiele sind die Losung algebraischer (etwa: quadra
tischer) Gleichungen urd die Berechnung von Wurzeln sowie die Lésung
lineaer Gleichungssysteme (Gaul3sches Eliminationsverfahren). Bei vielen
Verfahren kannte man ziemli ch exakt die Gréfienordnung des Zeitaufwandsin
Abhangigkeit von den Parametern. Mit der Entwicklung von Grol¥ecdhenan-
lagen in den 196Qer Jahren analysierte man sehr genau die Komplexitét von
Algorithmen (abhéngig vom jeweils benutzten Maschinenmodell). Hieraus
entstand etwa Mitte der 1960er Jahre die Komplexitétstheorie.

Heute ist es Ublich, mit jedem Algorithmus auch seine Komplexitét zu
berechnen, meist in Abhangigkeit zur Lénge der Eingabe oder zur Zahl der
beabeiteten Objekte. Das Problem sind hierbei vor alem die unteren Schran-
ken, also der Nachwel's, dassein Problem zu seiner Losung mindestens einen
gewissen Aufwand erfordert. Es gibt nur wenige Probleme, fir die man nicht-
triviale untere Schranken kennt. Obere Schranken findet man dagegen meist
leicht, dajeder Algorithmus eine solche obere Schranke fir das von ihm
redisierte Problem liefert.
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1.5 Gegenlaufigkeiten

Wenn es fir ein Problem eine dgorithmische Ldsung gbt, so
gibt es grundsétzlich auch urendich viele Losungsalgorithmen.
Unter dieser Vielzahl mochte man einen mogli chst guten finden.
Dabei ist die "Zielfunktion”, mit der die Algorithmen bewertet
werden, wichtig. Sucht man beispielsweise enen Algorithmus,
der mogli chst wenig Speicherplatz verbraucht, so wird man ei-
nen anderen Algorithmus erhalten, als wenn man ein mdgli chst
schnell arbeitendes Verfahren haben mochte.

Unterschiedliche Ziele sindin der Regel nicht gleichzeitig zu
optimieren. Man spricht dann vonGegenlaufigkeiten (engl.:
Trade-Offs). Diese treten oft als "Zeit gegen Platz" (time versus
space auf.
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Typische Situation: Ein Problem kann wesentli ch einfacher

gel 6st werden, wenn man zuvor Hilfsberedhnungen (z.B. eine
Entfernungstabell e fir gewisse "markante” Stellen bel der
Beredhnung kirzester Wege) durchfiihrt und deren Ergebnisin
arrays eichert; hat man keinen zusétzli chen Speicherplatz zur
Verfligung, so mussman andererseits langer rechnen.

Wir geben hierflr keine konkreten Fragestellungen an, dawir
bel Such- und Sortierverfahren mehrere solcher Beispiele
kennen lernen werden. Es llte hier nur auf dieses gandig
wiederkehrende Problem hingewiesen werden.
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