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5.0 Ubersicht

Um Probleme a1 16sen, entwickelt man Algorithmen. Um gute Lésungen
zu finden, missen die Algorithmen eine gewisse Qualit & aufweisen.
Hierzu mussman auf einige Dinge achten:

- Vergleich des Problems mit verwandten Problemen,

- Untersuchung von einfacheren Spezalféllen,

- Einsetzen géngiger Entwicklungsmethoden,

- Analyse der Algorithmen bzgl. der Laufzeit,

- Analyse der Algorithmen bzgl. des Speicherplatzes,

- Untersuchung sonstiger Eigenschaften.

Wer Algorithmen entwickeln urd einsetzen will , muss auf diese Punkte
adhten. Im Mittel punkt steht meist die Entwicklungsmethode. Bisher
haben wir "Greedy", "Dynamisches Programmieren” und "Divide and
Conquer" behandelt. Nun stellen wir die Methode des g/stematischen
Durchtestens all er mogli chen Lésungskandidaten vor. Diese Methode ist
unter dem Namen Backtracking geléufig.
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Am Ende dieses Abschnitts 2ll diese Methode des Badktradking gut
verstanden und an mehreren Beispiel problemen vermittelt worden sein.

Zum Vorgehen: Zunéchst betrachten wir ein "Alltagsproblem™, und zwar
das optimale Platzieren von Bauplétzen auf einem quadratischen
Baugrundstiick. Wichtigist es, ein formales Modell (in Form von
prazsen Definitionen) hieraus abzuleiten. Anschliel3end vereinfachen
wir dieses auf Flachen (also auf zwei Dimensionen) bezogene Problem
auf den eindimensionalen Fall und gelangen zum Rucksackproblem und
zum Erbschaftsproblem. Fir dessen Lésung ist das Badktradking un-
mittelbar einsichtig. Danach verkompli zieren wir das Erbschaftsproblem
zum Auffill problem fir mehrere Behélter (Binpadking), das nun relativ
leicht mittels Backtradking gel 6st werden kann. Dann erst beabeiten wir
das Ausgangsproblem der optimalen Bauplétze Die Analyse wird
ergeben, dassdiese Verfahren in der Praxis nur beschrankt einsetzbar
sind. Daher diskutieren wir Naherungsverfahren und deren Vor- und
Nadteile.
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Mit dieser Kurseinheit werden mehrere Ziele verfolgt. Die
Horer(innen) sollen an konkreten Beispielen lernen

- wieman ein Beispiel vorstellt (5.1),

- wie man hieraus ein Problem modelliert/definiert

- undwie man hierbel vorgehen sollte (5.2),

- wie man Unter-/Teil probleme espaltet

- undwie man diese prézise definiert (5.3,

- wie man das Losungsverfahren Backtradking hierauf anwendet
- undwie man es als Programm schreibt (5.4)

- wie man es auf ein weiteres Problem (BPP) Ubertragt,

- wie man dessen Eigenschaften urtersucht undvor allem
- wie man Laufzeit und Speicherbedarf analysiert (5.5),

- wie man nun s Ausgangsproblem 16st (5.6).
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Skizzeder Begriffe
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5.1 Einen Bauplatz optimal planen

Ein Gelande wird zur Bebauung freigegeben undsoll nun
erschlossen werden. Hierfur mussdie Gesamtflache in
einzelne Bauplédtze (Parzdlen, Hauser) undin Stral3en
(Wege) aufgeteilt werden.

Wir vereinfadchen das Problem, indem wir annehmen:

1. Quadratisches Gelande, Seitenlénge: n Mal3einheiten
(z.B.: ist die MalReinheit 4 Meter, dannist das Gesamtgel ande bei n=20
genau 80 x 80 = 6400 Quadrameter grof}).

2. Wege bestehen aus 1 Quadrat-M al3einheiten.

3. Jeder Bauplatz, spéter ,,Haus* genanrt, ist ein Vielfaches
von Quadrat-M al3einheiten. Bauplétze missen sich an
vorgegebene Muster halten, in der Praxis meist rechtedig
und richt zu schmal.
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Nur durch den Verkauf der Bauplétze kann der Eigentiimer
Geld verdienen. Er wird also bemiht sein, de Baupldtze
so anzuordnen, dassmagli chst wenig Verschnitt Gbrig
bleibt, dassalso der Antell, der fir Wege verwendet
werden muss moglichst gering ist. Zugleich sollen de
Bauplétze von einem vorgegebenen Startfeld S (diesist in
der Regel die verkehrsmaliige Anbindung an das bereits
bestehende Stral3ennetz) im Mittel schnell erreicht werden
konren. Es llen aso keine schlangenli nienartigen Wege,
sondern gut verzweigte Straf3en zu den Baupldtzen fuhren;
insbesondere soll es keine zu langen Wege innerhab des
Gesamtgel andes geben.

Wir erlautern das Problem und de hierbei auftretenden
Parameter an einem Beispiel (n=12, Bauplatzgrol3e m=6).
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Aufgabe:

Platzieren Sie auf einer nxn-Gesamtfladhe zu einem
vorgegebenen Startfeld S mdgli chst viele Bauplatze

(= Hauser = rechteckige Fladhen der GrofRe m) und
Zugangswege (bestehend aus rechtedkig aneinander
gesetzten Einheiten der Grole 1), so dassjedes Haus
von S aus Uber die Zugangswege erreichbar ist undder
mittlere Abstand 1 von S zu all en Hausern maogli chst
geringist.

Schauen wir uns ein Beispiel an (n=12, m=6):
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Die Gesamtflache G = 12x12 = 144 (Felder)
1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12

12 12 Weg-Einheit:

1 1 D

10 10
9 9
8 8 Zuléssge Muster
7 7 fur die Hauser:
6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1

1 2 3 45 6 7 8 9 101 12
Start S=Feld (1,1) Hinweis: Im ersten Schritt mussdas Feld S betreten werden.
24.5.02 9

L ésungsvorschlag 1 Wir setzen Hauser irgendwiein die Gesamtfléache an:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Jetzt noch die
12 12 Wege hervorheben.
1 11 Weg-Einheit:
10 10

]

Zulassge Muster
fur die Hauser:

P N W b~ OO N 00 ©

P N W b OO N 00 ©

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12
Start S=Feld (1,2)
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Zum L 6sungsvorschlag 1 Mittleren Abstand p berechnen:

Wertein diesem

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Bei spi d:
12 12 n=12
Gesamtflache G=144
H e (I 11 m=6 (Muster: 2x3, 3x2)
10 10 S=(1,1) Sartfeld
W=36 (Felder) fir Wege
° o (geb)
H=18 (Zahl der Hauser)
° @ p @ p 8 Kontrolle: Es gilt
7 7 G=Hxm+ W, also
6 . . 6 144 = 18x6 + 36
5 @ Q| 5
4 ® ® 4 Lassen sich mehr
3 3 als 18 Hauser
|| || unterbringen?
2 2
O ® Ja, siehe spéter.
Ly | RN [ [ ]»

/w
s 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12

Legt man den Eingang immer optimal nahe a1 S (roter Punkt!), so folgt als mittlerer Abstand:
M = (1+4+6+7+7+8+10+10+11+12+12+13+13+14+16+17+18+19) / 18 = 198/18 = 11.
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Bezeichnungen undVereinbarungen: Wir beschreiben
alesin der Ebene der naturlichen Zahlen, wobei die
Felder durch (i,j) mit 1<i <nund1l<j < n bezeichnet
werden. Als Startfeld wahlen wir zunéchst S=(1,1). Wir
nehmen stets an, dassdas Feld S anfangs im ersten Schritt
von aul3en betreten wird. H sal die Anzahl der Hauser (sie
belegen jeweil s eine Flache der Grdle m, insgesamt also
eine Flache H-m) undW sei die Zahl der Felder, diefir
Wege benutzt werden. Es sei 1 die mittlere Zugangszeit
oder mittlere Weglange, gemessen als mittlerer Abstand
von S zu irgendeinem Haus, d.h: pist die Summe der
Wegeeanheiten vonall en Hausern auf einem kiirzesten
Wegzu S dividiert durch de Anzahl H der Hauser:

1 = (Abstand, + Abstand, + ... + Abstand,) / H ,

wobei Abstand der (klrzeste) Abstand ces Hausesi vom
Startfeld Sist.

245.02
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Aufgabe: Finden Sie weitere Losungen, z.B. mit mehr
Héausern oder mit kleinerem mittlerem Abstand 1.

Hinweis: Wenn re12ist, dann hat die Gesamtflache
144 Felder. Wegen 1446=24 undweil Wegevon S zu
al en Hausern fuhren missen, kann man vermutlich nur
mit héchstens 22 Hausern rechnen.

Auf den folgenden Folien finden Sie weitere Beispiele
flr n=12, m=6 (wobei als "Hauser" nur die Muster mit
2x3 und %2 Feldern zugelassen sind) undfir
verschiedene Startfelder.

L 6sen Sedie Aufgabe zunéchst alleine.
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L ésungsvorschlag 2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

n=12
12 12 Gesamtflache
11 11 G=144
oe () () m=6 (2x3 urd 3x2)
10 | | o 10 S=(LY)
' ' W=30 (Felder) fir
° L L % Wege(gelb)
8 | 8 H:E'.(Zahl der
auser)
7 ® ® 7 Kontrolle:
6 . 6 G=Hxm+W, aso
- _— 144 = 19x6 + 30
5 Q@ 5
4 . | 4 Kann man p
-. verringern, ohne
3 | 3 dieZahl der Héuser
2 -. 2 zu verkleinern?
1wy | @ 1 Ja siehenichster

S 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 Losungsvorschlag

Legt man den Eingang immer optimal nahe a1 S (roter Punkt!), so folgt:
M = (1+3+6+7+8+8+9+10+12+13+15+16+17+19+19+22+23+25+26) / 19 = 259/19 = 13,63.
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L ésungsvorschlag 3:

Von Saus 4l 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 n=12_
nicht erreich- Gesamt: G=144

bare Felder! 12 m=6 (2x3 urd 3x2)
11 S=(1.1)

W=28 (Wegefelder)

U=2, Zahl der von

| | | | Snicht erreichba-

ren Felder (griin)

H=19 ( Hauser)

Kontrolle:

G=Hxm+W+U,
144 = 19x6+28+2

e
N

H
o
®
®
®
-
o

Kann man p
weiterhin ver-
ringern, ohne
| | die Zahl der Hauser

® ) zu verkleinern?

I P Ja, siehe néchster
5 4 Lésungsvorschlag.
s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Legt man den Eingang immer optimal nahe a1 S (roter Punkt=Eingang des Hauses), so folgt:
W = (1+3+6+7+9+9+10+10+12+12+12+13+13+15+15+17+17+19+19) / 19 = 219/19 = 11,53

N WA OO N 00 ©

R N W b OO N 00 ©

[EnY
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L ésungsvorschlag 4:

n=12
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Gesamt: G=144
12 12 m=6 (2x3urd 3x2)
S=(1,1)
1 o ) 11 \W=27 (Wegefelder)
10 | | o 10  U=3, Zahl der von
Snicht erreich-
9 @ 9 baren Felder
] H=19 ( Hauser)
8 . 8 Kontrolle:
7 7 G=Hxm+W +U,
6 6 144 = 19x6+27+3
Kann man u
> . . . > weiterhin ver-
4 @ | | | | 4 ringern, ohne
3 | ® O [© g  dieZahl der Hauser
zu verkleinern?
2 2
I Ja, selbst suchen.
1 1
p Wir é@ndern nun de
S 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Lagevon S.

Legt man den Eingang immer optimal nahe a1 S (rote Punkte), so folgt:
M = (1+3+6+8+9+10+10+11+11+12+12+13+13+14+14+16+17+19+19) / 19 = 218/19 = 11,47.
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L dsungsvorschlag 5, neues Startfeld (4,1):

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

12

11 .- -.

10 ® ele

9 |

8 o |

7 |

6

5 . p

4 | 7Y

3 e ® [®

2

1 CHL [T ]
1 2 35/4 5 6 7 8 9 10 11 12

e e
[SEE= )

P N W b OO N 00 ©

Legt man den Eingang immer optimal nahe au S (rote Punkte), so folgt:
M= (1+1+3+4+7+7+9+9+10+10+11+12+12+13+13+15+15+15+16) / 19 = 183/19 = 9,63.

n=12

Gesamt: G=144

m=6 (2x3 urd 3x2)

S=(4,1)

W=28 (Wegefelder)

U=2 (unerreich-

bare Felder)

H=19 ( Hauser)

Kontrolle:

G=Hxm+W+U,
144 = 19x6+28+2

Kann man u
weiterhin ver-
ringern?

Ja.

Selbst suchen.

Wir legen nun S
in de Mitte des
Randes: S= (7,1).
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L 6sungsvorschlag 6, neues Startfeld (7,1):

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
12
t [ ]
o o | o
9 e b
8
7 e ©° ¢ O
6
5 @ @
4 @
3 C ™)
2 (]
1 ® | ]| ®
1 2 3 4 5 65/7 8 9 10 11 12

e e
[SEE= )

P N W b OO N 00 ©

Legt man den Eingang immer optimal nahe au S (rote Punkte), so folgt:
W = (143+3+5+5+6+6+7+8+9+9+10+10+11+12+12+12+13+13) / 19 = 155/19 = §,16.

17

n=12

Gesamt: G=144

m=6 (2x3 urd 3x2)

S=(7,1)

W=24 (Wegefelder)

U=6 (unerreich-

bare Felder)

H=19 ( Hauser)

Kontrolle:

G=Hxm+W+U,
144 = 19x6+24+6

Durch kleine Ver-
anderungen kann
man oft u etwas
verbessern. So auch
hier: Verschiebe
den Mittelteil nach
unten und schaffe
desen untere
Flache nach oben.

245.02
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Frage:

Wennin desem Beispiel das Startfeld Sirgendwo l&ge, wie
viele Felder fir Wege braucht man mindestens?

Anders gefragt: Wie viele Hauser kann man maximal auf der
Gesamtflade unterbringen, wenn dbs Startfeld keine Rolle
spielt, sondern nu gefordert wird, dassall e Hauser
untereinander durch Wege verbunden sind?

Antwort:

Wir kennen de Antwort nicht. Nad langerem Ausprobieren
vermutet man, dasses keine Losung mit 20 Hausern gibt.
(Selbst probieren. Eine Lésung mit 21 oder mehr Hausern kann
es nicht geben, siehe spéter.)

245.02

Frage:

Wo ist die optimale Lage eines Startfeldes S, damit bei 19
Héausern der mittlere Abstand 1 minimal wird?

Antwort:

Wir kennen auch hier die Antwort nicht. Wir vermuten stark,
dassSin der Mitte liegen muss aso S=(7,7). Hierfur haben
wir eine Losung mit p=5,21gefunden, de auf der nachsten
Foli e vorgestellt wird. Diese Losung hat keine Off nung nach
aul¥en, siekonrtein einer praktischen Anwendung z.B. die
optimale Lage aner U-Bahnstation angeben.

Vidlleicht finden Sie @ne bessere L6sung?

19

245.02
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L ésungsvorschlag 7 (moglichst kleines p bel 19 Hauser n): n=12

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Gesamt: G=144
m=6 (2x3 urd 3x2)
12 12 s=(77)
W=26 (Wegefelder)
11 11
ee U=4 (unerreich-
10 | | 10 bare Felder)
9 g  H=19(Hauser)
Kontrolle:
8 | | 8 G=Hxm+W+U,
144 = 19%6+26+4
7 S | 7
6 (] 6
5 Qo 5
4 ] 4
3 d, | | 3
2 o] @ [® 2
1 1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Legt man den Eingang immer optimal nahe a1 S (rote Punkte), so folgt:
W = (142424343 +4+4+4+5+5+6+6+7+7+7+7+8+9+9) / 19 = 99/19 = 5,21.

245.02

Leider gewinnt man auch nac langerem Probieren und
Studieren kaum eine Einsicht in de Struktur dieser
Problemklas<e. Es bleiben viele Fragen offen, z.B.:

1)) Ein effizientes systematisches Verfahren konrten wir aus
den Beispielen nicht ableiten, vielmehr haben wir einfach nur
einige LAsungen ausprobiert. Allgemein kennt man aul3er
dem voll standigen Durchprobieren aler Lésungen bisher
auch kein gutes Verfahren, das mit Sicherheit eine optimale
Losung findet. Man vermutet, es gibt es auch keine schnellen
Verfahren, um eine oder ale optimalen Losungen fir das hier
betrachtete Full problem zu finden. (Stichwort: NP-harte
Probleme.)

21

245.02
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2.) Wir haben keine Beweise angegeben, un sinnlose Versuche
Zu vermeiden oder um untere Schranken fir L oder obere
Schranken fir H anzugeben. Auch hier kennt man keine
allgemein gultigen Vorgehensweisen, vielmehr mussnach
heutigem Kenntnisgand jedes Problem, insbesondere jede
Parameterkombination, gesondert mit eigenen Methoden
untersucht werden.

Das Umgekehrte, ndmlich eine obere Schranke fir |1 oder eine
untere Schranke fir H anzugeben, |6st man in der Regel
dadurch, dassman eine konkrete L6sung angibt und deren
Werte emittelt.

245.02

Gesamtflache
Fur grofées n und kleines m'
Héauser inden Ecken | 4 . kann man dieses Argument
£ I3 auf verbleibende Felder
Wege dorthin & < erneut anwenden und die
K (n-2m) Abschatzung verscharfen.

Hinweis zu Bewel sen (zehn Folien lang)

Es gibt natlrlich de "triviale” obere Schranke H < G/m, da
sich die Hauser nicht tberschneiden dirfen. Dies kann man
leicht erweitern zu H < (G - 3(n-2m’)) / m, da esWege zu
den Hausern geben muss diein den vier aul¥eren Ecken der
Gesamtflade liegen; fur diese Wege missen mindestens
3(n-2m’) Felder verwendet werden; m' ist hierbel die grofde
Breite bzw. Hohe @nes Musters fur die Hauser. Skizze hierzu:

23
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Wir erlautern die Skizze nungenauer. Fur eine optimale
Losung, die dle Felder nutzt, missen an den aul¥eren Ecken
ebenfall s Hauser liegen. Wir tragen dese aifferen Hauser in
die Gesamtfladhe an:

J [
—y

Hauser
eintragen

I

Gesamtfladche mit den
vier aul3ersten Hausern

Gesamtflache

245.02
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Die Hauser konnen natiirlich auch anders liegen, das hangt
von den vorgegebenen Mustern ab, z.B..

1 | _
oder

Gesamtfladhe mit den Gesamtfladche mit den

vier dulersten Hausern vier 8ulersten Hausern

Diese unterschiedli che Lage berticksichtigen wir dadurch, dass
die Zahl m' das Maximum von Hohe und Breite ist; dadurch
konren wir annehmen, dassjedes Haus optimal nahe in
Richtung der Wege ausgerichtet ist.

245.02
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Wir nehmen irgendeine dieser Skizzen.

Da dle Hauser mit dem Startfeld S verbunden sind, sindsie
auch urtereinander verbunden. Es mussalso einen (gelb ge-
zeichneten) Weg zwischen den beiden urteren Hausern geben:

J L]

Die Hauser sind hachstens m' Felder von Rand entfernt, der
Rand besteht aus n Feldern, also het der gelbe Weg mindestens
die Lange (n-2m").

245.02 27

Das Gleiche gilt nunfir die Verbindungen von cn urteren zu
den oberen Hausern. Die kirzeste Verbindurg ist wieder der

gerade Weg:
§ g
S =
Al N
v (n-2m‘) v

Hier missen mindestens 3(n-2m’) Felder fur diese Wege
verwendet werden, stehen also nicht fur Hauser zur Verfigung.

245.02 28
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Andere Konstruktionen flihren zur gleichen Abschétzung,
zB.

> (n-2m")

| =(n-2m) |

- > (n2m’)

il
Keine Konstruktion kann nach schledhter abschneiden. Folglich

mUssen mindestens 3(n-2m'’) Felder fur diese Wege verwendet
werden, stehen also nicht fur Hauser zur Verflgung.

Hilfssatzz Die Anzahl H der Hauser betragt hiéchstens
H< (G- 3(n-2m))/ m.

245.02
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Der Hilfssatz gilt bel quadratischen Mustern der Hauser. In
unserem Beispidl sieht man, dassmindestens weitere 2 Felder
bendtigt werden, da die Muster nicht quadratisch, sondern
redhteckig sind, z.B.:

r~

-~ > (n-2m'+2)

= (n-2m)

|2 (n-2m'+2) |

il
Hilfssatzz Die Anzahl H der Hauser betragt im Fall e unserer

2x3- und 3x2- Muster héchstens
H<(G-3(n-2m")-2)/ m.

245.02
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Dieser Hilfssatz gilt auch noch fur Grenzfélleder Formn<2 m'
(selbst nachprifen). Erganzender Hinweis: Man beadite, dass
"diagonal verlaufende" Wege nach urserer Definition genau so
lang sind wie die Wege auf dem Rand eines Recthtes:

—

Diagonale
bilden

Daher kbnnen wir in dem obigen Beweis vonrectedig
angel egten Wegen ausgehen.

245.02

Mit diesem Argument wird auch Kar, dasswir uns nicht auf
die Hauser in den Ecken des Gesamtgrundstiicks beschranken
mussen, vielmehr gentigt es, Hauser zu betradchten, die an den
Randern liegen. Gabe es lche Hauser ndmlich nicht in einer
optimalen Ldsung, so konnte man zu einem kleineren Grund
stuck tbergehen und de gleiche Betrachtung dort anstell en.

Madhen Sie sich des an Beispielen klar. Beaditen Sie
hierbei: m'ist die grol¥e Breite bzw. Hohe e@nes Musters fir
die Hauser.
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Folgerung Flr unser obiges Beispiel (n=12, m=6, m'=3) heil
dies: H < (G- 3(n-2m’)-2)/m = (144-3:(12-2-3)-2)/6 = 1246,
d.h.H < 20, caH ganzzahlig sein muss

Wir haben dlerdings nur Lésungen mit héchstens 19 Hausern
finden kdnnen. Wir vermuten, dasses fur dieses ezielle
Beispiel mit n=12 keine Lésungmit 20 Hausern ghbt.

245.02

Ubrigens: Liegt das Startfeld S am Rande des Gesamtgrund-
stuicks, so kammen auf jeden Fall noch m'-1 Felder fir die
Wege hinzu. Beispielskizze hierzu:

Danngilt dlso: H< (G- 3(n-2m")-m'- 1)/ m

33
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3.) Wir haben das Problem nicht in Beziehung zu anderen
Problemen gestellt. Wenn ein Problem besonders hartnadig
ist, so versucht man, es auf ein anderes Problem zurtickzu-
fUhren, um sich eine Vorstellung vom Schwierigkeitsgrad
madhen zu konren. Das vorgestellte Problem, eine Fladche
optimal mit vorgegebenen Mustern auszuftillen, gehort zur
Klass der so genannten NP-harten Probleme, von denen man
glaubt, dass se nicht mit effizienten Verfahren (genauer: nicht
mit Verfahren, deren Laufzeit paynomiell in der Lange der
Eingabewerte ist) gel0st werden kdmen.

Im folgenden Abschnitt werden wir das Fillproblem, also
das Problem des optimalen Ausfillens einer Flache mit
Mustern, exakt formulieren.

245.02
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5.2 Das Problem exakt formulieren

Will man zu einem Problem eine Lésung finden, die in jedem konkreten
Fall von einer Rechenanlage ermittelt werden kann, dann missen alle
Teile des Problems bis ins Kleinste hinein durchdadht und definiert sein.

Wir erstellen also ein (mathemati sches/informatisches) for males M odell
des Problems und legen peinlich genau fest, welche Bedingungen fir die
einzdnen Bestandteil e gelten mussen. Eine Ldsung ist dann eine spezelle
Ausprégung des Modell s (d.h., die variablen Teile sind mit konkreten
Mengen und Elementen auszufillen, deren Bezehungen urtereinander
den festgel egten Bedingungen geniigen). Unter allen Lésungen suchen
wir gewise Ldsungen, die ausétzliche Kriterien erfiillen; meist ist eine
Funktion zu optimieren. Im Beispiel von Abschnitt 5.1 waren dies der
Wert H und anschlief3end der mittlere Abstand 1.

245.02
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Fur unser Optimierungsproblem ist das formale Modell die Menge von
Zahlenpaaen (anschauli ch: das ganzzahlige Gitter) mit Zahlenwerten
zwischen 1 und einem vorgegebenen Parameter n, der die Grof%e der
guadratischen Grundfl&che bestimmt. Diese Menge sollen wir in einzene
Fladhen zerlegen, und zwar in solche Fladhen, die durch zuldssge Muster
vorgegeben sind (Baupl&tze oder Hauser genannt), und solche, die tbrig
bleiben urd alle Hauser in zu definierender Weise miteinander verbinden
(Wege). Hier gibt es eine gewaltige Anzahl von Ldsungen, unter denen uns
nur die interesseren, die mdglichst viele Hauser besitzen und in denen die
mittl ere Entfernung (mittl ere Wegelénge, mittlere Zeitdauer |1) zu einem
ausgezeachneten Feld S minimal ist.

Dieser Sachverhalt wird im Folgenden exakt definiert. Hierbei gehen wir in
zwei Schritten vor:
- Zuerst beschreiben wir die @nzenen Teil e umgangssprachlich und
prazsieren einige Bedingungen bereits formal,
- anschlieffend formulieren wir die Definitionen genau aus.
Esist ein Lernziel dieser Kurseinheit, dassSie diesen Prozessselbst
durchfiihren (k6nnen).
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Zum Vorgehen: Es geht um die Umsetzung von unscharfen Vorstellungen in
ein formales Modell. Dieser Prozesslauft nicht so tbersichtlich ab, wie man
dies tiblicherweise in Lehrmateriali en darstellt; vielmehr listet man zunéchst
viele eforderliche Bestandteile auf, gruppiert diese dann entsprechend ihrer
Abhéangigkeiten, formalisiert dort, wo es bereits moglich ist, entdedkt in der
Regel Licken, fullt diese durch neue Begriffe und Formali sierungen auf
usw. Esist einiterativer, tastender Prozess der dann aufhért, wenn man
glaubt, nichts mehr vergessen zu haben, und das Modell all es Wiinschens-
werte ébdedkt. Natirlich enthélt das Ergebnis noch Fehler; manche (evtl.
ale) Fehler und Méngel bemerkt man spéter beim Aufstellen der

Definiti onen.

Dieser Prozess, von der verschwommenen Idee zim formalen Modell“ ist
von zentraler Bedeutung, wann immer Aufgaben einer Rechenanlage
tbertragen werden sollen. Uben Sie diesen Prozessunbedingt ein, indem
Sie nach der néchsten Folie das Lernmaterial zur Seite legen urd
versuchen, ein Modell zur exakten Beschreibung der Aufgabe

»Einen Bauplatz optimal auff tll en auf der Basis einer quadratischen
Gesamtflache" auszuformulieren!
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Aufgabe: Entwickeln Sie én formales Modell zur exakten Beschreibung
des Problems ,,Einen Bauplatz optimal fiillen auf der Basis
einer quadrati schen Gesamtflache".

Hinweis zum Vorgehen: Legen Sie dieses Lehrmaterial zur Seite.

a) Schreiben Sie aunéchst die aforderlichen Begriffe und Parameter auf,
z.B.: n, Weg, Haus, Muster, m, minimale mittlere Entfernung 1 usw.

b) Prazsieren Sie dann diese Begriffe umgangsgradlich, wobei Siesie
zugleich in eine Reihenfolge bringen, so dassall e Begriffe, die Sie fur die
nachste Definiti on bendtigen, bereits definiert sind. Notieren Sie dort, wo
es magli ch ist, auch schon einige logische Formeln.

¢) Definieren Sie dann alle Bestandteil e exakt. Priifen Sie, ob die
Definitionen genau lhrer Vorstellung entsprechen oder ob Félle afasg
sind, die nicht hinzu gehéren, bzw. ob mdgli che Ausprdgungen durch
I hre Definition nicht beschrieben werden.

d) Bredhen Sie nach 40 Minuten ab, kehren Sie aim Lehrmaterial zurtick
und vergleichen Sie Ihre Ergebnisse mit dessen Definitionen.

Beabeitungszeit: 40 Minuten.
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40 Minuten spéter:

Wir hoffen, Sie konrten einige Prézisierungen treffen, Ordnung
in de Begriffswelt bringen und va alem das Optimierungsziel
genau ausformuli eren.

Es gibt meist viele Mdglichkeiten, ein Modell festzulegen. Im
Folgenden geben wir eines durch de entsprechenden
Definitionen an. Andere Formalisierungen sind denkbar.
Vergleichen Sie daher Ihre Ansétze mit unseren Prézisierungen
und versuchen Sie auch zu bewerten, oblhre Ansétze

mogli cherweli se besser geagnet sind, das Problem zu
beschreiben, als unsere.

39
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Schritt a:

Wir schreiben zunachst die eforderlichen Begriffe
und Parameter auf, z.B.: n, Weg, Haus, Muster, m,

minimaler mittlerer Abstand 1 usw.

Zugleich versuchen wir bereits, siesoin eine
Abhangigkeitsreihenfolge au bringen, dass alle
Begriffe, die wir fir ihre Definition bendtigen,

bereits vorhanden sind.

245.02

Wir gehen nunso vor, wie e oben beschrieben wurde. Zunachst schreiben wir dieim
Beispiel von Abschnitt 5.1 verwendeten Begriffe (eckig umrahmt) und Parameter
(oval umrahmt) so auf, wie sie uns gerade enfallen. Ein Ergebnis kénnte sein:

Weglénge

Weg

Feld

mittlerer
Abstand

Gesamtflache

AN
ST
o

Haus

Ldsung des
Problems

Muster

a1
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Danach bringen wir diese Grof3en in eine logische Abfolge, ausgedriickt durch Pfeil e.
Z.B.: Um die Gesamtflache a1 beschreiben, braucht man zunadst die Seitenlange n;
um ein Haus zu definieren, musserst das Muster bekannt sein, usw. Das Ergebnis

kdnnte sein:
Weglange r Feld
Weg 1—’ eglang
I —
mittl erer Gesamtflache
@\ Abstand
K 1 Losung des
Problems
® @
| !
Muster
24.5.02 43

Jetzt legen wir will kirlich eine Reihenfolge fest, in der diese Begriffe definiert
werden sollen und die diesen Pfeilen nicht widerspricht, z.B.

- Feld

_\
Gesamtflache

mittlerer
Abstand

:é \ : @ Wﬁﬁ%ﬁ
| }

“@ Muster

;s
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Schritt b:

Wir préazisieren diese Begriffe umgangsrachlich,
wobel wir sie zugleich in eine Reihenfolge bringen,
die den Abhangigkeiten aus Schritt a entspricht.
Dort, wo es moglich ist, notieren wir auch schon
einige logische Formeln, vor allem bei notwendigen
Bedingungen, die die Grolen erfiillen missen.

Hil fsbegriffe und eventuell "vergessene” Begriffe
fugen wir hinzu.
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Unter Schritt a) nicht betradchtete Begriffe sind S, Z und "optimale Losung".

Auflistung der erforderlichen Begriffe (1):

n Wir gehen von einer quadratischen Fladhe der Seitenlénge n aus.

Feld: Jedes Feld wird durch sein Tupel (i,j) mit 1<i <n und1<j <n beschrieben.
S ist das Startfeld; genauer: Sist das Feld, auf das man im ersten Schritt gehen
muss
G  istdie Gesamtfléche ausgedriickt als Anzahl aler Felder, d.h. G = nxn (Felder).
Muster: Ein Muster ist eine Menge von Feldern. Wir betrachten hier nur ,rechtedig
zusammenhéngende Muster”, d.h., wir fordern zusétzli ch: Besteht das Muster
aus mindestens zwei Feldern, so musses zu jedem Feld ein weiteres Feld in
dieser Menge geben, so dassdiese beiden Felder rechtedkig aneinander stof3en.
Formal: Fur jedes Muster z ={(i,,j,), (i), --s (i)} Mussgelten:
l<i<nundl<j.<nfiurr=1,.,k
und wennk > 1 ist, dann musses zu jedem (i,j) 0 z en (i',}") O z geben mit
entweder [i-i'l=1 odx [j-j'|=1
(Erfahrene merken sogleich: Diesist nicht korrekt formalisiert. Warum?)
m st Zahl der Felder fiir ein Haus. (Fir ein Problem geben wir noch eine Menge Z
von Mustern aus m Feldern vor, die fiir Hauser verwendet werden diirfen.)
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Auflistung der erforderlichen Begriffe (2):

Z ist die Menge der ,,zuldsdgen Muster”, d.h., Z hat die Form
Z={z,, 2, ..,z undjedes Muster z, [0 Z besteht aus genau m Tupeln.

Haus: Ein Haus hist eine Tellflache der Gesamtfladhe bestehend aus m Feldern, die
einem Muster aus Z entspricht. Dies|&sg sich formal so darstellen, dassein
Haus bis auf ein additives Tupel (x,y) gleich einem zuléssgen Muster aus Z it,
d.h.,
h= {(X,yD): X¥2)s oos (XY} Mitl< X, <nundl<y,<n firr=1,.,m
undesgibteinzOZ, z ={(iy.jy), (i22), - (i} undein Tupel (x,y) von
naturlichen Zahlenmit x, =i +xund y, =j +y firr=1,.., m.

Weg: Ein Weg ist eine Folge von Feldern, bel der aufeinander folgende Felder stets
rechteckig aneinander stof3en und die keine Felder enthalt, die von einem Haus
Uberdedkt werden.

L dsung: Eine Lésung ist eine Uberlappungsfreie Platzierung von Hausern auf der
Gesamtflache, so dassjedes Haus tiber einen Weg von S aus erreicht werden
kann; genauer: Fir jedes Haus h gibt mindestens einen mit S beginnenden Weg,
desen letztes Feld rechtedkig an ein Feld des Hauses h stolit.
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Auflistung der erforderlichen Begriffe (3):

H = Zahl der bei der jeweili gen Ldsung platzierten Hauser.

W = Zahl der Felder, die bel der jewelli gen Losung fir Wege dienen.

U = Zahl der bei der jewelli gen Lésung von S aus unerreichbaren Felder.
Hinweis: Zur Kontrolle: Es muss setsgelten: G=Hxm+ W + U.

Weglange: Der Abstand w(h) eines Hauses h ist die kiirzeste Anzahl an Feldern eines
Weges, der von S zu einem Feld fuhrt, an das h rechtedkig (also nicht diagonal)
angrenzt. (Das Feld S zahlt hierbel mit.)

V] ist fur eine Lésung der_mittl ere Abstand zu einem Haus, d.h.:
Wenn h,, h,, ..., h, alle Hauser der Losung mit Abstanden w(h,) sind, dannist
H=(w(h) +w(hy) +...+w(hy) )/ H.

Optimale L sung: Eine Ldsung heif3 optimal, wenn es keine Ldsung mit einem
groleren Wert H gibt und wenn es unter allen Lésungen mit maximalem H
keine Lésung mit einem kleineren p gibt. (Eswird also auf jeden Fall eine
maximale Zahl an Héausern angestrebt und erst dann wird der mittl ere Abstand
minimiert.)

47
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Dieser Schritt b) gilt als der helkelste bel der
Modellbildung, da & die ,Architektur des Modells*
festlegt.

Was man hier "falsch™ madt, |asst sich spater nur
noch schwer korrigieren. Dabel sind es meist keine
inhaltlichen Fehler, die man begeht, sondern nur
Entscheidungen, die kiinftige Fragen nicht richtig
einbeziehen und de sich daher spéter als nachteilig
herausstell en.
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Schritt c;

Wir definieren nunall e Bestandtell e exakt. Wir prifen, ob
die Definitionen genau unseren Vorstell ungen entsprechen.

Die nun folgende Umsetzung der Ergebnisse aus Schritt b) in einen
durchgéngigen Formali smus entspricht der Codierung/| mplementierung
in einer Programmiersprache, die mit einiger Erfahrung relativ leicht
bewerkstelli gt werden kann. Hier fallen noch wichtige Entscheidungen,
vor alem die Wah! einer geggneten Datenstruktur. Meist entdedkt man
in dieser Umsetzung diverse Versdumnisse oder sogar Fehler.

Gegebenenfalls mussauch das Modell entsprechend verbessert werden.
Dies all estrifft jedoch hier nicht zu, daunser Problem recht gut tUiberschaubar ist.
Bei sehr komplexen Modell en mussdagegen eine haufigere Riickkopplung und
Inspektion mit den unter Schritt @) und b) festgel egten V orstell ungen erfolgen.

49
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Definition 5.1:

Es =i n eine nattrliche Zahl, n>1.
a) EinFeldist ein Tupd (i,j) mit 1<i<n und Ej<n.
b) Ein Weg voneinem Feld (i,,j,) zu einem Feld (i,,j,) ist eine
Folge von Feldern (iy,j,), (ix]2)s - (i) mMit: k=1 und
furdle r=1, ..., k1l gilt
entweder |ir_ir+1| =1 undjr = jr+l
oder il =2 undi, =i, .
(Dies besagt, dassdas Feld (i,.j,) waageredht oder senkredt
neben dem Feld (i,,.),,,) liegt fur dler=1, ..., k1.
c) DieLange @nesWeges (i4,j1), (ix2), -, (ki) 1St K-1.
d) EinWeg (i,,j,), (i545), --» (i) heildt einfach, wennalle
Felder des Weges paaweise verschieden sind.
e) EinWeg (i,,j,), .-, (ix.Ji) heifdt Zyklus, wenn (i1,j,)=(i i)
k=3 und(iy,j,), (ixJ2), - (i.1dk) €N einfacher Weg sind.
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Uberprifung der Definition 5.1:

Wie Ubli ch definieren wir die Lange énes Weges als die Zahl der Schritte, um
alle Felder des Weges zu durchlaufen. Ein Weg der Lange 0 besteht aus einem
Feld.

Intuitiv mussdie Lange so definiert werden, dassdie Lange zweier Wege, die
aneinander gehangt werden kdnnen (weil das letzte Feld des einen Weges
zugleich das erste Feld des anderen Wegesist), gleich der Summe der
Weglangen der Einzdwege ist. Diestrifft zu. Beispiel hierfir:

(3.4)|(4.9 + (6,9 — (3.4)|(4.9 (6,9
(4,3)|(5,3) (5,3)|(6,3) (4,3)/(5,3)((6,3)
Lange: 3 Lénge: 2 Lénge: 5

Fir den Abstand vom Startfeld S zu einem Haus werden wir aber diese
Lange um eins erhthen missen, dawir annehmen, dassman beim Betreten
der Gesamtflache den ersten Schritt von auf3en auf das Feld S madt. Auf
diese Besonderheit miissen wir spéter achten.
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Definition 5.2:

Es =i n eine nattrliche Zahl, n>1.

a) Ein Muster z ist eine nicht-leere Menge von Feldern
z2={(ijq), (iJ2)s cos (i) [M21, L <i, <nund1<j. <n furr=1,.., m}
mit folgender Zusatzbedingung fir m>1;

far ale (i,)), (i'j") O z gibt eseinen Weg von (i,j) nach
(")), der nur Uber Felder verlauft, diein z liegen, d.h:

0G.),("5) D zmit (i,j) ("))

OWeg (i1,jy), (izd2)- (o) Mit (1)) = (ig.je), (") = (id)
undOr=1,....k (i,j) Oz

b) m=|z| heil% die Grofe des Musters z.

c) EineMengeZ ={z, z,, ..., z;} heil Menge zuldssger
Muster, wenn jedes z, ein Muster gemal Definition 5.2a) ist
undwenn alle Muster z, die gleiche Grol%e besitzen.
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Uberprifung der Definition 5.2:

Das Muster soll "rechtedig zusammenhangend" sein; gemeint ist hiermit,
dassman von jedem Feld des Musters zu jedem anderen Feld durch
waagerecdhte und senkrechte Schritte innerhalb des Musters gelangen kann,
d.h., dasses von jedem Feld zu jedem anderen Feld einen Weg im Muster
gibt. Also: Fir je avel verschiedene Felder (i,j) und (i',j") des Musters gibt es
einen Weg von (i,j) nac (i',j"), der nur aus Feldern des Musters besteht.
Genau dies besagt die Formel:

0(.j),0%7) Oz mit (i.,j) # ("))

OWeg (i31), (i2d2)s-w (ofid Mit (1) = (1302), () = (i)

udOr=1,...k: (i,,j) Oz

m war in unseren Beispielen bereits der Parameter fur die Grof%e des Musters.

Vereinfachend hatten wir angenommen, dassalle ailéssigen Muster fir Hauser
die gleiche Grofe haben sollen. Diese Bedingung kann man auch fallen lassen.
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Beispiele. Muster sind:

2, ={(5,9, (6,3, (5,9, (6,9},
Grol¥e: 4.

(5,4)|(6,4)

V eranschauli churg:

(5,3)((6,3)

Genuligen wirde bereits folgende Darstell ung:

d.h., cas Muster z, undfolgendes Muster

z,={(1,D, (2,2, (1,2, (2,2} sindfir unsere Zwedke gleich,

auch wenn sie aus formaler Sicht verschiedene Muster sind.
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Ein weiteres Muster ist:

23={(4.2, (2,0, (1.2, (3.9, (4.3, (4.1), (2.2, (3,3)},

Grole: 8.
(3.3)|(4.3)
Veranschauli chung: 12|22 |42
(2.1)|(3.1)|(4.1)

Genuigen wirde bereits folgende Darstell ung:

55
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Keine Muster dagegen sind:

{(2,2), (4,2}, Veranschaulichung: |22 |42

(4.3)

{(1,2, (2,2, (3,2, (4,3), (4,2} 12|22 (4,2)
(3.1

(33)(4.3)

{(1,2, (2,2, (3,1, (3,3), (4,1, (4,2, (4,3} (1.2)(2.2) (4.2)

(31|41
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Diese Uberprifung zeigt:

Vom Begriff "Muster" bendtigen wir eigentlich nu die
relative Anordnung von Einheitsquadraten zueinander. Dies
konrte man erreichen, indem man de Nummerierung der
Felder normiert, also stets das Minimum der x- und der y-
Komporente auf 1 setzt. Wir wollen des nur feststellen, ohre
die Definition 5.2 reu zu fassen.

[Hinwels:

Aus theoretischer Sicht ist ein Muster eine Aquivalenzklasse
aler Muster der Definition 5.2,wobel genau de Muster in der
gleichen Aquivalenzklasse zusammenfasg werden, die sich
bis auf eine Verschiebung in der Ebene nicht unterscheiden.
Wir werden aber solche Uberlegungen hier nicht vertiefen ]
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Definition 5.3:

Es =ien neine natirliche Zahl, =1, undZ eine Menge

zulassger Muster der GrofRe m.

a) EinHaush bzgl. Z ist eine nicht-leae Menge von Feldern
h={(x.y), (X.¥2), --os Xw¥) | M21, 1<x.<nund 1<y <nfir r=1,...m}
mit folgender Zusatzbedingung fir m>1.:

Esgibt ein Muster z 0 Z undein Paa (X,y) ganzer Zahlen
mith =z + (x,y), d.h:

02={(iy, j1), (i) (e Jr)} 0 Z undD(x,y) mit

h={ (%, 14D, (4%, o#Y) oo X, o))
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noch Definition 5.3:

b) Ein Feld (i,j) grenzt an ein Haus h = {(x,,y,), (X»Y5), -+ XY} »
wenneseinr (1<r<m) gibt mit
entweder [x-i| =1 undy, =]
oder IV,-j| =1 undx, = 1.

c) Einenicht-leae Menge B von Hausern bzgl. Z

B={hy, h, ..., g}t
heif3t Gberschneidurngsfrei, wenn fur ale Hauser hy, h 0 B

mit gzr gilt: hg n hy=0.
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Uberprifung der Definition 5.3:

Ein Haus mussgleich einem Muster sein, bis auf Verschiebung
in der Ebene. Dementsprechend muss h=z + (x,y) fur ein
Muster z[1Z undeinen Verschiebevektor (x,y) sein. Dadie
Muster nicht normiert sind, konren in dem Verschiebevektor
auch negative Zahlen auftreten. Die Definition 5.3a) erfullt
also genau de intuitive Vorstellung.

Wir woll en spéter eine Menge von Hausern finden, die sich
gegenseiti g nicht Gberlappen. Dies snd genau tkerschneidungs-
freie Mengen vonHausern aus Definition 5.3c).

Die Hauser mussen spater durch Wege mit dem Startfeld S
verbuncen sein. Hierzu wird festgelegt, welche Felder an ein
Haus grenzen. Dies snd genau deenigen aus Definition 5.3c),
die waageredht oder senkredht an ein Feld des Hauses gol¥en.
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Definition 5.4:

Es sien neine natirliche Zahl, =1, Z eine Menge aulassger
Muster der GroéRe m, B eine tiberschneidungsfreie Menge von
Hausern bzgl. Z sowie S ein Feld.

a) Der Abstandw,, s eines Hauses h zu Sist die Lange énes
kirzesten Weges (plus 1), der von S zu einem Feld flihrt, das
an h genzt, und & nur Gber Felder fuhrt, die nicht zu einem
Haus aus B gehdren, d.h:

Wy g = Min{ k | Esgibt ein an h genzendes Feld (i,.j,) und
einen Weg (iy,jy), (iJ2), - (i) von (ijs) = S
nad (i,.j,) undfir alle Hauser W'OB gilt:
Keines der Felder (i,,j,) gehdrt zu K (1<r<k) }

bzw.

wy, = , falseskein solches angrenzendes Feld ocer keinen
solchen Weg ghbt.
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noch Definition 5.4:
b) Der mittlere AbstandvonB={h, h,, ..., g} zu Sist

Hes= (Wn s+ Wh,s+ ..+ Wy s)/B|.
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Uberprifung der Definition 5.4:

Wie bereits angekiind gt mussder Abstand eines Hauses zum
Startfeld S definiert werden. In den Beispielen in Abschnitt 1
haben wir den "Eingang" eines jeden Hauses, dargestellt durch
rote Punkte, optimal nahe bzgl. S gelegt. Formal heif3t dies:
Suche fir jedes an das Haus h grenzende Feld den kiirzesten
Weg zu S, der zu den Verbindurgswegen gehort, d.h., @r nicht
Uber Hauser aus B fuhrt, undwahle unter allen desen Feldern
dasjenige mit der kirzesten Weglange zu S. Genau dese
Entfernung w,, s wird in Definition 5.4aberechnet. Man
beadite, dassnicht die Weglange, sondern de um 1 erhdhte
Weglange genommen wird; denn das Minimum erfolgt Giber k
und richt Gber die Lange des Weges k-1, vgl. Definition 5.1.

Hp s ist der Gbliche Mittelwert all er Abstande.
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Definition 5.5:

Es =ien neine natiirliche Zahl, =1, Z eine Menge aulassger
Muster undSein Feld.

a) (n,Z, S) heild ein Full problem.

b) Eine Menge B von ulerschneidungsfreien Hausern bzgl. Z
hei 3t Losung des Full problems (n, Z, S),
wennw,, g # oo fur alle h(IB gilt.

¢) Eine Ldsung B des Fillproblems (n, Z, S) heif3t optimal, wenn
es keine Losung B' dieses Filll problems mit [B'| > |B| gibt und
wenn fur alle Losungen B" dieses Full problems mit [B| = |B"|
gilt: pgs<Hps-
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Uberprifung der Definition 5.5:

Unsere Aufgabe lautete: Gegeben seien eine Seitenlange n der
guadratischen Gesamtflade, eine Menge von zulassgen
Mustern undein Startfeld S. Definition 5.5a) besagt, dass
durch n,Z und S das Problem voll standig spezifiziert ist.

Fulle dann zu vargegebenem Startfeld S die Gesamtfladhe mit
Hausern aus, so dassjedes Haus von S aus erreicht werden
kann. Dies driuickt Definition 5.5 I) offensichtlich aus.

Schli efdli ch méchte man mégli chst viele Hauser unterbringen
undzusdtzlich den mittleren Abstand pig s minimieren, wie &
in Definition 5.5c) formuliert ist.
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Hinweis:
Die Definition 5.5enthdt zwel Typen vonProblemen:

Ein Entscheidungsproblem und
ein Optimierungsproblem.

Das Entscheidungsproblem lautet: Stelle fest, obeine
vorgegebene Zahl von Hausern urter den Nebenbedingungen
platziert werden kann. Als Antwort wird prinzipiell nur "Ja"
oder "Nein" erwartet, auch wenn man im Falle"Ja' gerne ane
konkrete L6sung sehen méchte.
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Das Optimierungsproblem lautet: Finde heraus, wieviele
Hauser maximal platziert werden kémen undliefere unter
allen solchen Lésungen digjenige mit minimalem mittlerem
Abstand.

Hier wird in jedem Fall erwartet, dasses Lésungen gibt und
man urter diesen eine optimale aufzuspiren hat.

Das Optimierungsproblem kann nicht leichter zu |6sen sein as
ein zugehoriges Entscheidungsproblem, da die optimale Losung
zugleich de Entscheidung liefert, obeine Losung mit den
vorgegebenen Eigenschaften existiert. In vielen Féllen héngen
diese beiden Typen vonProblemen eng zusammen. Wir gehen
hierauf nicht ein, sondern verweisen auf die Literatur Uber
Komplexitétstheorie.
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Durch de Definitionen 5.1 bs5.5ist jetzt das Modell fir das

(2-dimensionale) " Full problem"
fertig gestellt. Das Problem ist so weit formalisiert, dasses
losgel 6st von all en sonstigen Einschrénkungen der Praxis
untersucht werden kann. Ziel wird es sin,

- einen Algorithmus zur optimalen Lésung des Fill problems
anzugeben,

- einen Algorithmus zur ndherungsweisen Ldsung zu
formulieren, der mogli chst schnell arbeitet,

- die Eigenschaften des Problems zu untersuchen und vaab
obere/untere Schranken zu beredhnen,

- die "Schwierigkeit" des Problems zu ermitteln.

Diese Fragen werden in den kaommenden Abschnittenin
Angriff genommen. Zuerst betrachten wir einfach aussehende
Spezidfdle, an denen die Algorithmen erléutert werden.
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5.3 Spezialfall " Rucksackproblem”

Beim Full problem versuchten wir, mogli chst viele Objekte,
die zuldssge Muster sein miissen, auf einer gegebenen
Fladhe unterzubringen, wobel eine Nebenbedingung,
namlich die Erreichbarkeit vom Startfeld aus, erflllt sein
muss

Wir gehen nun von dr zweidimensionalen Flache aur
Eindimensionalitét, also zur Menge der natlrlichen Zahlen
Uber. "Zuldssge Muster" werden dann ebenfall s nattirliche
Zahlen. Die Nebenbedingung lassen wir weg, erlauben dafir
aber eine grol3e Menge an Mustern, was prinzipiell beim

Full problem ebenfall s mdgli ch war.
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So erhalten wir folgendes Problem:

Gegeben eine Zahl G (bisher: die Gesamtflade) und eine Folge

von retirlichen Zahlen (bisher die Menge dler moglichen
Hauser). Man stelle fur eine Zahl H (bisher: Anzahl der zu
platzierenden Hauser) fest, obes H Zahlen in der Folge gibt,
deren Summe gleich Gist (bisher: ob es H Hauser gibt, die
exakt die Fladhe ausfill en, all erdings musge noch die Neben-
bedingung gelten undes waren unerreichbare Felder erlaubt).

Wir schreiben diesin knapper Form auf:

Gegeben: zwei natlrliche Zahlen G undH undeine Folge
naturlicher Zahlen a, a,, ...,a, mit k>H. Gesucht: eine H-
elementige Teilfolge q,, 3, ..., a,,, deren Summe gleich G ist
[oder die moglichst dicht an G (von urten) herankommt] ?

245.02

Diesist eine Variante des so genannten Rucksackproblems (statt
k verwenden wir, wiein der Literatur Giblich, den Buchstaben n,
der gern as Mal3 fur die Grofe enes Problems genommen wird):

Gegeben seien n Gegenstande, deren Gewichte g;, g, .., 0,
seien. Der Rucksack hat eine maximale Tragfahigkeit von G
Gewichtseinheiten; wird mehr inihn gefillt, reif3 er undwird
unbrauchbar. Jeder der Gegenstande hat zusétzlich einen Wert
(oder eine Wichtigkeit oder einen Nutzen), der mit wy, W, ..., W,
beziffert wird. Man soll den Rucksadk nunmit Gegensténden so
flllen, dassalle engepadkten Gegenstande héchstens das
Gewicht G besitzen und @ssderen Wichtigkeit mindestens
einen vorgegeben Wert W erreicht.
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G = Tragvermogen

Z .B. die Gegenstande
2 und 4 einpacken:

des Rucksacks ichtigkeiten w;

0 9, 03 94 Os
W, W, Wy w, W5
Es mussgelten:

Gewicht im Rucksack: g,+9,< G
Angestrebt wird beim Einpacken:
Wichtigkeit (Nutzen): w, +w, 2 W

245.02

Anwendung: Auf eine U-Boat- oder eine Weltraumfahrt darf
jede(r) Mitreisende personli che Gegenstande egener Wahl
mitnehmen, de pro Person ein Gesamtgewicht G nicht tber-
steigen; jede(r) wird sie so auswéahlen, dassder erwartete
personliche Nutzen deser Gegensténde mogli chst gro3wird
bzw. einen vargegebenen "NuUtzli chkeitswert” W Ubersteigt.

Ahnliche Anwendung: Bei der Konzipierung eines Autos
kann man viele verschiedene Annehmlichkeiten einbauen,
z.B. Klimaanlage, kleine Elektromotoren fur all e mogli chen
Hilfen, einen Wassertank, einen groferen Benzintank, eine
kleine Bar, diverse Computer, stabil ere Achsen usw. Es
pasd aber nicht all es raum- oder gewichtsmaliig hinein. Man
wird daher (auf Grund von Kundenbefragungen) diesen
Geréten eine Wichtigkeit zuordnen undmussdann ermitteln,
wie man den Nutzwert mogli chst grol3 machen kann urter
der rdumlichen oder gewichtsmaliigen Nebenbedingung.
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Zahlen-Beispiel 1: G=12, W=6, n=4
Folge der g;: 4 5 6 9
Folge der zugehdrigen w;: 2 3 3 6

Finden Sie ene gedgnete Tellmenge!

Sicher haben Se rasch eine L 6sung gefunden.
Auf der néachsten Folie erscheint eine L 6sung:

245.02

Zahlen-Beispiel 1: G=12, W=6, n
Folge der g;: 4 5
Folge der zugehdrigen w;: 2 3

Teilfolge der g;: 5
Zugehorige Teilfolge der w;: 3 3

Kontrolle: 5+6=11<G=12
3+3=6=2W=6

Hinweis 1: Es gibt noch eine weitere L 6sung, welche?

Hinwelis 2: Setzt man W = 7, so gibt es keine Lésung.
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Zahlen-Beispiel 2. G=40, W=15 n=8

Folge der g;: 6 7 8 9 9111315
Folgeder zugehdrigenw;: 2 2 3 4 5 5 6 5
Eine geeignete Teillmenge lautet:

Teilfolge der g;: 6 7 8 9 9
Zugehorige Teilfolge der w;: 2 2 3 4 5

Kontrolle:
6+7+8+9+9=39<G=40
2+2+3+4+5=16=2W =15

Versuchen Sie, weitere geeignete Tellmenge zu finden!

245.02
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Gibt es hier weitere Ldsungen? Ja, zum Beispiel:

Teilfolge der g;: 11 13 15
Zugehdrige Teilfolge der w;: 5 6 5
Kontrolle:

11+13+15=39<G =40
5+6+5=16=2W=15

Noch eine Losung, sogar mit groferer Wichtigkeit:
Teilfolge der g;: 7 9 11 13
Zugehdrige Teilfolge der w;: 2 5 5 6
Kontrolle:

7+9+11+13=40<G=40
2+5+5+6=18=>2W=15

Es gibt noch mehrere weitere Losungen, aber keine mit
grofderer Wichtigkeit als 18. Bitte selbst untersuchen.
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Zahlen-Beispiel 3: G=300, W =100, n=10
Folge der g;: 26304246576070838894
Folge der zugehdrigenw;: 8 61312152322302934

Versuchen Siein 4 Minuten, eine L 6sung zu finden!
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Eine LOsung herzu (es gibt weitere):

Teilfolge der g;: 57 60 88 94
Zugehorige Teilfolgederw;: 15 23 29 34

Kontrolle;
57+60+88+94=299< G =300
15+ 23+29+34=101>W =100
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Gibt es weitere Losungen fir dieses Beispiel? Dies 18sd sich
durch ein systematisches Probierverfahren nachprifen, das
auf folgendem Prinzip beruht:

Man betrachtet einen Gegenstand, z.B. den letzten mit der
Nummer k, undermittelt, wie @ne Losung ausseht, zu der
dieser Gegenstand gehort, undwie e@ne Losung ausgeht, zu
der er nicht gehort.

Diese Uberlegung fiihrt zu dem folgenden Prinzip der
Aufspaltung des Problems in (zwel) Teil probleme.
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Man zerlege das Problem

ind

P1

und

ZuG, W, g, 9, ...,g und wy, w,, ...,w, finde man eine
Teilfolgeg,,, ., ---,g;,, deren Summe nicht grofer als G und
deren zugehdrige Summe w;, + w;, + ...+ w; =W ist.

ie beiden Probleme

ZuG, W, g, 9, ..., G UNAWy, Wy, ..., W, ; finde man eine
Teilfolgeg,,, ., ---, g, deren Summe nicht grofer als G und
deren zugehdrige Summe w;, + w;, + ... +w; =W ist.

Zu G-g,, W-w,, 0;, 05, ..., 0., UNdWy, W, ..., W, , finde man eine
Telfolgeg;,, g, ---,g;, deren Summe nicht grofer als G-g, und

deren zugehOrige Summe w;, +w;, + ... + w; = W-w, ist.
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Dieses Prinzip ist unmittelbar klar: Wenn es eine Losung fur P
gibt, dann gehort der k-te Gegenstand entweder zur Losung und
dann hat P2 eine LGsung oder er gehort nicht zur Losung und
dann hat P1 eine LGsung. Gibt es andererseits keine Losung fur
P, dann konren weder P1 nach P2 eine Losung haben.

Also kann man die Frage, obP eine Lésung hat, auf die Frage
zurtickfUhren, obP1 oder P2 eine hat. Genau deses besagt obiges
Prinzip. Man hat damit ein "Problem der Groe k" auf zwel
"Probleme der Grofe k-1" zurtickgefiihrt.

Das zugehorige Verfahren veranschaulicht man durch eine
sténdige Aufteilung in zwel Unterprobleme; man verfolgt beide
Zweige (nacheinander) weiter, bis man urmittelbar entscheiden
kann, obeine Lésung vorliegt oder nicht; diesist spatestens der
Fall, wenn all e Elemente ausgesondert wurden (also fur k=0).

245.02

Veranschaulichung am Zahlen-Beispiel 1. G=12, W=6, n=4

Folge der g: 4 5 6 9
Folge der zugehdrigen w;: 2 3 3 6
G=12, W=6
4569
G, W sowie 2336 G-g,, W-w, sowie
O Wi entferV 0, W, entfernen
G=12 W=6 e=& WEl
456 456
233 233
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G, W sowie G-g,, W-w, sowie
d, W, entfernen M, w, entfernen

Ist bereits
eine Ldsung

G, W sowie, G-gAW-w; sowie G, W sowie G-gA\W-w; sowie
Os, W3 ent/Ternen Ja, W3 \\ entfernen Oa, W5 ent/Ternen O, W3\ entfernen
G, W sowi G-g;\W-w;sowie G, W sgflie G-g;\W-w;, sowie
0, W, engfernen Gg W, Xntfernen 9, W, ftfernen 93 W Xtfernen . .. 4 .
Uberflissg Unsinn
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Systematisch alles durchprobieren:

L dsung, wenn
G=0und W<0

w o

- 5
L dsun
@ @ @ @ 93
Dort, wo im nachsten
O |

Schritt das Gewicht G

i A in jedem Fall negativ
keine LOsungen wirde, bricht man ab!
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Ein voll sténdiges Probierverfahren durchlduft also einen (auf die Spitze
gestellten) "Baum”, bei dem sich unten in jedem Schritt die Zahl der
durchzuprifenden Féll e verdopyelt. Hin urd wieder kann man an einer
Stelle ebbrechen, weil G negativ wird, aber hierdurch wird der Baumin der
Regel nicht wesentlich Keiner. Dieses regelméliige Verdoppeln fihrt zu
einem "exponentiell en Wachstum” des Baumes und damit zu einer sehr
hohen Laufzet: Wenn man n Gegenstande vorgibt, so mussman mit 2"
Zeiteinheiten rechnen. Auch moderne Computer kdnnen dies héchstens bis
n=35in angemessener Zeit durchfiihren. Fir grolere Probleme mussman
nach anderen Verfahren suchen.

Dieses systematische Durchsuchen all er mogli chen Féll e bezechnet man als
Backtracking (Ruckverfolgen), da man den Baum algorithmisch von redits
nach links durchlauft: Man wahlt immer zundchst den rechten Zweig, ohne
sich um alles, was links geht, zu kiimmern, und sobald man auf den Fall
stof¥, dassG negativ wird, geht man zurtick auf die dartiber liegende Ebene
und verfolgt dort den linken Zweig weiter.

245.02

Um eine Vorstellung von dem Wadstum des Baumes all er
mogli chen Féll e zu bekommen, ist auf der nachsten Folie die
Verdoppelung in jedem Schritt dargestellt. Auf der obersten (der
nullten) Ebene startet man mit =1 Mogli chkeiten, dann folgen
auf der ersten Ebene 21 = 2 Mégli chkeiten, danach auf der
zweiten Ebene 22 = 4, dann 2 = 8 usw. Auf der i-ten Ebene
befinden sich 2 Magli chkeiten, so dassbel n Ebenen insgesamt
0+28+22+ 42+ +2"=2M1
Stellen in diesem Baum existieren, de auszuwerten sind. Die
Entscheidung, obeine Losung vorliegt, fallt meist erst auf der
untersten (der n-ten) Ebene, auf der sich 2" Elemente befinden.
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Verdoppelungauf jeder Ebene. Hier: neun Ebenen von 2° bis 28 Elementen:

In urserem Beispiel konnteman bel G <0 abbrechen, weil die
nachfolgenden Fall e keine Losungen mehr erlauben. Will oder
mussman in der Praxis ein Badtrading einsetzen, so wird man
versuchen, moglichst frih (also auf einer kleinen Ebene) die Félle
zu erkennen, urterhalb derer keine Losungen mehr moglich sind.
Anschaulich: Man mussmogli chst friihzeitig die Zweige dségen,
die nicht mehr zu einer LAsung fuhren konren. Solche Verfahren
bezeichnet man as Branch-and-Bound-Verfahren (Verzweige
undBegrenze), da hier wie beim Badktradking immer in zwel
oder mehr Unterbereiche verzweigt wird, aber bel bestimmten
Situationen auch der Unterbaum abgeschnitten undsomit der
gesamte aufzubauende Baum deutlich begrenzt werden kann.

Branch-and-BoundVerfahren sind meist stark vom jeweili gen
Problem abhéngig, so dasswir es bei diesen allgemeinen
Bemerkungen belassen wollen.
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Definition 5.6: Allgemeines Rucksackproblem

Gegeben seien zwei natlrliche Zahlen G undW undeine
Menge von nGegenstéanden, wobel jeder Gegenstand duch
zwel naturliche Zahlen g; undw;, sein Gewicht und seine
Wichtigkeit, charakterisiert ist.

Frage: Gibt es eine Teill menge von Gegensténden, so dassdie
Summe ihrer Gewichte kleiner a's G und de Summe ihrer

Wichtigkeiten grof3er als W sind?

Formal:

Gi eine Tellmenge{iy, iy, ...,1,} Menge{1, 2, ..., n}mit
% g <G g D W=2W ?
j=1 ) j=1
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Spezidfal: Man setze das Gewicht gleich der Wichtigkeit
(diesist der Fall, wenn de Gegenstande beispielsweise
Goldklumpen sind). Dann erhalt man:

Definition 5.7: Spezielles Rucksackproblem

Gegeben seien eine naturliche Zahl G undeine Folgevon n
Zahleng,, 9,, ..., 0,
Frage: Gibt eseine Teilfolge, deren Summe gleich G ist?

Formal:

GibteseineTeEer&e{_il,'é --;)ir} der Menge{1, 2, ..., n}mit
i = !
. "Subset Sum"”
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Erneuter Spezialfall: Geredte Erbschaftaufteilung

Das geziell e Rucksadkproblem umfasg zugleich das
Erbschaftsproblem: Jemand hinterl&sg seinen zwei Erben
n Gegenstande im Wert gy, 9,, ..., 0,

Gibt es eine Aufteilung, so dassbeide Erben den gleichen
Wert erhalten, d.h.,gibt es eine Teilmenge{i, iy, ...,i,} der
Menge{1, 2, ..., n}mit

2 9=G woeiG=(2 g)/2 ?
i=1 i=1

(Falls die Summe der g; nicht geradzahlig ist, so runde man nach urten
oder verbiete solche Gewichte; die voll e Schwierigkeit des Problems
stedkt bereitsin den geradzahligen Summen!)

"Partition”

245.02

93

In der Literatur werden das geziell e Rucksadkproblem auch
als"Subset Sum" und dbs Erbschaftsproblem als " Partition”
bezeichnet.

Dieses Erbschaftsproblem sieht harmlos aus; es sind aber
bis heute keine Algorithmen bekannt, die im al gemeinen
Fall eine Losung, sofern sie existiert, in weniger als
exporentiell vielen Schritten liefert.

Untersuchen Sie @n Beispiel:
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Beispid:

Fur das Erbschaftsproblem betradhte folgende 20 retiirli chen
Zahlen (bereits geordnet aufgeschrieben, ihre Summe ist 1300
undsomit G = 650):

32, 35,40, 41, 44, 46, 51, 59, 60, 64,
712,75,76, 78, 80, 85, 86, 89, 92, 95

Die Frage lautet also: Man stelle dso fest, obes eine Teilfolge
dieser Zahlen gibt, deren Summe 650i<t.

Wer solche Zahlen einige Male untersucht hat, wird sportan
behaupten, dasses zu oligem speziell en Beispiel eine Losung
geben wird. Warum?

245.02

Erlauterung dieser sportanen Behauptung:

Folgende Uberlegung besagt, dasses fiir unser Beispiel mit
recht hoher Wahrscheinlichkeit eine solche Teilfolge gibt:
Insgesamt existieren 22, also urgefahr eine Milli on Teilfolgen,
deren Summen zwischen 0 und 1300i egen missen. Esist sehr
unwahrscheinlich, dassdie Zahl 650 richt unter diesen eine
Million Zahlen sein soll te.

Damit haben wir eine solche Folge aer noch nicht. Doch bei
so holken Wahrscheinli chkeiten kann man einige Zahlen
einfach vargeben (z.B. 40+60+80+85+95=360) und dcarauf
hoffen, de Erganzung (also 290 leicht zu entdeden. Durch
Probieren findet man dese auch innerhalb kurzer Zeit (z.B. 32,
41,59, 64, 92 ot 51,72, 78, 89, so dassz.B. die Tellfolge
32,40, 41, 59, 60, 64, 80, 85, 92, 98 Broblem 6st.

Gefundene Teilfolge (rot): 32,35,40,41,44,46,51,59,60,64,72,75,76,78,80,85,86,89,92,95

95
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Nimmt man dagegen 20Zahlen, de oberhalb von 2°liegen,
dannist die Chance, dassdie Erbschaft sich genau in zwei
Telletellen 1&sd, i.A. sehr gering; denn dannliegen die ene
Million Summen der Teil folgen ebenfall s oberhalb von 2°
(ungefdhr eine Milli arde), und édnnist es shr unwahrschein-
lich, dass $ch eine vorgegebene Zahl unter diesen Summen
befindet.

Wahlt man aber die 20 Zahlen so, dassihre Summe ungefahr
220 betragt, dann kesteht immer noch eine hohe Chance, eine
vorgegebene Zahl als Teil summe darstellen zu kénnen. Bei 221
lage die Wahrscheinli chkeit in der GréRenordnung von 0,5.
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Fassen wir zusammen: Zu nZahlen, deren Summe 2.G ist, gibt

es 2" Teilfolgen, deren Summen zwischen 0 und2:G liegen
musen. Jetiefer G unterhalb von 2 liegt, um so eher kann man
damit rechnen, eine zufélli g gewéhlte Teilfolge, deren Summe
kleiner G sal, durch Ausprobieren zu einer LAsung ausbauen zu
konren. Je stérker G oberhalb von 2 liegt, um so geringer wird
(rein aus der Anzahl der M6gli chkeiten betradhtet) die
Wahrscheinlichkeit, dass $ch de Folgein zwe gleiche
Teilsummen aufspalten 1as€. Man mussin desem Fall meist dle
M o6gli chkeiten durchprobieren, var allem, wenn keine Ldsung
des Erbschaftsproblems existiert. Das Erbschaftsproblem ist also
vorausgchtlich dann nu mit dem gré@magli chen Aufwand zu
l6sen, wenn alle n Zahlen groRer als 2™1/n sind, dain diesem
Fall sicher 2G > 2", also G > 2" gilt.
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Als Beispiel eignen sich daher besser die folgenden 20Zahlen,
deren Summe 33.480.070st, d.h.,G=16.740.035.

1.976.834, 1.864.558, 1.755.621, 1.575.931, 2.169.504,
1.567.429, 2.001.571, 1.682.544, 1.289.337, 1.223.752,
1.884.283, 1.671.449, 1.400.530, 1.547.733, 1.338.626,
1.438.792, 2.010.563, 1.422.589, 1.863.866, 1.794.558

(Wir haben nicht nachgeprift, obeine Losung existiert.
Untersuchen Sie diese Zahlen eine Minute lang.)
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5.4 Systematisches Durchtesten
(backtracking)

Das Bacdtradking-Verfahren haben wir am Beispiel des
Rucksadkproblems bereits kennen gelernt. Es fuhrt ein
Problem mit Parametern auf sich selbst, aber mit anderen
Parametern zuriick, wobei die maximale Rekursionstiefe
durch de Eingabewerte vorab feststeht.

Erinnerung an Abschnitt 5.3

Auf Folie 82 steht das Prinzip des Badktrackings speziell
flr das Rucksackproblem. Wir formuli eren es nochmalsin
sehr allgemeiner kurzer Form:
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P1

P2

Man zerlege das Problem
P mit Parametern aund k
in die beiden Probleme

P mit Parametern a, und k1

und
P mit Parametern a, und k1

Fall s eine Terminierungsbedingung erfillt i st (z.B. k=0, wobel
k in irgendeiner Weise die Rekursionstiefe mitzahlt), wird de
Aufspaltung natdrlich nicht mehr durchgefiihrt, sondern es wird
getestet, obeine Lésung vorliegt usw.

Vor und rach dem rekursiven Aufruf mussman das Problem in
der Regel anpassen bzw. diese Anpasaung rickgangig machen.
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Dieslasd sich umittelbar als Prozedurschema fur das
Badktracking (abgeklrzt durch BT) formuli eren:

procedure BT (a, k);
begin

if Terminierungsbedingung erfillt then ....

else pass das Problem an de erste Rekursion P1 an;
BT (a, k-1);
madhe diese Anpassung wieder riickgéangig und
pas< das Problem an de aveite Rekursion P2 an;
BT (a, k-1);
madhe diese Anpassung wieder riickgangig
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Anwenden auf das Rucksackproblem:

DieVariablen G, W, n: natural und g, w: array [1..n] of natural
seien global. Sie enthalten de anzugebenden Werte fir das
Rucksadproblem.

Der Parameter a, bzw. a, aus dem Schema flr das Badktracking
ist beim Rucksadproblem das Paa (G, W) bzw. (G-g,, W-w,).
Nunwird man hierbel nicht die vorgegebenen Werte fur G und
W veréndern, vielmehr wird man sich zu jedem Zeitpunk das
Gewicht, das noch in den Rucksadk maximal hinein gegeben
werden kann, merken (Variable RestG) sowie die Wichtigkeit,
die noch bis zum Erreichen vonW fehlt (Variable RestW).

Die Parameter sind al'so (neben der noch verbleibenden Lange k
der Folge) RestG, RestW: integer, die anfangs auf den Wert von
G bzw. W zu setzen sind. ("integer” statt "natural”, da diese
Werte beim Subtrahieren negativ werden konren.)

245.02

Nochmals: Die Variablen G, W, n: natural und g, w: array [1..n] of natural
seien gobal. Die Parameter RestG, RestW, k: integer (anfangs auf den
Wert von G bzw. W bzw. n zu setzen) enthalten die &tuellen Werte fur das
restli che, noch mégli che Gewicht, die bisher im Rucksack noch fehlende
Wichtigkeit und (n minus der Tiefe der Rekursion).

procedure Rucksack (RestG: integer, RestW: integer, k: integer);
begin
if k=0 then if (RestG=0) and (RestW<0) then "Esgibt eine Losung" fi
else Rucksack (RestG, RestW, k-1);
Rucksack (RestG-g[k], RestW-w[K], k-1)
fi
end;

Sobald de globalen Variablen G, W, n, g urd w mit den richtigen Werten
belegt sind, wird dese Prozedur durch Rucksack (G, W, n) aufgerufen.
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Diese Prozedur liefert nur eine Ja-Nein-Entscheidung. In der
Regel méchte man auch mindestens eine Lésung, d.h.,die
Teilfolge emitteln. Hierzu legen wir ein globales Bodesches
Feld ja array [1..n of Bodean an. Am Ende der Rekursionen,
d.h., e k=0, gibt jgi] jedes Mal an, ob dsi-te Elemente der
Folge zur aktuell betradchteten Tell folge gehdrt oder nicht.

Das Feld jawird anfangs mit false initialisiert. Immer, wenn
man in de zweite Rekursion verzweigt, in der g[k] undwi[k]
von RestG bzw. RestW abgezogen werden, d.h.,in der das
Element k zur Teilfolge hinzu genommen wird, wird ja[k] auf
true gesetzt. Kehrt man aus dieser Rekursion zurtick, mussja[k]
wieder auf false zurtickgesetzt werden.

Zur Erinnerung aus Abschnitt 5.3: Eine Losung liegt vor, wenn
RestG=0 undRestW <0 sind; man kann zusétzlich k=0
annehmen (klar).
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Globale Variable: G, W, n: natural; g, w: array [1..n] of natural;

ja array [1..n] of Boolean;
G, W, nurd de Felder g urd w werden eingelesen; das Feld jaist anfangs
komponentenweise auf false zu setzen.

procedure Rucksack (RestG: integer, RestW: integer, k: integer);
var i; natural;
begin
if k=0 then
if (RestG=0) and (RestW=0) then {L&sung gefunden}
fori:=1tondo if jai] then drucke(i) fi od;
{hier: mdglicher Abbruch} fi
else Rucksack (RestG, RestW, k-1);
jak] := true; Rucksack (RestG-g[K], RestW-w[k], k-1); ja[k] := false
fi
end;

Will man nur eine Lésung heben, so bricht man die Prozedur an der Stelle
{hier: mdglicher Abbruch} ab. Anderenfalls werden all e Losungen berechnet.
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Dieses Schema des Badktradking wenden wir nun noch auf das pezelle
Rucksackproblem an. Zur Erinnerung die Definiti on:

Gegeben sind eine natirliche Zahl G und eine Folge von
n retirlichen Zahlen g, 9,, ...,g,. Gibt eseinre Teilmenge

2 9,=G?
j=1

{1, 1, i,y derMenge{1, 2,y mit
n
Liest man G nicht ein, sondern setzt man anfangs G:=Y2 Z g
i=1

so erhélt man das Erbschaftsproblem.

Das Programm fur das geZzell e Rucksackproblem ergibt sich nun
unmittelbar aus dem Programm des Rucksadkproblems.
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Globale Variable: G, n: natural; g: array [1..n] of natural;

ja array [1..n] of Boolean;
nund das Feld g werden eingelesen, G wird ebenfall s eingel esen bzw. beim
Erbschaftsproblem aus g berechnet; das Feld jaist anfangs komponenten-
weise aif false zu setzen. Prozedur fur das gezell e Rucksackproblem, die
mit SpezRucksack (G, n) aufgerufen wird:

procedure SpezRucksack (RestG: integer, k: integer);
var i: natural;
begin
if k=0 then
if RestG =0 then {L&6sung gefunden}
fori:=1tondo if jgi] then drucke(i) fi od;
{hier: mdglicher Abbruch} fi
else SpezRucksack (RestG, k-1);
jak] := true; SpezRucksack (RestG-g[K], k-1); ja[k] :=fase
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Bei dieser Formulierung des Algorithmus bricht die Rekursion stets erst auf
der n-ten Stufe &. Auch wenn RestG negativ geworden ist, arbeitet das
Verfahren weiter, obwohl keine Lésung mehr méglich ist. Wir kénnen die
Rekursion sicher abbredhen, wenn RestG kleiner a's das Minimum der
verbleibenden Gewichte geworden ist. Wenn die Gegenstdnde nach der
Grofeihrer Gewichte geordnet vorliegen, so kannman also die Rekursion
auf jeden Fall abbrechen, wenn RestG < g[1] < g[2] < ... < g[K] ist, dadann
keine Verénderung an RestG mehr statt finden kann.
Dieses Abbruchkriterium fur die Rekursion bezog sich auf die Gewichte. Fur
die Wichtigkeit W gilt etwas Ahnliches: Man kann abbrechen, wenn RestW
edt grofer ist as die Summe der noch nicht betrachteten Wichtigkeiten,
d.h., wenn RestW > w[1] + w[2] + ... + w[K] gilt. Um diese Summen richt
jedes Mal auswerten zu missen, berechnet man sie énmal zu Beginn; man
setze dso anfangsfirj =1, 2, ...,n:

sumw[j] :=w[1] + w[2] + ... + W][j]
und breche die Rekursion ab, falls RestW > sumw[K] gilt.
Wegen sumw[1] =w[1] und sumw(j] = sumw[j-1] + w[j] lassen sich diese
Zahlen sehr schnell berechnen.
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Die Abbruchkriterien fir die Rekursion lauten also:

k=0

RestG<g[l] bzw. RestG < ming/(siehe unten)

RestW > sumw[K]
wobel der zweite und dritte Fall stets sgnalisieren, dassausgehend von der
aktuellen Situation keine Lésung durch weitere Rekursion gefunden
werden kann. Fur den zweiten Fall i st wichtig, dassdie Zahlen sortiert
sind. Will man dies nicht vorausstzen, so mussg[1] durch das Minimum
"ming" der Menge {g[1], 9[2], ...,g[n]} ersetzt werden.

Wir entscheiden uns hier dafur, keine Ordnung vorzugeben urd ermitteln
daher das Minimum ming zu Anfang mit. Diese Berechnungen lauten al so:
ming:=g[1]; sumw[1] :=w[1];
forj:=2tondo
if ming> g[j] then ming:=g[j] fi;
sumw(j] := sum[j-1] + w(j]
od

Damit ergibt sich dann folgendes Programm, das ein spezéell es Backtradking,
namli ch ein Branch-and-BoundV erfahren (siehe Abschnitt 5.3) darstellt.
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Globale Variable: G, W, n, ming: natural; g, w, sumw: array [1..n] of natural;
ja array [1..n] of Bodea;

procedure Rucksack (RestG: integer, RestW: integer, k: integer);
var i: natural;
begin
if k=0 then
if (RestG=0) and (RestW<0) then {L6&sung gefunden}
fori:=1tondo if ji] then drucke(i) fi od;
{hier: moglicher Abbruch} fi
elseif (RestG = ming) and (RestW< sumw[k]) then
Rucksack (RestG, RestW, k-1);
jaK] := true; Rucksack (RestG-g[K], RestW-w[k], k-1); ja[k] := false
i fi

—h

end,;
begin .... < Einlesen der Werte fur n, G, W, g, w>;
for j:=1 to n doja[j]:=false od; ming:=g[1]; sumw[1] := w[1];

forj :=2tondoif ming > g[j] then ming := g[j] fi; sumw(j] := sum(j-1] + w[j] od;

Rucksack (G,W,n); ....
end.
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Nacdhdem der Algorithmus nun ausformuliert ist, mussman ihnin eine
Programmiersprache ibertragen. Die Ubertragung z.B. nach Ada95 sollte fiir
Sie kein Problem sein.

Hinweise: Bei dieser Ubertragung sind Eigenarten der Sprachen zu
beadten, z.B. die Angabe von oleren Schranken (statt dynamischer Felder)
oder die Tatsache, dassmanche Compil er grofe und kleine Buchstaben nicht
unterscheiden (G und g haben also dann den deichen Bezachner). Nicht
aufgefiihrt sind de genaue Beschreibung der Dateien, aus denen die
Eingaben zu lesen oder in die die jeweili gen Ergebnisse a1 schreiben sind.

Weiterhin mussman die Eingabeanweisungen sowie Ergebnis- und
Kontrollausdrucke e@nfiigen. In der Praxisist, wie bereitsin Abschnitt 5.3
betont, n=35 wegen der Laufzeit eine obere Grenzefir die Anzahl der
Gegenstande, es i denn, die Werte fir G und W liegen so giinstig, dass
durch den Branch-and-Bound-Effekt nur ein kieiner Teil desriesigen
Baumes durchsucht werden muss

Ein Pascd-Programm finden Sie aif der néchsten Folie.
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program Rucksackproblem; { Programm in PASCAL formuliert }
const max = 40;
var n, i, j:int; Gew, Wert, ming: longint; g, w, sumw: array[1..max] of longint;
ja: array [1..max] of Boolean;
procedure Rucksack (RestG, RestW, k: longint);
begin if k=0 then
begin if ((RestG >=0) and (RestW <= 0)) then {L&sung gefunden}
begin writeln; for i:=1 to n do if ja[i] then write (i) end; writeln
end
else if (RestG = ming) and (RestWs< sumw[K]) then
begin Rucksack (RestG, RestW, k-1);
jalk] := true; Rucksack (RestG-g[k], RestW-w[K], k-1); ja[k] := false
end;
if k=n then writeln ('Ende’)
end;
begin read (n);
if n > max then writeln (Eingabe gréRer als ', max:3, ', Abbruch.")
else begin read (Gew); read (Wert); writeln; for i:=1 to n do read (g[i], w[i]);
{Kontrollausgabe:} writeln (‘Rucksackproblem mit Gewicht ',Gew:12," und Wert ' Wert:12,".");
writeln (‘Es sind ', n:12," Gegenstéande:'); for i:=1 to n do writeln (g[i]:10, ' ', w[i]:10);
{Initialisierungen:} for j := 1 to n do ja[j] := false;  ming := g[1]; sumw[1] := w[1];
for j := 2 to n do begin if ming > g[j] then ming := g[j]; sumw([j] := sum[j-1] + w[j] end;
Rucksack (Gew, Wert, n)
end
end.
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Wir haben das Rucksadkproblem behandelt. Die Leser(innen)
kénren duch Weglassen undleichtes Modifizieren leicht
Programme fr das eziell e Rucksadproblem oder fir das
Erbschaftsproblem schreiben.

Gibt es weitere Probleme, die man mit Badtrading l6sen kann
(oder mangels besserer Verfahren [6sen mus9?

Am bekanntesten ist das Bin-Padking-Problem (BPP), daswir im
nachsten Abschnitt vorstell en werden.
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5.5 Binpacking

Ausgehend vom Fill problem haben wir als eindimensionalen Sonderfall das
Rucksackproblem und zwei seiner Vereinfachungen (spezelles Rucksack-
problem, Erbschaftsproblem) vorgestellt und als Ldsungsmethode das
Badtradking herausgeabeitet und al's Programm einer Programmiersprache
formuliert. Das Badktradkingist eine sehr all gemeine Entwurfsmethode fir
Losungsverfahren. Daher gibt es viele andere Probleme geben, die sich
hiermit 16sen lassen. In diesem Abschnitt wenden wir das Verfahren auf das
Binpadking-Problem (BPP) an, eines der &lteren Probleme in der Literatur
zum Thema Backtradking.

Zunéchst gehen wir wieder von einem anschauli chen Problem aus. Als
dessen Formalisierung erhalten wir das BPP. Zunadhst stell en wir das
Binpadking mit anderen Problemen in Bezehung, anschlieffend [6sen wir es
mit der Badktradking-Methode.
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Problem: Ein Spediteur besitzt m Lastwagen des gleichen Typs. Jeder LKW
darf mit maximal G Gewichteinheiten beladen werden. Eine Kunde méchte
n Gegenstande, die jeweil s das Gewicht g,, g,, .., g, besitzen, zu einem
anderen Ort transportieren lasen. Reichen hierfir die m Lastwagen aus?
(Hier interesdert nur das Gewicht, nicht die Form der Gegenstande.)

Dieses Problem kdnnen wir unmittelbar in eine Definiti on fassen:

Definition 5.8: Binpacking

Gegeben: natirliche Zahlen G, m, n, g4, Gy, ---,0,-
Frage: Gibt es eine Aufteilung der n Zahlen g auf m Teil mengen, so dass
die Summe der Zahlen in jeder Teilmenge kleiner oder gleich G ist?

Der Name des Problems kommt vom englischen Wort "bin" = Behdlter,
Kasten. Diese Behdlter sollen optimal "bepadkt” werden.
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Schauen wir uns das Problem an Beispielen an.

Beispiel 1: m=4, G =20, n = 10, die Gewichte der zehn Gegenstéande:
0,=3, 0,5 0,6, 9,6, 0:=6, =7, 0,=7, U~8, 0= 9, 9,5~ 10.
Die Gegenstéande wiegen insgesamt 67 Einheiten.

LU LD DD

Nun missen wir die Gegenstéande a@npadken!

0,=3, 0,5 0;6, 0,6, =6, 9= 7, 9~=7, 05~8, 0= 9, 0g,~ 10
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Wir ordnen irgendwie von links nach redts zu:

Wir prifen, ob das Maximalgewicht G=20 irgendwo Uberschritten wurde:

G ED &L

g;|_= 3, 92: 5: g3= 61 94: 6- 95: 6- gG: 71 g7: 7- gS: 8! gQ: 97 glO: 10

Also haben wir eine Losung gefunden. (Es gibt noch viele weitere, selbst suchen.)
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Beispiel 2: m=4, G =20, n= 10, die Gewichte der zehn Gegenstande:
glz 5! 92: 61 gS= 6! 94: 61 gS= 7' gG: 97 g7= 9' gS: 9’ 99: 97 glO: 10
Die Gegensténde wiegen insgesamt 76 Einheiten.

LU LU DD

0:=5, 0,=6, =6, 9,6, 0= 7, G=9, =9, 9= 9, G~ 9, gy~ 10

Nun versuchen wir, die Gegenstande enzupad<en.
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Wir ordnen irgendwie von links nach redts zu:

Wir prifen, ob das Maximalgewicht G=20 irgendwo Uberschritten wurde:

U &0 &D

gl= 5, 92: 6: 93= 61 94= 6- 95: 7- gG: 91 g7: 9- gS: 9! gQ: 97 glO: 10

Die"10" lasst sich hier nicht mehr unterbringen. Aber: Es gibt Losungen:
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Wir prifen, ob das Maximalgewicht G=20 irgendwo Uberschritten wurde:

0,=5 0,6, 96, 0,6, =7, 9=9, 9~=9, 05~=9, 0= 9, ;=10

Samit haben wir eine Losung fur Beispiel 2 gefunden.

245.02

Beispiel 3: m=4, G =20, n= 10, die Gewichte der zehn Gegenstande:

=7 =7, 9=7, 977, 97, 9= 7, =7, 0= 7, 9= 7, Y15~ /-
Die Gegensténde wiegen insgesamt 70 Einheiten.

LU LD LD LD

0=7, =7, 9=7,9~7,0=7, =7, O=7, 9= 7, O~ 7, Q1= 7

Beim Einpadken werden wir off ensichtlich scheitern; dennin
jeden LKW passen wegen G = 20 héchstens zwei Gegenstande.

Beispiel 3 ha also keine Losung.
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Zur Einordnung des Problems:

Das BPPverall gemeinert das Rucksackproblem von einem auf viele
Rucksécke.

Wir zeigen nun, dassdas gezell e Rucksackproblem (vgl. Definition 5.7) und
das Erbschaftsproblem Sonderféll e des BPP fiir m=2 Behalter sind.

Hilfssatz 5.1:

Es seien eine natirliche Zahl G und eine Folge von nZahlen g, g,, ..., 0,
gegeben. Bilde die Summe dler Gewichte SG=g, + g, + ... + g,. Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit sei 2:G < SG. Dann glt:

Das pezelle Rucksackproblem besitzt fir die Werte G, n, g;, 95, ..., 0,
(mit 2:G < SG) genau dann eine Lésung, wenn das Binpadkingproblem fir
SG-G, 2,n+1, 9y, Gy, ---, Oy Orey Mit g,y = SG- 2:G eine Losung het.
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Bewes:
Wir beweisen zunéchst den Hilfssatz und erlautern dann, warum man
ohre Beschrankung der Allgemeinheit 2:G < SG annehmen kann.

Beweisrichtung " & :

Das gezelle Rucksackproblem fir G, n, g, 9,, ..., g, mdge éne Losung
haben, und zwar sei die Gewichtssumme der Teilmenge L={g;,, 9;,, ---,J;,}
genau G. Wir flllen nun die Gegenstande dieser Teilmenge ausammen mit
dem (n+1)-ten Gegenstand in den ersten der beiden Behdlter. Ihr Gewicht ist:
gi1 + gi2 ..t gir + gn+1: G+ (SG_ZG) = SG'G!

der erste Behdlter wird hierdurch also bis zu seinem Maximalgewicht gefllt.

Alle Ubrigen Gegenstande fillen wir in den zweiten Behdlter. Das Gewicht
aler dieser Gegensténde betrégt SG-G. Hierdurch wird also auch der zweite
Behdlter bis zu seinem Maximalgewicht (SG-G) aufgefUllt.

Diese Aufteilung auf die beiden Behdlter ist folglich eine Ldsung des
Binpadingproblems fur SG-G, 2, n+1, g;, Gy, ---105y Gy Mit 9,4, = SG- 2:G;
was zu beweisen war.
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Beweisrichtung " &-":

Wenn eine Losung des BPPfir SG-G, 2, n+1, g;, O, .., 0, Gney Mit
Oneq = SG-2:G vorliegt, dann lassen sich die n+1 Gegenstande auf zwei
Behdlter mit jeweil s maximalem Gewicht SG-G aufteil en. Dieses

M aximal gewicht wurde geschickt gewahlt, denn es gilt:

2(SG-G)=SG-2G+SG =g, +G + G+ ...+ 0,

Also werden durch die n+1 Gegenstande beide Behélter bis zu ihrem
M aximal gewicht gefullt.

In einem der beiden Behalter mussder (n+1)-te Gegenstand mit dem Gewicht
Oni1 = SG- 2:G liegen. Da & ganz gefiillt i st, muss das restliche Gewicht in
diesem Behdlter

(SG-G) - Gy = (SG-G) - (SG-2G) = G
sein. Folglich musses eine Teil menge der n Gegenstande geben, deren
Gewichtssumme gleich G ist, d.h., das ezell e Rucksackproblem fir
G,n, g;, 9, ..., g, hat eine LAsung; was zu beweisen war.

Damit ist Hilfssatz 5.1 bewiesen.
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Nachtrag: Wir hatten behauptet, dassman ohne Beschréankung der
Allgemeinheit 2:G < SG annehmen dirfe. Begrindung hierfir:

Es seien eine natirliche Zahl G und eine Folge von nZahlen g, g,, ..., 0,
gegeben. Bilde die Summe dler Gewichte SG=g, + g, + ... + g,. Wenn
dieses pezelle Rucksadkproblem eine Lésung besitzt, dann glt: Es gibt
eine TellmengeL ={i,, iy, ...,i,} der Zahlen{1, 2, ...,n} mit

Zgij:G-
j=1

Dann gt fir die anderen Gegenstande: z g = SG-G.

ioL
Also hildet eine Ldsung bzgl. des Maximalgewichts G zugleich eine Losung
bzgl. des Maximalgewichts SG-G, indem man die komplementére Teil menge
{1,2,...,n}-{i, i, ...,i,} verwendet. Wenndaher 2-G > SGist, so [6se man
stattdessen das Problem mit dem Maximalgewicht SG-G, denn Herfir gilt:
2(SG-G) < SG+SG-2G < SG, d.h., dannist die geforderte Bedingung erfiillt.
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Bemerkung:

Beim Erbschaftsproblem ist sofort klar, dasses ein Binpadingproblem mit
2 Behdltern urd der Behdltergrolie SG/2 ist. Denn Her wird festgestellt, ob
sich eine Folge von nZahlen so in zwei Teilfolgen zerlegen 18s4, dass
deren Summen deich sind. Formal: Sei fur eine Folge von nZahlen

0,; 9, .-, 0, die Summe dler Gewichte SG=g, + g, + ...+ g,, S0 hat das
Erbschaftsproblem genau dann eine Ldsung, wenn das Binpadkingproblem
fur SG/2,2,n, g,, 9, -..,9, eine Losung het. Denn: Es gibt eine Teilmenge

L ={iy, iy ...,i;} der Zahlen {1, 2, ..., n} mit
e f 2 9=5612=2 g
ioL ioL
SG/2 SG/2

die Gegensténdein 2
Behélter mit Maximal-

gewicht SG/(2)
//(' gelegt werden kdnnen.
O, 9 Os (N Os Os 9, Os

99 gn
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Was besagt der Hilfssatz 5.17?

Er vergleicht die beiden Probleme "spezell es Rucksackproblem” und
"Binpadking mit 2 Behdltern", wobei er nachweist, dassdas Binpacking mit 2
Behéltern mindestens 2 schwierig wie das pezell e Rucksackproblem ist.

Anders ausgedriickt: Wenn es ein Verfahren gbt, das das Binpading mit 2
Behdltern schnell | 6st, so 18s sich das ezell e Rucksackproblem ebenfall s
mit diesem Zeitaufwand l6sen.

Der Beweis zeigt zugleich, wie sich jedes spezelle Rucksackproblem in das
Binpadkingproblem einbetten 1&s4. (Sog. "Reduktion” des einen Problems auf
das andere; vgl. spéter unter Komplexitétstheorie.)

Wir wenden uns nun der Programmierung des Badtradkingverfahrens fur
das Binpacking zu.
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Hierzu missen wir eine mogliche prazse Definition haben. Die Definition
des Binpadkings lautete: Finde @ne Aufteilung von nZahlen auf htchstens m
Teilmengen, deren Summe jeweils kleiner oder gleich G ist. Wir formulieren
dies nun nochmals mathematisch:

Definition 5.8 a Binpacking

Gegeben: naturliche Zahlen G, m, n, 94, Gy, ..., 0,
Gesucht: eine Abbildungf: {1, 2, ..., n} - {1, 2, ..., m},
so dassfir jedesi (1< i< m) gilt:

jedesi (sismigit: 5

f(j)=i
f(j) = i bedeutet also: Der j-te Gegenstand wird in den i-ten Behélter gelegt.

Um eine Losung zu finden, probieren wir alle Abbildungen durch, sofern sie
eine Losung bilden kdnnten. Hierfr verwenden wir erneut das Badktrading.
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Badktradking geht stets von einer vorhandenen Situation aus und reduziert
das Problem auf einfachere Probleme. Eine typische Situation beim Fillen
der Behdlter ist: Man het die ersten j Gegenstande bereits konfliktfrei in k
Behélter gefillt und muss nun den (j+1)-ten Gegenstand einfill en.

Behdter 1 Behdlter 2 Behdlter k

L-J L_J . L—J
/XX

9% % % % % - G1 G Gs2 - O
bereits bearbeitete Gegenstande ~ @/s nachstes
einzufillen
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Wir kénnen den (j+1)-ten Gegenstand nun einem der bereits vorhandenen
Behdlter 1, 2, ..., k zuordnen oder einen neuen Behdlter (k+1) verwenden,
sofern k+1<m, d.h.,, k<mist.

Behélter 1 Behélter 2 Behélter k Behdlter k+1

9 % % % O - 9 gjgj+2 o Oy
= = O

bereits bearbeitete Gegenstande ~ @snéchstes
einzufillen

Alle diese k+1 Félle probieren wir im Badktradking durch. Die Prozedur
folgt genau der obigen Rekursion.
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Schema der Prozedur (es fehlen noch einige Details):

procedure BTBPP (j, k: natural);
var i: natural;
begin

if j=n then ..... {Ldsung gefunden} .....

else for i:=1tok do

if Gegenstand (j+1) pasg noch in Behdlter i then
Aufruf von BTBPP (j+1, k) fi od;
if k < mthen Aufruf von BTBPP(j+1, k+1) fi

end;

Um zu (berpriifen, ob ein Gegenstand j(j+1) noch in den Behdlter i
pasg, verwenden wir ein gobales Feld GBeh: array[1..m] of natural, in
welchem wir die Summe der Gewichte dl er Gegenstande, die &tuell im
jeweiligen Behdlter liegen, notieren. Ein Gegenstand (j+1) darf in den
Behdlter i nur gelegt werden, wenn dadurch das Maximalgewicht nicht
Uberschritten wird, also nur, wenn GBeh[i]+g[j+1] < G ist.
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Soerhalten wir die Verfeinerung des Prozedurschemas (man beachte,
dassvor und nach jedem rekursiven Aufruf das Gewicht des jeweiligen
Behdlters angepasd werden musy:

procedure BTBPP (j, k: natural);
var i: natural;
begin
if j=n then ..... {Ldsung gefunden} .....
esefori:=1tok do
if GBeh[i] + g[j+1] <G then
GBeh[i]:=GBeh[i]+g[j+1]; BTBPP (j+1, k);
GBeh[i]:=GBeh[i]-g[j+1] fi od,
if k < mthen GBeh[k+1]:=qg[j+1]; BTBPP (j+1, k+1);
GBeh[k+1]:=0 fi
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Diese Prozedur stellt bisher nur fest, ob eine Losung existiert, aber sie gibt
keine mdgli che Zuordnung zu den Behdltern aus. Hierfir missen wir uns
noch zu jedem Gegenstand merken, in welchen Behdlter er gelegt wurde.
Dies geschieht in einem globalen Feld f: array [1..n] of natural. Wir nennen
dieses Feld f, well es genau die Abbildung f aus Definition 5.8.a beschreibt.

Wir brauchen richt alle mdglichen Abbildungen f durchzuprobieren; denn wir
kénnen annehmen, dassder Gegenstand mit der Nummer 1 stetsim Behdlter 1
liegt, der Gegenstand mit der Nummer 2 stetsin einem der Behélter 1 oder 2
usw. Durch Umnummerieren der Behdlter 1&sg sich also stets erreichen, dass
f[j] <j fur dlej=1,2,...,n dlt. Wir werden daher f[1]:=1 setzen. In der Prozedur
stellen wir automatisch sicher, dassf[j] <j fur ale weiteren j gilt, indem fir
den Gegenstand j+1 neben den bereits betrachteten Beh&ltern nur der Behélter
k+1 (und nicht k+2, k+3 usw.) ausprobiert wird. Weil m die htchste Nummer
eines Behdltersist, brauchen wir also nur Abbildungen f zu betrachten mit:

f(j) < Min(j,m), wobei Min(j,m) das Minimum der beiden Zahlen j und mist.
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Soerhalten wir als Backtrackingprozedur fUr das Binpackingproblem:

procedure BTBPP (j, k: natural);
var i: natural;
begin
if j=n then <L&sung gefunden: drucke das Feld f aus >
else for i:=1tok do
if GBeh[i] + g[j+1] <G then
f[j+1]:=i; GBeh[i]:=GBeh[i]+g[j+1]; BTBPP (j+1, k);
GBeh[i]:=GBeh[i]-g[j+1]; f[j+1]:=0 fi od,
if k < mthen f[j+1]:=k+1; GBeh[k+1]:=qg[j+1];
BTBPP (j+1, k+1); GBeh[k+1]:=0; f[j+1]:=0 fi

245.02

Globale Variablen sind:
G, m, n: natural;
g, f: array[1..n] of naturd;
GBeh: array[1..m] of natural;

Der Aufruf der Prozedur BTBPPlautet, sofern bereits alle Daten in die
globalen Variablen G, m, n und g eingelesen wurden:

if (n<1) or (m<1) then .. { Abbruch, da keine Losung zu suchenist} ... fi;
fori:=1tondoif g[i]>G then ..{ Abbruch, da keine Lésung méglich} ... fi od;
for i:=1to n dof[i]:=0; GBeh[i]:=0 od,

GBeh[1]:=g[1]; f[1]:=1; BTBPP(1,1);

Manche der obigen Anweisungen erscheinen tberfliissg (z.B. f[j+1]:=0 oder
for i:=1 to n dof[i]:=0; GBeh[i]:=0 od;). Wir haben sie dennoch aufgefiuhrt, da
sie eventuell sehr hilfreich werden kdnnen, wenn Fehler auftreten oder wenn
die Prozedur noch von anderen Programmen aufgerufen wird.
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Eigenschaften der Prozedur BTBPP

Wir haben bereits gesehen, dassnur Lésungen mit

f(j) < Min(j,m) farj=1,...,n
untersucht werden.
Welterhin werden wir erwarten, dassdie Prozedur die Behélter
stets von links nach rechts wirkli ch auffllt, dass $ch urter den
ersten k Behdltern (fall s der Behdlter k nicht lee ist) aso
niemasein leaer Behdlter befindet; denn sonst wiirden wir
Situationen mehrmal s testen, de bis auf die Nummerierung der
Behdlter gleich sind. Ist durch ursere Prozedur sicher gestellt,
dassunter den ersten k Behdltern keine leaen auftreten?

Diesigt tatsadhlich der Fall, wie folgende Uberlegung zeigt.
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Zu Beginnwird in Behdter 1 durch GBeh[1]:=g[1] der erste
Gegenstand gelegt. Er wird hieraus nicht wieder entfernt. Wir
nehmen nunan, dassdie asten j Gegenstéande in den Behdltern
von 1 hsk liegen und asskeiner dieser k Behdlter leg ist
(Indukionsannahme). Diese Annahme st fir j=1 richtig, wobei
hier automatisch k=1 ist. Die Prozedur versucht nun, den
nachsten Gegenstand j+1 in einen bereits existierenden Behélter
zu legen (for i:=1to k do... od). Dabel kann kein vorhandener
Behélter geleert werden; in desem Fall bleibt daher die
Induktiionsannahme richtig. Anschlief3end wird der Gegenstand
j*+1in den neuen Behdlter (k+1) gelegt, sofern k< m ist. Dieser
(k+1)-te Behdter ist a'so nicht lea, so dassdie Induktionsan-
nahme auch fur den Fall j+1 richtig bleibt. (Nad der Rickkehr
aus diesem letzten Rekursionsfall wird der Behdlter k+1 geleert,
aber k+1 wieder durch k ersetzt, so dassdie Induktionsannahme
nicht verletzt wird.) Durch Induktion folgt daher, dass $ch
unter den k ersten Behdltern keine leaen befinden konren.
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Zur Analyse der Laufzeit:

Beim ersten Gegenstand gibt es nur eine Mogli chkeit, beim
zweiten zwei M6glichkeiten (lege den Gegenstand in den
Behdlter 1 ockr in den Behdlter 2), beim dritten drei usw. Ab
dem m-ten Gegenstand hat man fir jeden Gegenstand nu
noch héchstens m Mogli chkeiten. Somit werden im
ungunstigsten Fall

1234...mm-...m = ml-mm
Mogli chkeiten durchprobiert (m! ist die Fakult&tsfunktion).
Wir missen also gréfenordnurgsmaldig mit m-1/em Schritten
(wegen der Stirlingschen Formel fir die Fakultét) rechnen.
Dieswar zu erwarten, da BPP, wie gezeigt, mindestens
aufwandig wie das geziell e Rucksadkproblem ist, dessen
Badktracking-Beabeitung bereits 2" Schritte benttigt. Fir
die Praxisist das Verfahren BTBPPalso nu fur wenige
Gegenstande (n sollte kleiner als 30 sein) einsetzbar.

245.02

Zur Analyse des Speicherplatzes:

Zusétzlich zu den globalen Variablen wird weiterer
Speicherplatz nur durch die Rekursion erforderlich. Dadie
Rekursionstiefe, also de maximale Zahl ineinander
geschadhtelter Prozeduraufrufe, hdchstens n ist (denn dann
erfolgt der Abbruch duch "if j=n ..!"), brauchen wir also
zusétzlich nu "linea viel Speicherplatz”, d.h.,zusétzliche
cn Speicherplétze fir eine gedgnete Konstante ¢

Diese Konstante hangt auch von der Implementierung der
Rekursionin der jewelli gen Programmiersprache ab, so dass
sie nicht ohre @ne konkrete Implementierung angegeben
werden kann. Dennoch kann man grob geschétzt sagen, dess
man etwa den gleichen Speicherplatz, der fur die Eingabe
erforderlich ist, nochmals bendtigt. Diesist aber bei heutigen
Redhenanlagen meist unproblematisch.
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Die Analyse von Speicherplatz und Laufzet zegt: Fir praktisch relevante
Aufgabenstellungen ist das Backtrading ungedgnet. Wir brauchen also
schnellere Verfahren.

Wir kenrnen zur Zeit keine Verfahren, die éne L6sung des Binpadkings,
sofern sie existiert, zuverlassg finden urd zugleich géenordnungsmaliig
weniger Zeit als d" Schritte (fur eine Konstante d) benétigen; man vermutet,
dasses lche Verfahren richt gibt. Daher hat man Néherungsverfahren
entwickelt, die schnell sind und héufig eine Lésung, sofern sie existiert,
finden; wenn diese Verfahren aber keine Losung entdedken, so bedeutet dies
nicht, dasses nicht doch eine Ldsung geben kann.

Wie sehen solche Naherungsverfahren aus? VVermutlich haben Sie énes shon
unbewusst benutzt, als Sie Losungen zu den vorgestellten Beispielen gesucht
haben: Man sortiere aunéchst die Gegensténde nach ihrer Grofe (beginnen
dmit dem grof¥en) und platziere den jeweil s néchsten Gegenstand in den
Behdlter mit der kleinsten Nummer, in den er noch pasd. Auf Naherungs-
verfahren werden wir hier aber nicht eingehen.
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Als nadhstes woll en wir das Fill problem, das wir anfangs
behandelt haben, mit Hilfe e@nes Backtradking-V erfahrens
[0sen.

Dieses Problem ist schwieriger a's das Rucksackproblem,
dawir fur die Rekursion rnicht einfadh zum folgenden
Gegenstand, also zu einer nadhsten Position Ulergehen
konren; dennwasiist auf einer Flade "die néchste
Position"? Dies werden wir als erstes klaren missen.
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5.6 Ein Algorithmusfir das
Fall problem

Auch das Fill problem woll en wir durch systematisches Probieren 16sen.
Wegen der vielen Nebenbedingungen ist dies aber deutlich schwerer als das
Rucksack- oder das Erbschaftsproblem.

In diesem Abschnitt kommt es vor allem auf zweierlei an:

- hohe Exaktheit bei schrittweisem Vorgehen,

- Durchhaltevermogen.

Mit diesem Abschnitt kénnen sich all e Leserinnen urd Leser "testen”, ob sie
die fur die Programmentwicklung notwenige Disziplin bei gleichzeitiger
Aufmerksamkeit mitbringen. Der Abschnitt ist nicht leicht zu beabeiten urd
Sie sollten sich dafiir Sorge tragen, beim Durcharbeiten mdglichst nicht
gestort zu werden. Der Abschnitt 5.6 ist wegen der vielen Detail s auch recht
umfangreich.
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5.6.1VorUberlegungen

Das Full problem l&sg sich durch systematisches Probieren |6sen. Bisher
funktionierte das systematische Probieren so, dassjeweil s das nachste
Element der Folge entweder hinzugenommen wurde oder nicht (Ruck-
sadkproblem) oder indem esin einen der vorhandenen Behélter oder in den
nachsten leaen Behdlter gelegt wurde (Binpading).

Dieses Vorgehen setzt Anordnungen voraus: Die Gegenstdnde und die
Behdlter sind durch ihre Nummern angeordnet. Beim Fill problem miissen
wir diese Anordnung erst noch festlegen, da sie apriori nicht vorhanden ist.
Dieswird dazu fuhren, dasswir haufig arrays datt Mengen verwenden
mussen.

Wir untersuchen hierfir zunéchst das Beispiel (n=12, m=3, zwei Muster)
aus Abschnitt 5.1 zum Platzieren von Hausern auf dem Baugrundstiick.
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Wir gehen wie in Abschnitt 5.5 vor: Wir betrachten eine beli ebige Situation
und legen dann fest, wie der nachste Schritt (der nAchste Prozeduraufruf)

erfolgen soll. Hierzu sehen wir uns zunéchst ein Beispiel an:
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Wir sind bei 12

dieser Situation

angekommen, 11

wobei wir die 10

Héuser in der
Reihenfolge der

angegebenen

Nummerierung

1 bis4 einge-
flgt und Wege

nach Sfestge-

legt haben.

Wo fligen wir
nun das>5.

R N W b OO N 00 ©

Hausean?

wn

5 6 7 8 9 10 11 12

=
o B N

R N W b OO N 00 ©
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Esliegen in unserem Beispiel aus Abschnitt 5.1 zwel Muster vor,
namli ch ein waageredhtes und ein senkrechtes Redhteck der Grole zwei

mal drei.

Wir legen nun fur jedes der Muster und

145

fest,

an welchen Positionen sie im nadhsten Schritt eingefligt werden durfen.
Dabei wollen wir sie so platzieren, dass $e moglichst nahe an bereits
bestehenden Hausern liegen. Im Beispiel ist dies einigermal3en einfach,

indem man all e Positi onen, in denen das néchste Haus gehen darf,

aufli stet.

Wo kdnnen diese Positionen liegen?
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Fir das Muster kommen z.B. folgende Positionen in Frage:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

12 12
11 11
10 10
9 9
8 8
7 4 7
6 6
3
5 5
4 4
3| 1 3
Wo figen wir 2 e 5 2
das5. Hausein? 1 | ) 1
P4
s 1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12

245.02

Das Muster kann also irgendwo in der roten Flade liegen:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

12 12
11 11
10 10
9 9
8 8
7 4 7
6 6
5 3 5
(]

4 4
3 1 3
2 ! 5 2
L1 ® 1
s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Doch diese Fladche reicht noch nicht aus. Mdgli ch sind auch Positionen wie:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
2| | | 12
11 11
10 10
9 9
8 ‘ 8
7 4 7
6 6
3
5 .- 5
4 4
3| 1 N 3
Wo fligen wir 2 @ 5 2
das5. Hausein? 1 I 1
v ®
ST 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Greifen wir enmal eine dieser Situationen heraus, z.B.:

Es seht aus, als 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
waredieseLage 12 12
unsinnig, dadie 11 11
Wege neu verlegt 10
werden missen.
Sekannsichaber  ° °
spater alsgutge- 8 8
eignet erweisen, 7 4 ] 7
S0 dassman sie 6 6
nicht einfach 3
weglassen darf. > >
4 4
3| 1 3
2 Y 5 2
Lkl ® L
ST 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Nad deser Platzierung ergibt sich folgende Situation:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

i 12 12
Man sieht 1 1
hieran, dass
beim Platzieren 10 10
und spéter auch 9 9
b_e|m Rickgén- 8 8
gigmaden stets ; 4 .
Anpassungen 5
i sheri 6 6
d_er bl_sherlgen 3 )
Situation 5 5
erfolgen 4 4
missen. 1
3 3
2 2
® 2
L[] W 1
S 1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12
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Sind diese Platzierungen bereits all e Mdgli chkeiten? Auch folgende und
viele weitere Positionen sind denkbar, selbst wenn man vermuten wird,
dassmanche von ihnen nicht zu optimalen Ldsungen fuhren werden:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

12 12
11 11
10 10
9 9
8 8
7 4 o 7
6 ‘ ‘ 6
3
5 5
4 4
3 1 3
Wo fligen wir 2 @ 2
ino 2 _—
das5. Hausein® 1 I 1
v ]
ST 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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Wasigt die"einfachste” Konseguenz? Wir ziehen alle Positionen als
madgli che Einflgestell en fur das nachste Haus in Betradht; wir missen
dannnur testen, dass

- das eingefiigte Haus nicht Uber die Grundstiicksgrenze hinausragt,

- sich keine Hauser Uberlappen,

- das Startfeld nicht Uberdedkt wird und

- stets noch ein Weg von jedem Haus zum Startfeld moglich ist.

Was snd alle Positionen? Hierzu zechnen wir eines der Felder des
Musters aus, z.B. das Feld unten links (wir nennen es das "L eitfeld"),

und legen dieses Feld der Reihe nach auf die Positionen
(1,2), (1,2), (1,3), .., (1,n), (2,1), (2,2), (2,3), .., (2,n),

3,0, (3.2, .., (3n), ..., (n1), (n2), ..(n,n), wobei wir
jedes Mal die oben genannten vier Bedingungen testen.

Falls alle vier Bedingungen erflllt sind, rufen wir die Prozedur rekursiv fur
das nachste Haus auf, sonst beenden wir den aktuell en Prozeduraufruf.

24.5.02 153
Das Gleiche missen wir natirlich auch fur das Muster tun;
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
12 12
11 11
10 10
9 9
8 8
AR | USW.| | -
6 6
3
5 .- 5
4 4
Wo fugen wir 1
3 3
nun dasb5.
in? 2 2
Hausen” ) ) 5 )
> | ®
s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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5.6.2 Datentypen, Variablen

Das Beispiel hat uns gezeigt, wie wir vorzugehen haben:
Wir versuchen in einer Situation, das nddhste Muster
konfliktfrel auf dem Baugrundstick unterzubringen.
Gelingt dies, so fahren wir rekursiv fort; anderenfall s
mussen wir die Situation genau analysieren, denn eskonrte
eine L6sung vorgelegen haben.

Wie aer sollen wir vorgehen, un keine der mogli chen
L 6sungen auszulasen? Wir wahlen hierflr den einfachsten
Ansatz.

245.02

Die enfadste Vorgehensweise:
Legeinjedem Muster ein Feld, das"Leitfeld", fest.

Lege éne Reihenfolge der Felder des Baugrundstiicks fest, z.B. (1,1), (1,2),
1,3), .., (1,n), (2,1), (2,2), ...,(2,n), (3,2), .., (3N), ..., (n,1), ..., (n,n).

Fir jedes Muster lege man das Leitfeld auf jede Position des Baugrundstiicks
in der festgelegten Reihenfolge. Fur jede der hierbel entstehenden
Situationen teste man, ob de vier Bedingungen erfillt sind.

Fallsja, notiert man die Information (ber die entstandene Situation in
globalen Variablen, fuhrt den rekursiven Prozeduraufruf durch und
madt die Information nach Beendigung des Pozeduraufrufs wieder
rickgangig.

Fall s aber kein weiteres Haus mehr platziert werden konrte, hat man eine
Ldsung gefunden, deren Qualitét (Zahl der Hauser H und mittlerer
Abstand 1) man ermittelt und ggf. speichert oder ausgibt.

Die jeweilige Situation mussman sich dabei in dobalen Variablen merken.
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Vielleicht geht es Ihnen, liebe Leserinnen undLeser, wie uns,
dassSie nungerne "los-programmieren” mdchten. Aber das
sollten Sie (noch) nicht tun. Zundchst miissen wir genau kléren,
was die grundegenden Daten undihre Datentypen sind.

Diese schreiben wir jetzt auf. Dabei ist natirlich klar, dasswir
auf diein Abschnitt 5.2 aufgeftihrten Definitionen zuriickgreifen
mussen, wennwir beispielsweise die Begriffe "zul&ssges
Muster" oder "Haus" in einer Programmierspradhe formulieren
wollen. Wir werden hierfir die Definitionen 5.2 und 5.3
wiederhoen und de anderen Definitionen implizit verwenden.
Lesen Sie bitte nochmals die damali gen Definitionen durch.

245.02

Nun also zu den Datentypen und @n zu verwendenden
Variablen:

Es mbge AnzPos ("Anzahl der Positionen™) viele Positionen
geben, auf die das Leitfeld eines jeden Musters gel egt werden
kann. Eine "Position” ist das x-y-Paar eines Feldes, also vam
Typ array [1..7) of natural.

S sai das " Startfeld".

H sei die Anzahl der bisher platzierten Hauser, Hmax sel die
maximale Anzahl an Hausern, de bisher in einer Losung
gefunden wurde.

157
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Die zuléassgen Muster bil den eine Menge "ZulMust”. Jedes
Element von ZulMust ist ein Muster, d.h.,eine Menge von
Feldern, urter denen zusétzlich ein "Leitfeld" ausgezeichnet
ist, das géater vom Algorithmus auf die jeweili ge Position
gelegt wird. Aus einer Position undeinem Muster erhdlt man
eindeutig ein "haus’, d.h die Felder, die zu einem Haus auf
dem Gesamtgrundsttick gehdéren.

AnzMust sai die Anzahl der vorgegebenen Muster.

In den folgenden Algorithmen werden wir immer wieder
Mengen duchlaufen musen. Hierfir eignet sich de
Datenstruktur "set of ..." wenig. Daher werden wir ZulMust als
array anlegen, d.h.,ZulMust wird eine Variable vom Typ array
[1.AnzMust] of Muster sein.

245.02

"Wege" sai die Menge der Felder, tber die man vom
Startfeld S zu jedem bisher platzierten Haus gelangen kann.
Wir formulieren des zunachst als Menge, werden aber in den
spateren Algorithmen vermutlich eine andere Datenstruktur
wéhlen.

Mue sei der mittlere Abstand all er Hauser zum Startfeld in der
aktuell en Situation. MueMin[h] sei der minimale mittlere
Abstand, cer bisher in einer Losung mit h Hausern gefunden
wurde.
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Wir kdnnen also bereits fol gendes ausformuli eren:

typefeld = array [1..2] of natural; < Wir verwenden natural statt [1..n], um spéater
keine Konflikte au erhalten, wennwir zu einer Komporente ane Zahl addieren wollen. >

Variablen:
AnzPos, H, Hmax, AnzMust: natural;
positionen: array [1..anzpaos] of feld;

S: feld;

ZulMust: array [1..AnzMust] of Muster; < ZulMust enthdt AnzMust Elemente >
Wege: set of feld; < Die Wege miissn eine Nebenbedingung erfiillen! >
Mue: red,;

MueMin: array [1..Hmax] of red,;

Ungeklért bleiben noch die Begriffe

Muster bzw. Zuldssges Muster
Situation (Belegung mit Hausern urd Wegen)
Loesung

denen wir uns auf den folgenden Folien zuwenden.
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5.6.3 Muster und der Test

Ein systematisches Probierverfahren wird al e Muster auf
allen Positionen duchprobieren.

Wasist ein Muster? Wie formulieren wir esas
Datenstruktur? Wie testen wir ggf., obeine Ansammiung
von Feldern ein Muster ist oder nicht?

Hierfur greifen wir auf die Definitionen aus Abschnitt 5.2
zuriick.

245.02

162

81



Wiederholung der Definition 5.2:

Es =i n eine nattrliche Zahl, n>1.

a) Ein Muster z ist eine nicht-leere Menge von Feldern
z2={(ijq), (iJ2)s cos (i) [M21, L <i, <nund1<j. <n furr=1,.., m}
mit folgender Zusatzbedingung fir m>1;

far ale (i,)), (i'j") O z gibt eseinen Weg von (i,j) nach
(@i')", der nur Uber Felder verlauft, diein z liegen, d.h:

0@, (7 B zmit (i,)) 2 ("))
OWeg (i1, (i22)s-- (i) Mit (1)) = (o), (1°) = (i)
undOr=1,....k (i,j) Oz

b) m=|z| heil% die Grofe des Musters z.

c) EineMengeZ ={z, z,, ..., z;} heil Menge zuldssger
Muster, wenn jedes z, ein Muster gemal Definition 5.2a) ist
undwenn alle Muster z, die gleiche Grol%e besitzen.

245.02

Eigentlich ist nur der Teil &) in Definition 5.2 wichtig; denn wenn unser
Algorithmus alle Muster durchprobiert, dannist esihm egal, ob diese dle
die gleiche Grofe haben. Wir lassen daher die Forderung dassalle Muster
gleiche Grofe haben miissen, weg. Wer dies zusétzli ch fordern machte,
kann esleicht bei der Bildungder Menge ZulMust Uberprifen.

Ein Muster ist also eine Menge von Feldern mit der Bedingung "rechtedkig
zusammenhéangend"”, d.h., dass zwischen je zwei Feldern ein Weg existiert
(vgl. Definition 5.1 b) und hierbei je avei Felder der Folge "rechtedkig", d.h.,
waageredt oder senkrecht nebeneinander liegen mus<en.

Zwei Felder (x,y) und (x',y") liegen rechteckig nebeneinander, wenn entweder
x=x"und |y-y'| = 1 ocer y=y' und |x-X'| = 1 gilt. Betrachte zwei Felder:

) = e OO

liegen rechteckig nebeneinander, liegen nicht rechteckig nebeneinander.
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Ein Muster ist also eine Menge von Feldern:
typefeld = array [1..7] of natural;
type muster = set of feld; < Vorlaufig! Wir ndern dies giter ab. >

Weiterhin mussdie Nebenbedingung
"rechtedkig zusammenhéngend"

erflllt sein. Wie konren wir dies fir eine Menge von Feldern
nachprifen?

Wenn zwischen je zwel Feldern ein "rechtediger” Weg
existieren soll, so gentigt es zu prifen, ob vonirgendeinem
Feld aus alle anderen Felder durch redhtedkige Schritte ereicht
werden komen. Dies li efert einen Algorithmus zum Testen.

245.02

Nahe liegendist also folgendes Verfahren: Wir starten mit
irgendeinem Feld (x,y) der Menge und markieren es als
"besucht”. Fur jedes der vier rechtedkig angrenzenden
Nadbarfelder (x,y+1), (x+1,y), (x,y-1) und(x-1,y) prufen
wir, obes zur Menge gehort. Fallsdies der Fall i st undfalls
das jeweili ge Feld nach nicht besucht worden war, markieren
wir es als "besucht" und setzen mit diesem Feld das
Verfahren rekursiv fort.

Sind am Ende dl e Felder der Menge markiert, soist sie
redhteckig zusammenhédngend undes handelt sich um ein
Muster, anderenfall s nicht. Dies formulieren wir nunals
Boodlesche Funktion.
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Algorithmus 6.1 Test, obeine Menge zvon Feldern ein Muster ist:

function BedMuster (z: muster): boolean;
var g: feld;
procedure durchsuchen (f: feld);
begin
for g:= (f[1].f[2]+1), (F[1]+1.2]), (f[1].f[2]-1), (f[1]-1.f[2]) do
if gliegtinz and gist noch nicht als"besucht" markiert
then markiere g als "besucht"; durchsuchen(g) fi
od
end;
bedi
if zistnichtdieleae Menge then
wéhleirgendein Feld aus z und weise es g zu;
markiere dieses Feld g als "besucht”;
durchsuchen(g);
BedMuster := alle Felder von z sind als "besucht” markiert
else BedMuster ;= false fi
end;

:
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Um dieses Verfahren prazse in einer Programmiersprache zu
formulieren, missen wir festlegen, wie @éne Menge implemen-
tiert werden soll, d.h: Welche Datenstruktur sollen wir fir die
Darstellung undVerarbeitung von Mengen wahlen?

Dawir die Menge z mehrmals durchlaufen missen, sollten wir
eine Ordnung auf der Menge vorgeben. Wenn de Menge m
Elemente besitzt, sollten wir also anstelle von"set of .." fur die
Variable z den Typ
type muster = array [1..m] of feld;
var z: muster;
wahlen. Dann konren wir auch de Markierung "besucht” durch
ein Bodesches array darstell en (initiali sieren mit "false™):
besucht: array [1..m] of Bodean
Als"Leitfeld" des Musters z nehmen wir einfach des erste Feld
in desem array, also das Element z[1].
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Nun missen wir diese Darstellung in den Algorithmus einbauen.

Als problematisch erweist sich hierbei nur die Abfrage "g liegt in z". Hierfur
missen wir das Muster z durchlaufen und jedes Mal prifen, ob dasjewellige
Feld im Muster z gleich gist, d.h., fur z[1], Z[2], ..., Z[i], ..., zZ[m] prife man, ob
Z[i] =gist: fori:=1tomdo if Z[i] =g then verlasse die Schleife fi od;

Diesist kein guter Programmierstil, weil man eine Schleife nicht in der Mitte,
sondern nur am Ende verlassen soll (dannldsg sich ihre Korrektheit | eichter
einsehen oder sogar beweisen). Auch mussder Index i im Folgenden weiter
benutzt werden, aber in manchen Programmiersprachen steht dieser Wert
aulferhalb einer Schleife nicht mehr zur Verfligung. Daher programmieren wir
"sauberer" eine while-Schleife:

i:=1; while (i<m) and z[i]#g doi:=i+1 od;
Die Abfrage "gliegt in 2" ist anschlief3end gleichbedeutend mit "z[i]=g".

Madhen Sie sich dese Aussage klar, indem Sie funf Zahlen
aufschreiben und dese whil e-Schleife daran nachvollziehen.

Fortsetzung nu per Mausclick
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Nun missen wir noch die Ubrigen umgangsgradlichen
Formulierungen neu fassen:

"zist nicht dieleere Menge" ersetzen wir einfach durch m>0,
wobei mdie Anzahl der Elemente im Muster z ist.

"wéhleirgendein Feld aus z und weise es g zu"
Hier kbnnen wir stets das Feld Z/ 1] nehmen, so dassdiese Anweisungentfallt.

"markiere dieses Feld g als besucht” lautet dann einfach: besucht[1] := true
"durchsuchen(g)" wird zu durchsuchen(z[1])

ergebnis := ale Felder von z sind al's "besucht" markiert
mussdurch eine Schleife esetzt werden:
j:=1; while j<m and besuchtj] do j:=j+1 od;
ergebnis := besucht(j];

Nun fiigen wir wegen der besseren Klarheit noch einige Klammern hinzu urd
erhalten aus Algorithmus 6.1:
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Algorithmus 6.2 Test, ob eine Menge zvon Feldern ein Muster ist:

function BedMuster (z: muster): boolean;
var g: feld; j, m: natural; besucht: array [1..mmax] of Boolean
procedure durchsuchen (f: feld);
var i: natural;
begin
for g:= (f[1].f[2]+1), (F[1]+1.12]), (f[1].F[2]-1), (f[1]-1.f{2]) do
i:=1; while (i<m) and (Z[i] # g) doi:=i+1od;
if (z[i] = g) and not besuchtfi]
then besucht[i]:=true; durchsuchen(g) fi
od
end;
begin {ermittle aun&chst m = die Anzahl der Felder in z}
if m>0 then
besucht[1] := true; for j := 2 to m do besucht[j] := false od;
durchsuchen(z[1]);
j:=1; while (j <m) and besucht[j] doj :=j + 1 od;
BedMuster := besucht[j]
else BedMuster ;= false fi
end;
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Hierbei haben wir folgende Anforderungen an die Programmiersprache:

1. Esmussmaglich sein, arrays zuzuweisen und in Bedingungen zu
vergleichen.
Beispiel: g:= (f[1],f[2]+1) und Z[i] = 0.
Ist diesin der Sprache nicht vorgesehen, dann mussman die Anweisungen
auf komponentenwei se Zuwei sungen umschreiben.

2. Es misen aufzéhlende for-Schleifen zugelassen sein. Denn die von uns
verwendete for-Schleife weist in der Prozedur "durchsuchen™ dem Feld g
nacheinander die vier Nachbarfelder von f zu. Ist dies nicht vorgesehen,
dann kann man die for-Schleife durch vielmaliges Aufschreiben des
Schleifenrumpfs ersetzen.

Schliefdlich muss zu jedem Muster die Anzahl m seiner Felder bekannt sein
(Grole des Musters laut Definition 5.2). Hierflir kann man ein array
groess: array [1..AnzMust] of natural  einfihren, in dem fiir jedes Muster
ZulMust[1], ZulMust[2], ..., ZUMust{AnzMust] dessen Gro3e gespeichert
ist. Die globale Variable mmax ist dann das Maximum all er dieser Grofen.
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5.6.4 Konfigurationen

Von cen drel zu kldrenden Begriffen haben wir also
Muster bzw. Zuldssges Muster abgeabeitet. Es
verbleiben nach:
Situation (Belegung mit Hausern undWegen)
Loesung
Wir wenden urs dem zentralen Begriff "Situation” zu.
(Der Begriff "Loesung" ergibt sich "nebenbei” as eine
Situation, in der man keine weiteren Hauser setzen kann.)
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Eine Situation ist eine fotografische Momentaufnahme der
Lage aif dem gesamten Baugrundsttick. Eine solche
Beschreibung, die zu einem Zeitpunkt al es genau erfasg,
bezeichnet man in der Informatik auch als "Konfiguration”.
Alle Informationen kénren wir hierbei in einem array, das
genau der Grol¥e des Baugrundstiicks entspricht, speichern:

type konfiguration=array [1..n, 1..f of belegung

Mit dem Datentyp "belegund' werden all e M6gli chkeiten, de fur
das jewelli ge Feld des Baugrundsttick zutreffen kbnnen,
beschrieben:
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type belegung = natural union{start, frei, weg, u}

Diese Formuli erung bedeutet: "Der Datentyp "belegung” ist die
Vereinigung ("union") von den natlrli chen Zahlen mit der
endlichen Menge { start, frel, weg, u}. Jedes Feld des Baugrund-
stticks kann also mit einer der folgenden M 6gli chkeiten belegt
sein:

- "start": Esist das Startfeld.

- "frei": Esist noch nicht verplant.

- "weg": Es gehdrt zu einem Weg, der zum Startfeld fuhrt.

-"u": Esist vom Startfeld urerreichbar.

- naturliche Zahl i: Dieses Feld gehort zum i-ten Haus.

An einem Beispiel wird des unmittelbar klar:
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Diesist das zunadst leae Baugrundstick:
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Darstellung des leeren Baugrundstiicks als Konfiguration:
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Wir flgen nun ds Startfeld, z.B. (4,1) hinzu:
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Wir figen nunein Haus mit der Nummer 1 urten links hinzu:
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Wir figen nunein Haus mit der Nummer 1 urten links hinzu:

Neue
Darstell ung:
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Wir figen nunein Haus mit der Nummer 1 urten links hinzu:
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Wir figen nunein neues Haus mit der Nummer 2 links hinzu:
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Wir figen nunein neues Haus mit der Nummer 2 links hinzu:

Neue
Darstellung:
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Wir figen nunein neues Haus mit der Nummer 2 links hinzu:
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Jetzt fligen wir einen Weg zu Haus 2 hinzu:
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Vergleich mit unserer friheren Darstell ung:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

=
N

12 Ifrei [frei (frei [frei [frei [frei [frel [frel (frei (frei [frei [frei

[EnY
[E

11 ffrei [frei [frei [frei (frel [frei frei [frei (frel [frei [frei [frel

=
o

10 [frei [frei (frei [frei [frei [frei [frel [frel (frei (frei [frei [frei

frei [frei [frei [frei frei [frei (frel [frei [frei [frel [frei [frei

frei [frei [frel [frei |frei [frel (frel [frei [frei [frel [frei [frei

frei [frei [frei frei [frei [frei (frel [frei [frei [frel [frei [frei

frei [frei [frel [frei |frei [frel (frel [frei [frei [frel [frei [frei

frei [frei [frei [frel (frei [frei [frei (frei [frei [frei

frel [frei [frei [frel (frel [frei [frei [frel [frei [frei

frei [frei [frei frei [frei [frei frel [frei

frei [frei [frei [frei [frei [frei frel [frei

R N W b OO N 00 ©
R N W b OO N 00O ©

artifrei [frel frei |frei [frei (frei [frei [frei
1 2 3/4 5 6 7 8 9 10 11 12

245.02

186

93



In urserer friheren Darstell ung entspricht dies also:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

12 12
11 11
10 10
9 9
8 8
7 7
6 6
5 5
4| 2 4
3 3
2 2
1 ! P 1
1 2 3 /4 5 6 7 8 9 10 11 12
S

245.02

Nochmals zum genauen Vergleich:
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Darstellung als Konfiguration

1 2

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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frei [frei

frei [frei [frel [frei |frei [frei frel [frei [frei [frel

frei [frei

frei [frei [frei frei [frei [frei (frel [frei [frei [frel

frei [frei

frei [frei [frel [frei |frei [frei frel [frei [frei [frel

frei [frei

frei [frei [frei frei [frei [frei (frel [frei [frei [frel

frei [frei

frei [frei [frel [frei |frei [frei frel [frei [frei [frel

frei [frei [frei [frel (frel [frei [frei (frei [frei [frei

frel [frei [frei [frel (frel [frei [frei [frel [frei [frei

wegwegdfrei [frei [frel [frei [frel (frei [frel [frei

1 |wedfrei [frei frei [frel frei |frei (frei [frei
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Anschauliche Darstellung:

1 2

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1
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1 2

3/456789 10 11 12
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Wir fUhren nun also eine Variable "situation” ein, die
zu jedem Zeitpunkt den Zustand des Baugrundstticks
vollstandig beschreibt:

var situation: konfiguration

245.02
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5.6.5 Prinzipielle L6sung

Naddem wir nun de Situationen beschreiben kdnnen,
greifen wir die weitere vorne angegebene Vorgehensweise
wieder auf. Zur Erinnerung:
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Fir jedes Muster lege man das Leitfeld auf jede Position des
Baugrundstiicks in der festgelegten Reihenfolge. Fur jede
der hierbei entstehenden Situationen teste man, db dievier
Bedingungen erfillt sind.

Fallsja, ndiert man die Information Uker die entstandene
Situationin globalen Variablen, flhrt den rekursiven
Prozeduraufruf durch und madht die Information rach
Beendigung des Pozeduraufrufs wieder riickgangig.

Fall s aber kein weiteres Haus mehr platziert werden konrte,
hat man eine Lésung gefunden, deren Qualitét (Zahl der
Hauser H und mittlerer Abstand 1) man ermittelt und gf.
speichert oder ausgibt.

Wir kénren nun lereits die Grobwversion der Prozedur BtFp
(Badktrackingverfahren fur das Full problem) formulieren:

245.02

Algorithmus 6.3:

procedure BtFp;

begin
for al Feld f des Baugrundstiicks do

for dl z 0 ZulMust do
lege das Leitfeld vonz auf das Feld f;
if diesist konfliktfrei mdglich (4 Bedingungen testen!) then
setze Situation reu;
BtFp;
madhe diese Setzung wieder riickgangig
else evtl. lag eine LAsung var, bewerte sie usw. fi
od
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Als erstes missen wir das Leitfeld vonz, also z[ 1], auf das
Feld f legen. Dadurch erhalten wir ein konkretes "Haus". Als
Beispiel betrachten wir folgendes Muster:

z2=((2,3,(3.3.(43). (32, (4.9) |
mit dem Leitfeld (2,3). ]

AlsFeld f wahlen wir willkdrlich (1,1) underhalten beim
Ubereinanderlegen:

haus = ((1,2), (2,9, (3,1), (2,0, (3,2),

das nicht mehr voll sténdig im Grundstick i egt.

Man musshierbel zu jedem Feld vonz das Paa (-1,-2)
komporentenweise addieren. Diesen Vektor (-1,-2) erhalt
man duch f-z[1] = (1,1)-(2,3) = (-1,-2).

245.02

Veranschaulichung des Beispiels: M uster
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 (2’3)’
12 12 (3,3),
11 11 (4,3),
10 10 (3,2),
z : Leitfeld “4.4.
7 7
6 6 P
5 5 |
4 4
| & 3
2 2 Verschiebe das
1 1 Letfeld auf
1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 das Feld (1,1).
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Muster

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 2.3,

12 12 (3,3,
11 1 (4,3,
10 10 3,2,
Z : Leitfed Y-
; 7
6 6 P
5 o L
4 4

Dieses 3 3

"haus' 2

ist nicht 1 [ 1

zulassg. 1 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

245.02

Hieraus folgt sofort das allgemeine Vorgehen:

Aus dem Muster z, dem Leitfeld z[1] und dem Grundstiicksfeld
f bekommt man das konkrete Haus durch haus := z + (f-z[1]).
Diese Schreibweise besagt, dassman zu jedem Feld in z den
Vektor f-z[1] addieren muss um das konkrete "haus' zu
erhalten.

Nun zurtick zur Prozedur.
Als nadstes snd de vier Bedingungen zu klaren, dedie
konfliktfreie Lage des Hauses darstell en.

197
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Die vier Bedingungen besagten, dass

- das neu gebil dete Haus nicht tber die Grundstiicksgrenze ragt,
- es sch mit keinem anderen Haus tberlappen darf,

- esnicht das Startfeld Uberdedkt und

- stets noch ein Weg von jedem Haus zum Startfeld maoglich ist.

Dawir genau festgelegt haben, was eine Situation it, 18sg sich
flr jedes neu gebil dete Haus feststellen, ob dese Bedingungen
erflllt sind.

Die erste Bedingung 18sg sich leicht nachprifen: Es si m die
Anzahl der Felder des Musters (und damit auch des neu

gebil deten Hauses); dann mussfir alei =1, ...,m gelten
l1<haud[i] [1] <n und 1<haudi] [2] <n, dh,dle
Komporenten der Felder miissen zwischen 1 und riegen.

245.02

Die erste Bedingung 1&sg sich leicht nachprifen: Es s m die
Anzahl der Felder des Musters (und damit auch des neu

gebil deten Hauses); dann mussfir alei =1, ...,m gelten
l1<haudi] [1] <n und 1<haudi] [2] <n, d.h dle
Komporenten der Felder miissen zwischen 1 und niegen.

Die zweite und die dritte Bedingung lassen sich ebenfall sleicht
testen; denn herfir mussjedes Feld des neuen Hauses auf dem
Baugrundstiick entweder "frei” oder "weg" sein:
Furdlei =1, ...,m mussaso gelten:

situation[haug[i]] =frel oder situation[haug[i]] =weg .
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Die vierte Bedingung dagegen sieht aufwéndig aus. Sie 18sg
sich aber rasch auf ein "Kurzeste-Wege'-Problem zurtckfihren
undmit dem Dijkstra-Algorithmus | 6sen.

Hierfur verwandeln wir die vorliegende Situationin einen
ungerichteten Graphen: Die Felder des Baugrundstiicks werden
die Knaten des Graphens undzwei Knaten (x,y) und (x',y")
werden genau dann duch eine ungerichtete Kante verbuncen,
wenn

- die Felder (x,y) und(x',y") rechteckig nebeneinander liegen und
- situation[x,y] oder situationx',y’] keine natiirliche Zahl ist.

Ein Weg darf also zu einem Haus fuihren, aber nicht durch
Hauser hindurch, d.h.,situation[x,y] undsituation[x',y'] dirfen
nicht gleichzeitig zu irgendwelchen Hausern gehoren.

245.02
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Dann geht man wie folgt vor: Fihre ausgehend vom Startfeld S
auf diesem Graphen den Dijkstra-Algorithmus zur Berechnung
der kiirzesten Wege zu all en anderen Feldern aus; wird hierbel
fur jedes Haus mindestens eines siner Felder erreicht, soist
Bedingung vier erflllt und der Dijkstra-Algorithmus li efert
zugleich geeignete Wege von S zu jedem Haus. Markiere die
Felder auf diesen Wegen mit "weg" und verwende die so
erhaltene Situation al's Ausgangsstuation fir den rekursiven
Aufruf der Prozedur BtFp.

Wir fuhren desen Programmtell hier nicht weiter aus. Fur die-
jenigen, de mit Algorithmen auf Graphen vertraut sind, ist klar,
dassdieses Vorgehen karrekt ist undsich implementieren 18sd.
Jedoch mussder Dijkstra-Algorithmus unserer Datenstruktur
angepasg werden, damit nicht standig ein Graph aufgebaut
werden muss Wir kommen hierauf bel den Implementierungs-
hinweisen zurtick.

245.02

202

101



Wir haben nun gesehen, dassund wie der
Schleifenrumpf in der Prozedur BtFp als
Programm ausformuli ert werden kann.

Bevor wir den Algorithmus weiter entwickeln: Haben Sie

den Denkfehler, der auf den letzten Folien gemacht wurde,

bemerkt? Irgendetwas ist falsch, undSie sollten desen
Fehler innerhalb von 5Minuten finden kdnren.

Welter nur per Mausclick.

245.02

Antwort auf die obige Frage:

Die Bedingung fUr eine ungerichtete Kante

situation x,y] oder situation[x',y"] ist keine natirliche Zahl
ist nicht korrekt, wie man an den folgenden Bil dern sieht:
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Wenn zum Beispiel folgende Situation valiegt:

P N W b~ OO0 OO N 00 ©

1 2 3

4

5

6

7

8 9

10 11 12

||

.l

123/456789101112

S

12
11

=
o
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Diese Hauser
madgen bereits
platziert sein.

Diese Wege
existieren vom
Startfeld Szu
den Hausern.

245.02

undwenn nunfolgendes Haus eingefiigt wird:
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1 2 3
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so wirde bei ungerichtetem Graphen folgender Weg "erkannt™:

Die Felder 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

@ound 4, Es gibt Wege
(2,5) sowie fur die unteren
35und 11 11 Hauser.
(36)snd 10 10
Ia_\u_t Defi- 9 9
nition nun
miteinander 8 8  Folglich kann
verbunden. 7 7 mandurchdie
D?ngleldqhe ] I‘% s Hauser hin-
gilt fur die durch zu dem
Felder 25) 5 L 5 Jinken ober
und (2.6) inken oberen
N 4 4 Haus

sowie (2,6)
und (3,6). 3 3 gelangen.

2 2

1 < | | | 1 Fehler!

1 2 3 /4 5 6 7 8 9 10 11 12

S
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Wir missen aso den Kanten eine Richtung geben: Sie dirfen
in Hauser hineinfuhren, aber nicht wieder heraus. Wir
formulieren aso neu (siehe oben):

Hierfur verwandeln wir die vorliegende Situationin einen
ungerichteten Graphen: Die Felder des Baugrundstiicks werden
die Knaten des Graphens undzwei Knaten (x,y) und (x',y")
werden genau dann duch eine ungeriehtete gerichtete Kante von
(x,y) nadh (x',y") verbunden, wenn

- die Felder (x,y) und(x',y") rechtedkig nebeneinander liegen und

- situation[x,y] eder-situationpe;y'} keine nattirliche Zahl ist.

Dadieser Unterschied nur im Dijkstra-Algorithmus, der gerich-
tete und urgerichtete Graphen gleichermal3en bearbeiten kann,
bendtigt wird, spielt er im gerade betrachteten Zusammenhang
keine Rolle undwir fahren fort, die rekursive Prozedur
anzugeben.
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Wir geben jetzt die Prozedur BtFp mit Ausnahme
des Kurzeste-Wege-Verfahrens an. Zuvor ziehen
wir die drei ersten Bedingungen als Bodesche
Prozedur heraus. Hierbel testet die Boolesche
Funktion ueberlappungsfrei(i), ob dasi-te Feld des
neu einzuflgenden Hauses konfliktfrei mit der
bisherigen Situation ist. Die hierauf aufbauende
Boolesche Funktion konfliktfrei testet, ob
zusétzlich die vierte Bedingung erfillt ist; sie
arbeitet nur mit globalen Variablen.

245.02

function ueberlappungsfrei (i: natural): Boolean,
begin
ueberlappungsfrel .=

(1 <=haudi][1]) and

(haui][1] <=n) and

(1 <=haudi][2]) and

(hausi][2] <=n) and

((situation [haug[i]] = frei) or (situation [hausi]] = weg) )
end;

Diese Funktion vdl zieht exakt die esten drei Bedingungen fir
das i-te Feld des neu einzufligenden Hauses "haus" nad.
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function konfliktfrei: Boolean;
var i; natural; test123,test4: Bodean;
begin

{mist die Grole des Musters z; haus:=z + (f - z[1])}
{Teste die ersten drei Bedingungen und weise das Ergebnis "test123" zu.}
ii=1,
whil e (i<m) and ueberlappurgsfrei(i) do i:=i+ 1 0d,
test123:= ueberlappurgsfrei(i); test4 :=false;
if test123then
{Teste die vierte Bedingung und weise das Ergebnis "test4" zu.}

"flge hausin die Situation ein undfuhre den Dijkstra-

Algorithmus durch”;

test4 := "jedes Haus ist vom Startfeld aus erreichbar” fi;

konfliktfrel :=test123and test4

end,
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Nun prézisieren wir weitere Detail s von Algorithmus 6.3.

In der Prozedur missen wir die Felder des Baugrundstiicks
durchlaufen. Wir hatten bereits festgelegt, dassdies
"zellenweise" in der Reihenfolge (1,1), (1,2), (1,3, ...,(1,n),
(2,2, (2,2, ...,2,n), (32), ...,(3,n), ....,(n,D), ...,(n,n)
geschehen solle.

for al Feld f des Baugrundstiicksdo ....
schreiben wir daher mit den Komponenten kx und ky als

for kx:=1tondo
forky:=1tondo
f = (kx,ky); ...
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Alle Muster sollen in der Menge ZulMust der "zulassgen
Muster" abgelegt werden. ZulMust wird, wie bereits friiher
beschrieben, als ein array angelegt. Mit jedem Muster ist seine
Grofe (=Anzahl der Felder des Musters) anzugeben. Diese
Werte werden im array "groesse" abgelegt:

var ZulMust: array [1..AnzMust] of Muster
groess: array [1..AnzMust] of natural

groess[i] gibt also de Anzahl der Felder, die zum i-ten Muster
ZulMust[i] gehdren, an.
foral zO ZulMust do....

schreiben wir mit der Laufvariablen nr als
for nr:=1to AnzMust do

z := ZulMust[nr]; m := groess[nr]; ....

Dann erhalten wir aus Algorithmus 6.3
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Algorithmus 6.4:

procedure BtFp;
var f, z: Muster; kx, Ky, nr, m: natural;
begin
for kx:=1tondo
forky:=1tondo
f = (kx,ky);
for nr:=1to AnzMust do
z := ZulMust[nr]; m := groesse[nr]; haus := z + (f - z[1]);
if korfliktfrei then
Setze Situation reu; BtFp;
madhe diese Setzung wieder riickgangig
elseevtl. lag eine LOsung vor, bewerte sie usw. fi
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Nun fehlt im Wesentlichen nur noch der Dijkstra-Algorithmus
fUr die Entscheidung, ob bel der gewdahiten Lage von "haus" dle
bisher bereits platzierten Hauser noch vom Startfeld aus erreich-
bar sind. Dieser Algorithmus liefert zugleich de (Felder der)
Wege, die zu den Hausern flhren undin "situation” gespeichert
werden. Dabei gehen de dten Informationen der "situation”
verloren, de daher zuvor gerettet werden undnach Ruckkehr aus
der Rekursion wiederhergestellt werden missen. Diesredisieren
wir am einfachsten duch eine lokale Variable "dtesituation”, in
der die bisherige Situation zu Beginn der Prozedur zwischen-
gespeichert wird.

Hiermit ist die Formulierung al's Programm abgeschlossen. Das
voll sténdige Programm findet sich am Ende dieses Abschnitts.

245.02

5.6.6 Abschatzungen, Kritik

Wir haben gezeigt, wie sich das Full problem grundsétzlich
|6sen lasd, undwir haben einen Losungsalgorithmus in Form
der rekursiven Prozedur BtFp (Algorithmus 6.4 zuzlglich der
Hilfsfunktionen und ebs Dij kstra-Algorithmus) angegeben.
Bevor wir die letzten Detail s ergénzen, woll en wir abschétzen,
wie aufwandig dieses Verfahren ist undwelche anderen Vor-
undNadhteil e es besitzt.

215
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Zunadst beredhnen wir die maximale Rekursionstiefe R. Es =i
Hmax die maximale Zahl an Hausern, de aif das Baugrundstiick
platziert werden konren. Wir hatten in Abschnitt 5.1 bereits
gesehen, dass(mit G = n'n undm' = maximale Hohe oder Breite
eines Mustersundm = minimale Gréf3e enes Musters)

Hmax < (G - 3.(n-2m"))/m O O(n2/ m)

gilt. Der Abbruch der Rekursion geschieht im schledhtesten Fall
nach Hmax+1 ineinander geschadtelten Aufrufen. Also gilt

R = Hmax +1 00 O(n% m).

245.02

In jeder Rekursion werden AnzMust Muster auf genau G = n2
Felder gesetzt, d.h.,es werden maxima AnzMust-n? Versuche
(also: rekursive Aufrufe) durchgefiihrt. Wir missen also im
schledhtesten Fall mit

1+ AnzMustn? + (AnzMustn?) + (AnzMustn?)® + ...
... + (AnzMustm?)R O O((AnzMust-n?) ")

Aufrufen rechnen.

217
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In jedem Versuch wird der Dijkstra-Algorithmus ausgefihrt, der
im planaren Fall propational zu vlog(v) ist, wobei v die Zahl der
Knaoten des Graphensist. In urserem Fall ist v = n?, das heif}, der
Dijkstra-Algorithmus kostet jedes Mal

O(n2log(n?)) = O(n%21og(n)) = O(n%log(n)) Schritte.

Das "Retten" der aktuellen Situation und @s sch an den Aufruf
anschli eRende Zurlicksetzen kostet hochstens O(n?) Schritte.

Dies snd"die schlimmsten Faktoren" in urserem Algorithmus.
Somit ergibt sich insgesamt ein Laufzeitverhalten von
O(n2log(n)-(AnzMust-n?)"™) = O(n2log(n)-(AnzM ust-nz)”zl ™.

In deser Grolenordnung liegt also de Anzahl der Schritte, die
unser Badktradkingverfahren bis zum Ende bendtigt.
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Das snd indiskutabel grol3e Laufzeten!

Rednen Sie nadh, dassim Falle von n=10, m=5 undAnzMust=2
der Wert von r#log(n)-(AnzM ust-nz)”z’ ™ groRer als 10% ist.
Selbst wennwir Computer hétten, de 102 Operationen in der
Sekunde durchfiihren kdnnten, so misden wir immer noch mehr
als 10?° Jahre auf das Ergebnis warten (das Alter des Universums
wird auf deutlich weniger als 101 Jahre geschétzt).

Auch fur unsere im Beispiel gewahlte Grundstlicksgrofie von 144
(n=12) undMustergréf3e m = 6 werden weder wir noch ursere
Uberschaubare Nachkommenschaft das Ende des Algorithmus
erleben.
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Zur Diskusson deser Abschétzungen: Kénren dese Extrem-
werte Uberhaupt eintreten oder handelt es sch um Grenzen, de
in der Praxis nicht erreicht werden konren?

Die Zahl der Rekursionsaufrufe ist keine unredi stische Schranke,
sondern eine recht genaue Abschdtzung. Auch der Aufwand fur
den Dijkstra-Algorithmusist in der Praxis nicht zu verringern.
Dagegen wird de Zahl der rekursiven Aufrufe mit wadhsender
Rekursionstiefe immer geringer, weil dann de meisten Positionen
nicht konfliktfrei sind. Doch wird des den Exporenten nicht allzu
sehr verringern. Der befurchtete Aufwand wird aso in der Reditét
eintreten, d.h.,der vorgeschlagene Algorithmus 6.4 ist fur die
Praxis untaudich (auf¥r fir relativ kleine Probleme).

245.02

Konsequenz: Wir missen einen "besseren” Algorithmus finden.

Hier bieten sich folgende V orgehensweisen an:

1. Wir Uberarbeiten urseren Algorithmus mit dem Ziel,
mogli chst viele Rekursionen, de nicht erfolgreich sein
werden, zu vermeiden ("Branch-and-Bourd"-Techniken).

2. Wir suchen nach anderen Verfahren. Doch hier werden wir
vermutlich keinen Erfolg haben, dadas Fll problem, wie
mehrfach erwahnt, NP-hart ist und daher nach heutiger
Kenntnis jeder exakt arbeitende Algorithmus mehr als
paynomiell e (vermutlich sogar exporentiell €) Laufzeit
bendtigt.

3. Wir verzichten darauf, die beste Lésung finden zu woll en,
und verwenden Verfahren, de nur eine recht gute Losung in
kurzer Zeit aufspiren (Naherungsverfahren, Heuristiken).

221
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Auf Naherungsverfahren gehen wir hier nicht ein.

Im Folgenden werden Hinweise gegeben, wie man das
Badktrackingverfahren fur die Praxis (etwas) verbessern kann.

Dazu betrachten wir zwei Reihenfolgen beim Platzieren von
Mustern. Das gleiche Muster soll beim ersten Mal zuerst im
linken und @nad im rechten Teil des Grundstiicks und keim
zweiten Mal in der umgekehrten Reihenfolge a@ngefligt werden.

245.02

Erst im linken, dannim rechten Talil:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

12 12
11 11
10 10
9 9
8 8
7 7
6 6
5 5
1
4 4
2 |
3 3
2 2
1 1
4

12;’/456789101112
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Umgekehrt: Erst im rechten, dannim linken Teil:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

12 12
11 11
10 10
9 9
8 8
7 7
6 6
5 5
2
4 4
1 |
3 3
2 2
1 1
4

12;’/456789101112
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Dierekursive Prozedur BtFp vdlzieht beide Reihenfolgen
nach. Diesist nicht sinnvoll, dabeide Félle auf die gleiche
Situation fuhren: Zwar unterscheiden sich de jeweili gen Felder
dadurch, dasseinma mit "1" undeinmal mit "2" belegt sind,
aber da es sch um das gleiche Muster handelt, wird hier die
gleiche Musterbelegung zweimal durchprobiert.

Diese Uberlegung glt auch fir das dreimalige, viermalige ...
Setzen eines oder auch mehrerer Muster. Wieviele sinnlose
Wiederholung der immer gleichen Situation entstehen
hierdurch?
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Betradchten wir zunadst nur all e Platzierungen mit dem
gleichen Muster: Die Prozedur BtFp pruft all e Permuta-
tionen, in denen de Muster auf das Grundsttick gelegt
werden kdmen! Wenn man des verhindern kann, wiirde
sich de Laufzeit betraditlich verringern. Und man kann es
weitgehend verhindern, indem man das nachste Muster stets
nur in einer kleinen Umgebung der bisher belegten Flachen
platziert (siehe die rote Flache auf Folie 148).

Wir wollen des nicht ausformulieren, sondern uns nur tber-
legen, was man hierdurch an Geschwindigkeit gewinnen
kann.

245.02

Hierzu missen wir die Stellen betradhten, an denen das "haus'
platziert wird.

Die Schleifen in der Prozedur BtFp

for kx:=1tondo

forky:=1tondo f:=(kxKky); ...

bewirken, dassjedes Muster auf n? Positi onen gesetzt wird.
Betrachtet man aber nur das Randgebiet der bisher gesetzten
Hauser, so stehen im Mittel hdchstens noch nm' Positionen zur
Verfigung. Hierdurch wirde sich de Zahl der rekursiven Aufrufe
von O((AnzMustn?)"™) auf O((AnzMustnm’)™"™) verringern.

Dam' (= die maximale Hohe bzw. Breite @nes Musters) in der
Regel sehr viel kleiner alsnist, 1ésd sich die Prozedur eventuell
doch fur praxis-relevante Aufgabenstell ungen verwenden.
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Wir rechnen desfir ein Beispiel durch.

Beispiel: Im Falle von n=10, m=5, m'=3 undAnzMust=2 wrde
der Wert von r#log(n)-(AnzM ust-n-m')”zl ™ kleiner als 1032 sain.
Gegenuber der vorigen Beredhnung wére dies eine Verringerung
ungeféhr um den Faktor 103, Kleinere Probleme (vor allem
solche mit nur einem Muster) konrten nun duchaus gel ost
werden, auch wenn wnser Beispielproblem mitn=12, m=6, m'=3
und AnzMust=2 vermutlich immer noch nicht effizient in Angriff
genommen werden kann.

245.02

Wasist die Konsequenz aus dieser Untersuchung?

Statt der Schleifen
for kx:=1tondo
forky:=1tondo f:=(kxKky); ...
sollten zu Beginn cer Prozedur BtFp die "sinnvdlen” Felder f,
auf die das Leitfeld jedes Musters gelegt wird, in der Umgebung
der bereits bestehenden Hauser berechnet werden.

Dieses Vorgehen ist sicher verniinftig, aber die genaue
Bestimmung der "Umgebung der bereits bestehenden Hauser"
und cer "sinnvdlen Felder" ist aul¥erordentli ch schwierig. Denn
man musshbeweisen, dass hierbel die optimale Losung auf
keinen Fall verloren geht.
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Wir brechen an deser Stelle &; denn es beginnt nunein

all gemeines Phdnomen: Will man ein Problem mdgli chst gut
|6sen, dann mussman de spezifischen Eigenheiten des
Problemsin den Losungsal gorithmus einflief3en lasen! Man
untersucht also keine breit einsetzbare Methoden mehr, sondern
konzentriert sich auf problemspezifische Fragen. Solch eine
Spezialisierung gehort aber nicht mehr zur Vermittlung des

all gemeinen Backtrading-Prinzips, sondern sie wird entweder
in Spezalveranstaltungen (Fachpraktikum, Studienarbeit usw.)
oder erst nach Beendigung der Ausbildung gelehrt undgelernt.

Das 2ll Sie aer nicht hindern, den Algorithmus voll standig
auszuformuli eren, in eine Programmiersprache zu Ubertragen,
auszutesten undan gedgneten Beispielen genau zu urtersuchen.

Ende desKapitels 5.
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