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2.2.1.1 Beispiel: Ziige auf einer kreisférmigen Strecke.

2.2.1 Stellen-Transitions-Netze Damit die Ziige nicht zusammenstoRen, verlangen wir, dass

Bisher: Sequentielle Programmierung, d.h., hiichstens eine zwischen ihnen mindestens ein Streckenabschnitt frei bleibt.

Stelle im Programm wird in jedem Augenblick bearbeitet.
Jeder Ablauf wird hierbei in eine Folge nacheinander
auzufihrender Aktivitaten zerlegt.

Im Folgenden wollen wir unabhéngig voneinander ablaufende
Programme (Prozesse, Objekte) und deren Kommunikation
beschreiben. Man spricht von Nebenlaufigkeit (engl.:

concurrency) und von nebenldufigen, von verteilten und von

parallelen Systemen.

Ansatz: Verallgemeinere endliche Automaten, indem

mehrere Zustande gleichzeitig oder nacheinander aktiv sind.

Als Beispiel wahlen wir Zuige auf einer Kreisstrecke.
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Damit die Ziige nicht zusammenstoBen, verlangen wir, dass Diese Situation darf also nicht eintreten. Wie kann man
zwischen ihnen mindestens ein Streckenabschnitt frei bleibt. dies sicherstellen?

R N 4 a3
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Steuerung durch Ampeln: Griines Signal bedeutet, dassin

P Umwandlung in ein Netz: Kreise fiir
den Streckenabschnitt hineingefahren werden darf. die Strecken
Rechtecke fir und Ampeln

Ubergénge ("Stellen")

("Transitionen")

Pfeile
(=Kanten) fur
Vorausset-
zungen und
Auswirkungen

g m (Flussrelation)
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Eine Aktivitét durchfiihren

Das resultierende Netz: ("eine Transition schaltet")

Die Transition t "schaltet":

Ein Zug
kann von
Strecke s
nach
Strecke s’
fahren (=in
Stelles
/ liegt eine
S Marke).
Die Ampel
steht auf
'\ l/% grin (=in
§ § der Stellea
— t liegt eine
Marke).
Marken fir \ / Die Marken \ Der Zug
magliche O werden dann s Vfoarfllr; rr]lggh
Aktivitaten atmeonand s (= die
einfligen \ %‘/ den Kanten Transition t
~~()—" : schaltet).
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Eine Aktivitét durchfiihren Ergebnis des Schaltens:
("die Transition t schaltete”) Eine Transition t schaltet bedeutet also:
Der Zug ist Voraussetzung: Auf allen Stellen, von denen eine Kante nach t
nun auf der fiihrt, muss mindestens eine Marke liegen.
(firﬁcg‘zﬁe Aktion: Von jeder dieser Stellen wird eine Marke abgezogen.
< liegt eine Danach wird zu jeder Stelle, zu der eine Kante von t fuhrt, eine
Marke). Marke hinzugeflgt.
Die Ampel . - " . .
asteht auf Man nennt dies die "Schaltregel". Wir werden sieim Folgenden
rot (=in exakt definieren.
der Stellea
liegt keine L . . .
Marke). In unserem Beispiel: Der linke Zug kann nicht weiterfahren,
Dafir wird well die zugehdrige Ampel keine Marke enthélt. Aber der
aber a auf rechte Zug kann weiterfahren, d.h., die Transition t' kann jetzt
grin schalten. Das Ergebnis (= die neue Verteilung der Marken)
_gestellt finden Sie auf der nachsten Folie.
(=inSelle
a liegt eine
Marke).
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Die Transition t Jetzt konnten beide Definition 2.2.1.2: Stellen-Transitionsnetz (S/'T-Netz)
hat geschaltet: Ziige weiterfahren
USW. N=(S T, F K, W, M) heit Stellen-Transitions-Netz <
t
(1) Sist eine endliche Menge (Menge der "Stellen"),
(2) T ist eine endliche Menge (Menge der "Transitionen"),
(B) FO(SxT)O(T xY9) istdie"Flussrelation" (Kantenmenge),
(4) K:S - INO {0} istdieKapazitét fur jede Stelle,
g ] (5) W: F - INist die Gewichtsfunktion ("weight") der Kanten,
/ (6) My: S — INy O { oo} ist die Anfangsmarkierung, fir die
Q gelten muss: 0sOS: My(s) < K(9), d.h., in keiner Stelle
durfen mehr Marken liegen, als die Kapazitét zulésst (die
Markierungen schreibt man in der Regel als Vektoren).
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Beispiel 2.2.1.3: Erzeuger-V erbraucher-Kreislauf
(Producer-Consumer-Cycle)
Ein Erzeuger erzeugt ein Produkt, legt diesesin einem t iy
Lager, das maximal k = 1 Stellplétze besitzt, ab und ty s, 13
wiederholt diesen Prozess.
Ein Verbraucher entnimmt ein Produkt aus dem Lager,
konsumiert dieses und wiederholt diesen Prozess. S, S
, ¥ ) Verbraucher-Erzeuger-System
greuotes Produd kann/will kaufen mit Anfangsmarkierung M, = (1,0,0,0,1).
Lager / Formal: S={s, s, 83 5, &5}, T={ty, t, ts, t5}, My =(1,00,0,1),
lagern verbrauchen F={ (Slvtﬁv(szi_tz):(trsz)x(tzysl)x(tz’%):(%’t3):(%’t3)x(t3’34)x(34't4):(t4’55)}x
erzeugen entnenmen W((xy))=1 fir alle Kanten (x,y), K(s)=K(s,)=K(s,)=K (s5)=00, K(sp)=k.
In dieser Anfangssituation kann nur die Transition t, schalten.
Aus der Anfangsmarkierung (1,0,0,0,1) ensteht dann die Folge-

kann erzeugen Produkt beim Verbraucher

Hinweis: Das Lager hat die Kapazitét k, ale anderen Stellen haben die Kapazitét .

Markierung (0,1,0,0,1). Nun kann t, schalten und es entsteht die
Markierung (1,0,1,0,1). Jetzt kénnen t, oder t, schalten, wobei die
Markierungen (0,1,1,0,1) bzw. (1,0,0,1,0) entstehen usw.
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t, schaltete: & S

Sy
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Beispiel 2.2.1.4: Lese-Schreib-Konflikt

Eine Datenbank steht zwei Benutzern zum Lesen zur
Verfligung. Ab und zu sollen die Inalte von einem Autor
aktualisiert werden; zu diesem Zeitpunkt darf nur der Autor
auf die Datenbank zugreifen konnen. Modell hierzu?

wird gelesen

Leseprozess

Lesen Beende Aktualisieren
beenden t
4

4 t Aktualisierungs-

Lesen
beginnen prozess
S3

Sy wird aktudisiert
bereit fiir Lesen t
und Schreiben > y

Beginne Aktualisieren
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wird gelesen

Beende Aktualisieren

i

S,
bereit fiir Lesen t
und Schreiben P ’3/

Beginne Aktualisieren

Aktualisierungs-
prozess

wird aktuaisiert

Nun kann eine "unfaire Aktionsfolge" auftreten:
Ltbt Ly bttt ...

Hierbel ist stets mindestens eine Marke in der Stelle s,, so dass

niemals aktualisiert werden kann. Wie kann man erzwingen,

) Fuge Stellen hinzu, mit denen
SzWI rd gelesen der Autor verhindert, dass das
Lesen beginnen kann.

Lesen Beende Aktualisieren
beenden t
ty t, 4
Lesen
beginnen
2 S,
S wird aktudisiert
bereit fiir Lesen t
und Schreiben > y

/ Beginne Aktualisieren
Die Anfangsmarkierung lautet:

e (2,0,0,1,0). Hieraus kann man
Sy S5
t5 Lesen

durch Schalten von t, oder von tg
die Markierungen (1,1,0,1,0)

sglich icht mbglich der (2,0,0,0,1) erhaiten usw.
dass der Autor das Lesen unterbrechen kann? medl Aktudisieren OO et
vorbereiten
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Fragen22.15a Definition 2.2.1.5 b: Begriffe und Schreibweisen

1. Erreichbarkeitsproblem: Wie kann man feststellen, ob eine
angestrebte Situation (= Markierung) von einer gegebenen
Situation (= Markierung) aus erreicht werden kann?

2. Beschrénktheit: Wie kann man nachweisen, dass die Zahl
der Marken in alen Stellen beschrénkt bleibt?

3. Fairness: Wie kann man ermitteln und sicherstellen, dass
keine "unfairen Aktionsfolgen" (= unfaire Folge von
schaltenden Transitionen) auftreten kann?

4. Wir kann man beweisen, dass das Netz nicht in "Verklem-
mungen" gerét, also in eine Markierung, von der aus es
nicht mehr weitergeht?

5. Wie stellt man sicher, dass das Netz nicht in "sinnlose
Schleifen” (= Iteration von schaltenden Transitionen, die
aus Sicht des Problems keinen Sinn machen) gerét?

Um diese Fragen beantworten zu kénnen, miissen wir zuerst die

Arbeitsweise und die erforderlichen Begriffe exakt definieren.

N=(S T, F K, W, M s ein Stellen-Transitions-Netz.

(1) Jede AbbildungM: S - IN, O {0} heif% Markierung von N.
M heif}t zul&ssig, wenn fur alle sOS gilt: M(s) < K(s).

(2) Eine Markierung schreibt man in der Regel als Spaltenvektor
(oder in Texten auch als Zeilenvektor). Hierbel wird
vorausgesetzt, dass die Menge der Stellen S geordnet ist:
S={s, 8, S ... S} Mit 5, <5 <5<.. <5}

(3) FurxOSOT heiBen *x={(y,x) | (y,x) OF} der Vorbereich
vonx und x*={(x,y) | (x,y) OF} der Nachbereich von x.

(4) DieFlussrelation FO (Sx T) O (T x S) zusammen mit der
Gewichtsfunktion W wird meist auf die gesamte Menge
(SxT) O (T x S) wiefolgt fortgesetzt zu W' S - IN,
W((xy)) = if (x,y) OF then W((x.y)) else O fi.

(W' beschreibt F und W eindeutig.)
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Definition 2.2.1.6: Arbeitsweise von S/T-Netzen
N=(S T, F K, W, M) sei ein Stellen-Transitions-Netz.

(1) EineTransition tOT heif3t unter der Markierung M aktiviert
= OsOt: W((st))<M(s) und OsOt: W((t,9)) +M(s)<K(9).
Man schreibt hierfir auch: M [t >

(2) Schaltregel: Essei t eine Transition, die unter der zul&ssigen
Markierung M aktiviert ist. Dann kann t schalten und es
entsteht aus M die Folge-Markierung M* mit:

M(s) sOt und sOtr,
M(s) = M(s) - W((st)) sO°tund sOt,

M(s) + W((t,9)) sO°tund sOt°,

M(s) - W((s,t)) + W((t,9)) sOtund sOt.
[Wir hétten auch M'(s) = M(s) - W'((s,t)) + W'((t,9)), OsOS
schreiben konnen, siehe Definition 2.2.1.5 (4).]
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noch Definition 2.2.1.6:

(3) Schreibweise: Wenn t unter M aktiviert ist und nach dem
Schalten von t die Markierung M' entsteht, so schreibt man
M[t>M' oderM L M".

(4) Fortsetzung der Relation [ > auf Folgen von Transitionen
(also auf T*; Worter Uber T nennen wir auch Schaltfolgen):
Mttt ;> =
esgibt Markierungen My, M,,...,M,_; mit M[t;> M,
My[t;> M, Mo[tz> Mg, .o, Mp[t >M g, M [t >
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noch Definition 2.2.1.6: Aktiviertheit und Erreichbarkeit

(5) Fortsetzung der Relation [ > auf Schaltfolgen (also auf
Folgen von Transitionen):
M[t tot5...t.>M" = esgibt Markierungen M, M,,...,M,;
mit M[t;>M;, M [t,>M,, My[t;> Mg, ..., M [t.>M".
(Im Faller=0 muss M=M" sein.)

(6) ERR(M) = {M" | esexistiert t, t,t;...t. mit M[t;t,t5...t,> M'}
heif¥ Erreichbarkeitsmenge bzgl. M.
(Beachte: M JERR(M), insbesondere ist ERR(M) nie leer.)
ERR(N) = {M'| esexigtiert t; t,t;...t, mit My[t tots...t,> M}
heif3 Erreichbarkeitsmenge des Netzes N.
Wenn M'in ERR(M) liegt, so sagt man auch, M'ist von M
aus erreichbar.

Die Erreichbarkeit stellt die Bedeutung der S/'T-Netze dar.
Kennt man aso den Erreichbarkeitsgraphen (siehe unten)

eines S/T-Netzesim Detail, so kann man hieraus ale seine
Eigenschaften ableiten. Wir werden dies an den Begriffen
Beschrénktheit, Lebendigkeit und Fairness demonstrieren.
Hinweise:

Oft schreibt man S/T-Netze nur in der FormN = (S, T, F, My).
In diesem Fall ist K(s) = o fiir alle Stellen sund W((x,y)) =1
fur alle Kanten (x,y) einzusetzen.

Dies gilt auch fiir Zeichnungen: Fehlen die Angaben fur K oder
W an einer Stelle bzw. Kante, so ist unbeschrankte Kapazitat
bzw. Kantengewicht 1 gemeint.

In diesem Abschnitt sprechen wir oftmals nur von einem "Netz"
und meinen damit stetsein S'T-Netz.
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Um die Arbeitsweise eines Netzes im Ganzen zu verstehen,
konstruiert man schrittweise alle Markierungen, die man von
der Anfangsmarkierung M, aus erreichen kann. Das Ergebnis

25
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2.2.1.7: Konstruktion des Errei chbarkeitsgraphen des letzten S/T-
Netzes aus Beispiel 2.2.1.4: Ausgehend von M, werden suksessiv
alleim néchsten Schritt erreichbaren Markierungen notiert:

ist der "Erreichbarkeitsgraph” des Netzes. %

0 t
Dieser Graph kann unendlich oder endlich sein. Unter den % \
endlichen Graphen interessieren vor allem digjenigen, die N‘ 1
nicht allzu gro3 werden; also: Wenn d die Léange der Dar- % ¢
stellung eines Netzesist, dann soll die Lange der Darstellung . 7 \
des Erreichbarkeitsgraphen hdchstens polynomiell bzgl. d 1 / 0 X 0
sain. 1 2

0 0
Leider ist diesjedoch nur selten der Fall. Wir betrachten (1’ t oo y (1)
hierzu einige Beispiele und definieren den Erreichsbarkeits- \ 2
graphen eines Netzes formal. S

1
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Dieser Graph besitzt einige Eigenschaften, die uns Hinweise geben, ob das
angegebene Netz unser gestelltes Lese-Schreib-Problem tatséchlich 16st:

1. Man erkennt die
(korrekte) Trennung
zwischen Lesen und
Schreiben

2. Man entdeckt
eine "Invariante”
der erreichbaren
Markierungen M:
(1,1,31,1)-M=3.

3. Man sieht, dass die
Transitionenfolgen
(tit)* und (totot,)*
korrekt von M nach
M, fuhren.

4. Man erkennt, dass jede Transition irgendwann noch einmal
schalten kann, dass also keine Transition irgendwann tberflissig wird.

2.2.1.8: Konstruktion des Erreichbarkeitsgraphen aus 2.2.1.3

RPOOOR
RPOORrO

Fallsdiein 2.2.1.3 angegebene Grolie k eine natiirliche Zahl ist,
so besitzt der Erreichbarkeitsgraph genau 4k+2 Markierungen.
Ist k = o0, soist der Ereichbarkeitsgraph unendlich grof3.
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Definition 2.2.1.9: Erreichbarkeitsgraph. 2.2.1.10: Beschranktheit eines Netzes

Essei N =(S T, F, K, W, M) ein Stellen-Transitions- Ein Netz sol| beschrénkt heiRen, wenn es eine natiirliche Zahl k
Netz mit der Erreichbarkeitsmenge ERR(N). gibt, so dass keine Markierung im Netz erreicht werden, in der
Der Erreichbarkeitsgraph G(N) des Netzes N ist ein gerich- eine Stelle mehr als k Marken besitzt.

teter Graph mit der Knotenmenge ERR(N). Er besitzt in der Definition: Sei N=(S, T, F, K, W, M,) ein S/'T-Netz.

Regel Mehrfachkanten, die dann aber mit verschiedenen (1) Essei k eine natiirliche Zahl. Eine Stelle s des Netzes N
Transitionen beschriftet sind. Eine Kante (M,M') mit der hei Rt k-beschrénkt, wenn fir jede von M, aus erreichbare
Beschriftung t existiert genau dann, wenn M [t>M" gilt. Markierung M gilt, M(s) ist nicht groRer alsk, d.h.,

Formal: G(N) = (ERR(N), {(M,t, M) [M[t>M1), OMUERR(N):M(s)<k. o
wobei (M, t, M) eine Kante von der Markierung M zur (2) N heif¥ k-beschrénkt, wenn jede Stelle k-beschrankt ist, d.h.,
Markierung M' mit Beschriftung t ist. OsOSOMOERR(N): M(s) < k.

t (3) sheifd beschrankt, wenn es eine natiirliche Zahl k gibt, so

(M, t, M) zeichnet man in der Form -~ M M dass s k-beschrankt it, d.h., CKDIN 0M OERR(N): M(9) <k.
[Hinweis: Zu jedem Netz gibt es genau einen Erreichbar- (4) N heifdt beschrankt, wenn jede Stelle von N beschrankt ist,
keitsgraphen. Esist klar, wie man ihn schrittweise aufbaut.] d.h., OkOIN OsOSOM OERR(N): M(s) < k.
15.5.03 Informatik 11, Kap. 2.2 31 15.5.03 Informatik 11, Kap. 2.2 32
2.2.1.11: Folgerung 2.2.1.12: GroRe eines Netzes. Wie grofd kénnen Erreichbarkeits-
Ein Netz ist genau dann beschrankt, wenn sein graphen werden, bezogen auf die GroRe des zugehorigen Netzes?
Erreichbarkeitsgraph endlich ist. Hierzu miissen wir zunéchst festlegen, was die GroRe eines Netzes
ist. Wie Uiblich ist dies die Lange einer Darstellung.
Beweis: Sei Sdie Menge der Stellen des Netzes N. Meist wahlt man eine normierte Darstellung. Eine relativ kurze Dar-
"=" Wenn N beschrankt ist, so gibt eseink, so dass alle stellung ist z.B. die Folgende, bei der die Stellen stets mit den Zahlen
Markierungen des Erreichbarkeitsgraphen nur Komponenten von 1 bisn = |S| und die Transitionen mit den Zahlen von 1 bism = [T|
besitzen, die kleiner oder gleich k sind. Dann kann es aber bezeichnet werden; die i-te Stelle beschreibt man, indem man vor die
hichstens (k+1)IS' Markierungen in ERR(N) geben, d.h., der Nummer i ein 'S’ setzt; analog sei 't] diej-te Transition:
Erreichbarkeitsgraph ist endlich. <Zahl der Stellen>; <Zahl der Transitionen>;

<Liste der Kanten in der Form (<Bezeichnung Knoten>,
<Bezeichnung Knoten>, <Gewicht der Kante>) >;
<Kapazitéten als n-stelliger Vektor>;
<Anfangsmarkierung als n-stelliger Vektor>;;

Hierbei werden alle Zahlen binér aufgeschrieben.

Definition: Die Grof3e des Netzes ist Lange dieser Darstellung.

"0 " Wenn der Erreichbarkeitsgraph endlich ist, dann existiert
das Maximum m Uber alle Komponenten von Markierungen
in ERR(N). Offenbar ist jede Stelle dann m-beschrénkt, d.h.,
das Netz ist beschrénkt.
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Ein Netz wird hier also als ein Wort tiber dem 7-elementigen Ubungsafgaben:
Alphabet {s, t, 0, 1, ., ;, oo} aufgefass!. 1. Welche GroRen haben das "resultierende Netz" des Zug-
Beispiel: In Beispiel 2.2.1.3 hatten wir folgendes Netz vorgestellt: Beispiels 2.2.1.1 (siehe Folie Nr. 9) und das letzte Netz aus
S={S, S S Sp S5} T = {1y, b, T, 12}, Mo = (1,0,0,0,1), Beispiel 2.2.1.4 (mit 5 Stellen und 4 Transitionen, vgl.
F={(s1t) (S2t) (t1:52), (12:51) (8253 (Sarta) (S ta) (tarSa)  (Spnt) (4, S)} Folie Nr. 20)?
W((x,y))=1 fur alle Kanten (x,y), K(s)=K(s,)=K(s,)=K(s5)=00, K(s5)=k. 2. Definieren Sie auf &hnliche Weise die Grolie eines

Erreichbarkeitsgraphen.

Dieses Netz schreiben wir also fur k=9 in folgender Form auf: 3. Welche Grfien haben die Erreichbarkeitsgraphen der drel

101;100;s1,t1,1,10,t10,1,t1,510,1,t10,81,1,t10,s11,1,811,t11,1, obigen Netze, fir die die GréRRe bestimmt wurde? (Fur zwei
s101,t11,1,t11,s100,1,s100,t100,1,t100,5101,1;00,00,1001,00,00; Beispielewurden in 2.2.1.7 und 2.2.1.8 die Erreichbarkeits-
1,0,0,0,1; graphen bereits angegeben,; fur das Zugbeispiel miissen Sie
Dieses Wort besteht aus 134 Zeichen. Unser Netz besitzt also die diesen Graphen selbst konstruieren.)

Grofe 134.
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4. Definieren Sie, was es bedeuten soll, dass eine Klasse von
Netzen polynomiell konstruierbare Erreichbarkeitsgraphen
besitzt. Wieviel Platz ben6tigt man fur diese Konstruktio-
nen héchstens?

5. Geben Sie unendlich grofie Klassen von Netzen an, deren
Erreichbarkeitsgraphen sich genau mit linearem, bzw. mit
quadratischem Zeitaufwand konstruieren lassen.

6. Es gibt Netze, deren Erreichbarkeitsgraphen exponentiell
groler sind als die Netze selbst. Versuchen Sie, solche
Netze selbst zu entdecken, oder durchsuchen Sie die
Literatur hiernach. (Hinweis: Wir haben eine Bibliothek im
Erdgeschoss.)

7. Gibt es Klassen von Netzen, deren Erreichbarkeitsgraphen
endlich sind, aber viel stérker als exponentiell wachsen?

Warnung zu Punkt 7: Die Erreichbarkeitsgraphen von
S/T-Netzen kdnnen gewaltig wachsen.

Das S/T-Netz auf der folgenden Folie mit 19 Stellen und
21 Transitionen vollzieht die Berechnung der sog.
Ackermann-Funktion A (in der finften Stufe) nach. Dies
ist eine totale berechenbare Funktion A: IN; % IN; — IN, ,
die schneller als jede Funktion wéchst, die man nur mit
elementaren Anweisungen, der Sequenz, der Alternative
und der for-Schleife darstellen kann. Der Erreichbarkeits-
graph dieses S/'T-Netzes ist endlich, besitzt aber mehr als

2
24
2 q§§° Knoten. Vollziehen Sie etwa 100 Schritte nach,

um die Wirkungsweise des Netzes zu erahnen.
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2.2.1.13: Lebendigkeit eines Netzes

Ein Netz soll Iebendig heif3en, wenn jede Transition irgendwann
noch einmal schalten koénnte. Genauer: Fir jede Transition t
muss gelten: Wenn man sich, ausgehend von M, in irgendeiner
Markierung M befindet, dann muss von M aus eine Markierung
M" erreichbar sein, unter der t aktiviert ist (also schalten kann).

Definition: Sei N=(S, T, F, K, W, M) ein ST-Netz.

(1) EineTransition t des Netzes N heif3t lebendig, wenn es zu
jeder von M, aus erreichbaren Markierung M eine von M aus
erreichbare Markierung M' mit M' gibt, d.h.,

OMOERR(N) OM'OERR(M): M'[t>.

(2) N heif% (stark) lebendig, wenn jede Transition von N

lebendig ist.
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Man konnte ein Netz auch lebendig nennen, wenn esimmer
weiterschalten kann. Diesist gleichbedeutend damit, dass es
keine von M, aus erreichbare Markierung gibt, zu der eskeine
Folge-Markierung gibt. Solche Markierungen bezeichnet man
als Verklemmung.

Fortsetzung der Definition:

(3) Eine Markierung M heif3t Verklemmung ("Deadlock"), wenn
unter M keine Transition aktiviert ist, d.h.
S OtOT: M[t>.

(4) Das Netz N heif}t schwach lebendig, wenn es keine von M,
aus erreichbare Verklemmung besitzt, d.h.
OMOERR(N) OtOT: M[t>.
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2.2.1.14: Beispiel:
StralRenkreuzung mit Vorfahrtsregel "rechtsvor links".

nach A von B

B

— : —_

von A nach B

nach C l] von C
C
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Umwandeln in ein Netz, wobei explizit "von rechts kommt
niemand" durch die Stellen f modelliert wird. Wir betrachten
zunéchst nur die von A kommenden Fahrzeuge, fur die nur
wichtig ist, ob die Strecke von C zur Kreuzung frei ist (fc).

Umwandelnin ein Netz

I—G—1
fQ Flige Anfangs-
markierung hinzu.
Fiige analog die Fahrten ;’;‘iiﬁiﬁge
| von B und von C hinzu. | t Teilstrukturen:
— — —
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155.03

Drei isomorphe Te||systeme

Dieses Netz ist zwar schwach lebendig,
aber nicht lebendig, da folgende

B Markierung erreichbar ist: / OfB
o O u)
nach A BC von B
[ O o O—l @—
I] I] i”A
von A ach B von A ach B
Nk = O
un kénnen
CA T CB zwar noch die CB Diese Analyse
Tansitionen |&sst vermuten,
in,, ing und ing dass die Stra-
schalten, aber Renkreuzung
nachC von C alle anderen nach c von C von uns noch
! Transitionen | besser modelliert
= == nicht mehr. — =, ing werden kann.
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Wir sollten die Eingangs-Stellen "von A", "von B" und "von C" mit einer
Kapazitét, z.B. mit 2 belegen.

In diesem Fall gibt es eine Verklemmung, namlich (wir zeigen nur den rele-
vanten Ausschnitt aus dem Netz, also die Stellen der Verklemmung, die noch

Marken tragen):
BC von B

2 K

NO,

K

2

Diese Verklemmung kénnen wir beseitigen, indem wir eine Transition
einfligen, diein diesem Fall z.B. das von C nach A fahrende Fahrzeug a's
erstes Uber die Kreuzung l&sst:

neue Transition, die
nach A den Konflikt auflst

L, Ol @BC
(SENC I~Qac

von B

von A von A /
weitere Transi-
tion, die den
CA CA Konflikt auflost
K=2 K=2
@von C vonC
Wir kénnen zusétzlich eine Transition hinzuftigen, die dasvon A nach B
fahrende Fahrzeug bevorzugt.
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Als drittes kénnen wir eine Transition hinzufiigen, die das von
B nach C fahrende Fahrzeug als erstes tiber die Kreuzung |&sst.

Diesfihrt zu einem Netz, dasrelativ realistisch die Situationen
an einer Kreuzung widerspiegelt. Es enthalt alle Moglichkeiten,
eine Verklemmung aufzuldsen und unsinnige Uberlastungen in
gewissen Teilen des Netzes zu vermeiden.

Die Leser(innen) mogen diese Einzelheiten in das bereits
vorhandene Netz eintragen und das neue Netz untersuchen.

Ende Beispiel 2.2.1.14

2.2.1.15: Wirkung des Schaltens einer Transition t;:

Wi((t,sD) - W((s.t)
W((t,5) - Wi((spt)
Ot =] W((E:S)) - W((st)) | OIN mit n=]g|

WI(tS)) - W(s,t)

Wenn t; schaltet, wird die Markierung genau um diesen
Vektor verandert, d.h.: AusM[t;>M'folgt M'=M +At,.

Wir Ubertragen diese Aussage nun auf eine Folge von
Trangitionen. Hierzusei T ={t;, t,, ..., t.}.
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Hierzu definieren wir fur wT*:

#w = Anzahl der t;, diein w vorkommen.

Formal: #e=0 und #vt =ﬁti=tth;en#lv+l elise#lvﬂ (OvOT=*,0taT).
Dann gilt fir jede Folge w von Transitionen mit M[w>M":
M' = M +#,W Aty +#HW-AL, +#W- Aty ... +#, WAL, .

Dies formulieren wir nun in Matrizenschreibweise. Hierzu

sei #w der (Spalten-) Vektor, dessen Komponenten #,w,
#w, ..., #,w sind:

49
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2.2.1.16 Definition:
Gegeben sei einNetzN = (S, T, F, K, W, M,). Esseien
S={s, Sy ..., S und T ={t,, t,, ..., t,,}. Die (n,m)-Matrix

C=(Aty, Aty, Aty ..., At,)
heif3t Inzidenzmatrix des Netzes N.

2.2.1.17 Folgerung:
Fur ale Markierungen M und M" und fur alle Schaltfolgen

#W wOT* gilt:
#,W
#w=| [ AusM[w>M' folgt M'=M +C-#w.
#.W
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2.2.1.18 Definition:

(1) Jeder (Zeilen-) Vektor y 0 Z" mity-C=0 heif’t
S-Invariante.

(2) y heif} echte S-Invariante = vy ist eine S-Invariante mit
nichtnegativen Komponenten und y # 0.

(3) Jeder (Spalten-) Vektor x 0 Z™ mit C-x=0 heift
T-Invariante.

Beachte 2.2.1.17, so sieht man: Eine T-Invariante gibt an,
wie oft die einzelnen Transitionen schalten missen, damit
die urspriingliche Markierung wieder hergestellt wird.
Eine S-Invariante y besagt, dass der Wert y-M=y-M" flir
alle von M aus erreichbaren Markierungen M' gleich ist.

2.2.1.19 Satz:

SeiN=(S T, F K, W, M) ein Netz.

(1) Sel y eine S-Invariante, dann gilt fir alle M'OERR(M):

y-M=y-M".

(2) Sel y eine echte S-Invariante. dann gilt fir jede Stelle s
von N, deren zugehdrige Komponente in y positiv ist:
sist k-beschréankt fir k=y-M,.

(3) Wenn eseine Markierung M und eine Schaltfolgew O T*
mit M[w>M gibt, dann ist #w eine T-Invariante von N.

Dieser Satz folgt unmittelbar aus den bisherigen Ausfiihrungen.

Bei (2) beachte man fir die Komponente M(s):

M(8) < Y(5)-M(8) < Y- My +Y, Myt 4y, - M =y-M=y-My=k

Aus der linearen Algebra wissen wir, dass die Menge der S-
bzw. T-Invarianten einen Untervektorraum bildet.
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Anwenden auf das Beispiel aus2.2.1.4:

112 2 0 2
14100 0 0
C=|0 0 1 -1 0] My=|0
0 0 0 1 -1 1
0 0 -1 0 1 0

Eine echte S-Invariante lautet: y = (1, 1, 3, 1, 1). Nach Satz
2.2.1.19 (2) sind daher alle Stellen 3-beschrénkt und somit ist
auch das Netz beschréankt, siehe auch Beispiel 2.2.1.7.
(1,2,0,0,0) und (0,0,1,1,1) sind T-Invarianten, daher veréndern
die Schaltfolgen t,t, oder t,t, bzw. t;t,t; oder tstst, oder t,tsts
oder t,tst, oder tst;t, oder tt,t, (Sofern sie schalten kénnen) die
Markierung nicht.

Beispiel 2.2.1.20: Solitaire-Spiel

[

[
e 000
@ e Oeo
e 0000
@ 00
@ e o0

33 Pléatze, 32 Steing, d.h., ein Platz bleibt frei. Ein Zug = Springein gerader Richtung (nicht
diagonal) tiber einen Nachbarstein auf einen freien Platz und entferne den tibersprungenen Stein.
Zid: Am Ende soll nur noch ein Stein (mdglichst auf einem vorgegebenen Platz) iibrig sein.
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Meist versucht man,
diese Endsituation
zu erreichen. Dies
geht tatachlich.

©)
©)
OO O0OO0OO0O0O0
OO O @O OO0
OO O0OO0OO0OO0OO0o
O O O
O O O
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Solitaire als S/'T-Netz formulieren. Betrachte einen Platz:
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Plétze werden also Stellen, Transitionen sind das Uberspringen.
Dieses Muster muss nun an jeder Stelle eingefiigt werden.

15.5.03 Informatik 11, Kap. 2.2 58

| . \
ﬁ> .
— —
Ansicht am
mittleren Platz
- - b
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Ansicht am Ansicht am
mittleren Platz mittleren Platz
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Das Ziel des Spiels besteht nun darin nachzuweisen, dass Umfangreiche Aufgabe zum Uben:
von der Anfangsmarkierung ) . N - )
(11,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,0,1,1,1,1,1,1,,1,1,1,1,1,1,1,1,1) (1) Schreiben ein Paket "ST_Netz" in Ada, das die Stellen-
eine vorgegebene Markierung, zum Beispiel Transitionsnetze darstellt.
S‘r%i%ﬁt’%é?a%gﬁgﬁ%o’o'ao’1'0'0’0'0'0’0’0'0’0'0'0’0'0'0’0'0)’ (2) Formulieren Sie hierzu eine Prozedur, die zu einem
) ) o o gegebenen S'T-Netz den Erreichbarkeitsgraphen (bis zu
Vergleiche hierzu die Fragen 2.2.1.5a. Hinweise dazu: einer vorzugebenden GroRe) aufbavit.
Die Erreichbarkeit ist entscheidbar, allerdingsi. A. nur mit
einem gewaltigen Zeitaufwand. (3) Implementieren Sie die Aufstellung der Inzidenzmatrix
Dasgleiche gilt fur die Beschranktheit. (Beachten Sie, dass und die Berechnung von S- und T-Invarianten (sofern sie
Satz 2.2.1.19 nur ein hinreichendes Kriterium enthalt. Der existieren).
Nachweis der Beschrénktheit erfolgt mit sog. Uberdeckungs- o ) ) )
graphen. Diese kann man auch fiir die Untersuchung der (4) Schlagen Siein der Literatur nach und implementieren
Lebendigkeit einsetzen.) Sie weitere Analyseverfahren (z.B. den Aufbau eines
Fairness haben wir hier nicht definiert. Das Problem, ob ein Uberdeckungsgraphen, den Farkas-Algorithmus, den
beliebiges S/'T-Netz nur faire Schaltfolgen besitzt, ist nicht Nachweis der Erreichbarkeit mittels Backtracking usw.).
entscheidbar.
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