Gliederung des K apitels
3.2 Suchverfahren

3.2.3 Optimale Suchbéume

3.2.4 Baancierte Baume, AVL-Béaume
3.2.5 B-Baume

3.2.6 Digitale Suchbaume (Tries)

Man kann in dieser Definition die Werte p, als Haufigkeiten
verwenden: Man fuhrt p Anfragen durch und zéhit hierbei,
wie oft nach jedem Element & gefragt wurde; diese Anzahl
sel jeweilsp. Esgilt p,+p,+p3+ ... +p,=p.

Man kann in der Definition zum einen diese Werte p, ver-
wenden, man kann aber auch die relativen Haufigkeiten p/p
benutzen; diese sind die Wahrscheinlichkeiten fiir das
Auftreten einer Anfrage nach dem i-ten Element g. Der
Begriff "mittlere Suchdauer" hat seine umgangssprachliche
Bedeutung allerdings nur, wenn man Wahrscheinlichkeiten
zugrunde legt.

Das folgende Losungsverfahren arbeitet sowohl mit Haufig-
keiten als auch mit Wahrscheinlichkeiten.
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3.2.3 Optimale Suchbaume Hinweis: Diein 3.2.2.13 bereits definierte mittlere Suchzeit
Eine geordnete Folge von Elementen a;, a,, &, ..., 8, (Mita < g MS(B) ist die gewichtete mittlere Suchdauer fiir den Fall, dass
fiir i <j) wird oft als Binérbaum gespeichert. Unter den C,, alle Elemente die gleiche Wahrscheinlichkeit p, = 1/n besitzen.
moglichen Binérbaumen wird man sich denjenigen auswahlen, . S
in dem man jedes Element moglichst schnell finden kann. Hat man die Elemente &, &, &, ..., 8 in éinem Suchbaum B

) ; . L . abgelegt und wird mit den Wahrscheinlichkeiten p; nach ihnen
Wird nach allen Elementen mit gleicher Wahrscheinlichkeit ] : ! .
. . LY P gesucht, so gibt S(B) die zu erwartende Anzahl der Vergleiche
gesucht, so wird man einen mdglichst "gleichférmigen” Baum an. um &n beliebiges Element zu finden
nehmen, also einen Baum der unten stehenden Art. ' g ’
ey Hierbel suchen wir zunéchst nur nach Elementen g, diein der
A_usgghend von der Wgrzel wi r(.j hierbel /O\ urspringlichen Folge &, &, &, ..., @, vorkommen. Wird auch
die nachste Knotenschicht von links @) O 73 .
"~ ; N N nach Elementen gesucht, die nicht zu den & gehoren, so muss
aufgefullt, bis n Knoten vorhanden A ; « T : :
. > . @) @) @) @) man die Baume leicht abandern; dies wird am Ende dieses
sind. Alle Blatter haben hier das /N /N Abschnittsim Hinweis 4 erléutert
Level log(n+1), vgl. 3.2.2.12. OO0 OO0 '
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] ) ) o Definition 3.2.3.2: Gegeben sei eine geordnete Folge von n
W!rd dagegen nac_h Je@m Element g mit dgr Wahrschan_llch- Elementen &, a, &, ..., &, (Mit g < g fir i <) mit zuge-
keit oder der Haufigkeit p, gesucht, dann wird man den Binér- horigen Wahrscheinlichkeiten p;, p,, Ps, ... P, (B = 0 und
baum auswéhlen, fiir den die mittlere Suchdauer, gewichtet mit Py+Py+..+p,=1) oder Haufigkeiten py, p,, Ps, - Py (B, 2 0).
den Héufigkeiten, minimal ist (vgl. 3.2.2.13). Ein Suchbaum B mit n Knoten v, ..., v,,, wobei & der Inhalt
Definition 3.2.3.1: Gegeben sind eine geordnete Folge von n des Knotens v, ist, heifa optimaler Suchbaum, wenn fir alle
Elementen ay, &, &, ....a, (Mit a < a fur i <j) mit zugehdrigen anderen Suchbaume'B_ mit n Knoten v';, Vi (wobei & der
Haufigkeiten oder Wahrscheinlichkeiten p, p,, Pa, .., Py Inhalt des Knotens v ist) gilt: S(B) < S(B).
(insbesondere sind alle p, > 0) sowie ein Suchbaum B mit n In diesen Definitionen sind nicht die konkreten Elemente a,
Knoten v, ..., vy, wobei g der Inhalt des Knotensv; ist. sondern nur deren Wahrscheinlichkeiten/Haufigkeiten p, von
Die gewichtete mittlere Suchdauer von B ist definiert als Bedeutung.
n Die Aufgabe lautet nun, zu py, p,, s, ---, P, €iNen optimalen
S(B) = 2_p-level(v) . Suchbaum zu konstruieren. Daes C, mogliche Suchbéume gibt
i=1 (vgl. Satz 3.2.2.7), dauert das systematische Durchprobieren
viel zu lange.
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3.2.3.3 Beispiel

Als Beispiel betrachten wir einen Compiler, der ein Programm
Ubersetzen soll. Hierzu muss er zunéchst die Schltisselworter
der Sprache erkennen. Diese Worter treten mit gewissen
Wahrscheinlichkeiten in einem Programm auf und wir nehmen
an, wir hétten dieseWahrscheinIichkeiten gemessen. Wir

od, then, to, while. IhreWahrschanhchkaten se|en

begin: 0.04, do: 0.13, else: 0.09, end: 0.04, fi: 0.12, for: 0.08,
if: 0.12, od: 0.13, then: 0.12, to: 0.08, while: 0.05.

Wir untersuchen zunéchst einen beliebigen Binérbaum B, fiir
diese 11 Wérter und berechnen dessen gewichtete mittlere
Suchdauer S(B,).

Ein anderer Binarbaum B, @

013 ‘/‘013

‘004 009 @ou ‘012
@ 0, -&
0.04 0.08 \

Berechne die gewichtete mittlere Suchdauer 005 @
S(B,) = 0.12:1+0.13:2+0.13-2+0.04-3+0.09-3+0.12-3 +
0.12:3+0.04-4+0.08-4 + 0.08-4 + 0.05-5=2.80

Konstruieren Sie nun weitere Suchbaume mit kleinerem S(B). Versuchen Sie,
den optimalen Suchbaum aufzuspiiren. Erkennen Sie hierbei ein Verfahren? m
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Irgendein Binérbaum B, ‘ oos

013 \
I 0.04 I I 0.13 I 0.05
I 0.09 : 0.12 : 0.12 I 0.08

Schllsselworter eintragen (inorder-Durchlauf)
Wahrscheinlichkeiten hinzufiigen
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Hilfssatz 3.2.3.4:

Jeder Unterbaum eines optimalen Suchbaumsist ebenfallsein
optimaler Suchbaum.

Beweis: Wére der Unterbaum U eines optimalen Suchbaums B
nicht optimal, so gébe es einen anderen Suchbaum U', der bzgl.
der in U enthaltenen Elemente optimal ist, fiir den insbesondere
S(U’) < (V) gilt. Tausche dann im Baum B den Unterbaum U
gegen den Unterbaum U' aus, wodurch der Baum B' entsteht. Es
gilt dann (g O U bezeichnen die Elemente, dieim Unterbaum U
liegen; x+1 sei das Level der Wurzel von U in B; in U und U’
liegen natiirlich die gleichen Elemente):

S(B) —Z p-level(v) =Y p-level(v) +3 p-level(v,)

Gewichtete mittlere Suchdauer nun ausrechnen (bitte selbst albB-u auu
durchfiuihren, dann erst zur nachsten Folie klicken).
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Irgendein Binérbaum B, ‘ oos ,_S(/L
S(B) =2 p-level(v) +Z pr- (level(v) - ) +Z X

\ P
C

0.13 / 0.05
I 0.09 : 0.12 : 0.12 I
Berechne die gewichtete mittlere Suchdauer

S(B,) = 0.08:1+0.13-2+0.12:2+ 0.04-3+0.04-3+0.13-3+0.05-3 +
0.09-4+0.12:4+0.12:4+0.08-4 = 3.00

0.08

a 0B-U
Hierbei ist x+1 das Level der Wurzel des Unterbaums UinB;
diesist zugleich das Level der Wurzel des UnterbaumsU'inB'.

S(B) =2 plevel(v) + S(U) + 2 pi-x
aou

aOBU

>> plevel(v) + S(UY) +Z P X

a aB-uU aou
= 2 p-level(v) +Z p-(level(v}) - X) +Z px =S(B)
3 0B-U'

Also war B kein opti maler Suchbaum, im Wlderspruch zur

Konstruieren Sie nun einen Suchbaum mit kieinerem S(B). [Man sieht sofort, Voraussetzuna. Folglich muss U optimal gewesen sein
dass man to ein Level hinauf und while eines hinab schieben sollte, usw.] 9 9 P 9
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Hieraus folgt, dass man einen optimalen Suchbaum schritt-
wei se aus seinen Unterb&dumen aufbauen kann.

Um den optimalen Suchbaum fiir g, .4, -, 8.1, & 2u finden,
prift man alle Paare von Unterbaumen fur g, &4, ..., ., und
&1 Bapr -+ § durch und wahit die Kombination aus, deren
Summe den kleinsten Wert ergibt. Skizze hierzu:

N

Dieser Baum enthdlt genau die Elemente g, 8.4, -+ §.4, §;
esisti<k<j.

Der beste Fall liegt vor, wenn
S(Byinks) + S(By rectts)
minimal ist. Ein solchesk ist
also zwischen i und j zu suchen.

~

Erlauterungen zum Programm:

Wir verwenden GJi,j] und §[i,j] wie angegeben, wobei wir

rund 50% des Spei cherplatzes verschwenden, da wir diese

Werte nur fir i <j brauchen.

Weiterhin berechnen wir in diesem Programm auch die

Wurzeln der Unterbéume zu g bis a. Diese legen wir in

einem Feld R ab, wobei gilt

R[i,j] =k, so dass a, in der Wurzel des optimalen Suchbaums
VON g, 8.y, -, § Steht. (Diesesk wird im Programm
in der innersten Schleife als k_min berechnet.)

Mit den R[i,j] kann man am Ende den optimalen Suchbaum

konstruieren (dies programmieren wir aber nicht aus).

Die Minimumbildung erfolgt wie Ublich, indem man alle

Werte durchprobiert und das aktuelle Minimum speichert.

Die Werte GJi,j] kann man zu Beginn des Programms berech-

nen; wir fhren dies jedoch in der mittleren Schieife durch.
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3.2.3.5 Bezeichnungen und Formeln: Gegeben seien n und die

Haufigkeiten P[1], P[2], ..., P[n]. Sei 1<i<j<n.

Essei G[i,j] = P[i] + P[i+1] + ... + P[j] (man bezeichnet diesen
Wert auch als das "Gewicht" der Teilfolge g bisg).

Mit g[i,j] bezeichnen wir die gewichtete mittlere Suchdauer fir
einen optimalen Suchbaum fir die Elemente g, 8., -+ §.4, § -

g[i,j] l&sst sich leicht rekursiv berechnen:

Siil =Pli] firi=1,2, ..,n. /@\

Die Formel fur S[i,j] liest man leicht

aus der nebenstehenden Skizze ab.
Si,j] ist §i,k-1] + Sk+1,j] plus
der Erhdhung aller Level um 1
(dieser Summand ist genau GJi j]):
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3.2.3.6: Programm fir einen optimalen Suchbaum in Zeit ©(n3)

Global gegeben seien: Die Zahl n und n Wahrscheinlichkeiten P[1], ..., P[n].
Ergebnisist der Wert §1,n] = die Suchdauer eines optimalen Suchbaums zu
diesen Wahrscheinlichkeiten. Aus den Wurzeln R[i,j] der Teilbdume kann man
den optimalen Suchbaum rekonstruieren. (Wie? Selbst hinzu programmierent)
var i, j, k, k_min, diff: natural; min: real;
S, G: array [1..n+1, 1..n] of real; R: array [1..n, 1..n] of natural;
begin fori:=1tondo
S[i+1,i] :=0.0; §i,i] := P[i]; G[i,i] := F[i]; R[i,i]:=i od;
for diff:=1ton-1do
for i:=1 to n-diff do
j=i+diff; Gi,j]:=Gli,j-1] + P[j]; min:=S[i+1,j]; k_min:=i
for k:=i+1toj do
if §ik-1] +Sk+1,j] <min then
min := §i,k-1] + §k+1,j]; k_min =k fi od;

. . . . . S e i,jl =min+C[i,j]; R[i,j] :=k_min
S[I'J] = Mln{ S[I'k_l] + S[k+l'J] l = kSJ} + G[l’J] fari <l O_d%[._dj]-- D\egevvichtl:tejrlm\er[eé]JchdaueTenesopUmaJen Suchbaums steht nun
end --inR[1,n]; der Suchbaum selbst kann aus den R[i,j] konstruiert werden.
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Den We_rt i ,j]_k_ann man berechnen, wenn man dle Werte 3.23.7: Hinweise
S[r,s] mit sr<j-i kennt. Setze also diff:=j-i und berechne o o . -
for diff=0,1,2,...n-1 alle Werte S[i i-+diff]. Hinweis 1. Diesesist ein "garantiertes” n-Verfahren. In der
- L . o . Praxis ist es daher nur flr kleinere Werte von n einsetzbar.
Far d|ff=0 setze S['_'_'] :F_)[_']' Fur d_'ff > 0 verwende die Hinweis 2: Das Suchen (FIND) lasst sich optimal schnell durch-
Rekursionsformel fir i j] mit j=i-+diff. fiihren. Dagegen muss man beim Einftigen (INSERT) und beim
Zeitaufwand: Fir das eigentliche Verfahren benétigen drei Léschen (DELETE) den Baum neu aufbauen. Daher setzt man
ineinander geschachtelte Schleifen: optimale Suchb&ume nur dann ein, wenn der Datenbestand sich
for diff in 1..n-1 loop (iber 1angere Zeitraume nicht dndert. Beispiele hierfur sind Lexika
foriin 1..n-diff loop oder die Erkennung von Schlisselwértern und anderen Textteilen
j =i+ diff; durch einen Compiler.
for kini. loop berechne das Minimum aller Werte In zeitkritischen Anwendungen kann man eine Doppel-Strategie
9[i,k-1] + S k+1,j]; end loop; setze Fi,j] entsprechend; verfolgen: Der "groRRe Datenbestand” ist in einem optimalen
end loop; Suchbaum gespeichert, die (seltenen) Neueintragungen speichert
end loop; man in einem gesonderten Binarbaum, bis dieser eine gewisse
Das gesuchte Ergebnis S(B) steht am Ende in S[1,]. GroRke errgcht hat; dann baut man aus den beiden Baumen einen
Daalle Schleifen von n abhangen, betragt der Aufwand O(n?). neen optimalen Suchbaum af.
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Hinweis 3: Man kann sich jedoch Uberlegen, dass die Wurzel
desjeweils zu konstruierenden Unterbaums nur innerhalb
bestimmter Grenzen liegen kann, die von den im letzten
Durchlauf konstruierten Wurzeln bestimmt wird, genauer:
Esgilt stets R[i,j-1] < R[i,j] < R[i+1,j]. Dies nennt man die
"Monotonie der Wurzeln".

Den Beweisfinden Siein Lehrbuchern oder in weiterfihren-
den Vorlesungen (Theorie I1l oder Effiziente Algorithmen).
Mit dieser Eigenschaft I&sst sich obiges Verfahren zu einem
©(n?)-Verfahren beschleunigen. (Selbst durchdenken. Obiges
Programm muss nur leicht modifiziert werden.)

Aber auch diese Beschleunigung reicht fir die Praxis nicht
aus, wenn sich der Datenbestand und/oder die Wahrschein-
lichkeiten haufig &ndern. Man verwendet dann AV L-Baume
oder B-Baume (siehe 3.2.4 und 3.2.5).

3.2.4 Balancierte Baume, AVL-Baume

Unter der Balance eines Knotens in einem Binarbaum versteht
man das Verhaltnis, in dem seine beiden Unterbdume
zueinander stehen.

Essei u ein Knoten und es seien UB;; s und UB, s SEINE
beiden Unterb&ume. Es bezeichnen |V g, | die Anzahl der
Knoten im linken Unterbaum und |V g, | die Anzahl der
Knoten im rechten Unterbaum von u. [V g + IV ugregnl 1t
dann die Anzahl aller Knoten, die sich unterhalb des Knotensu
befinden. Essei T die Tiefe eines Baums (3.2.2.1,11).
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Hinweis 4: Zum Abschluss erlautern wir kurz, wie man dieses
Verfahren auf den Fall der erfolglosen Suche erweitert.

Sucht man nach einem Element, das nicht in der Folge a,, &,
a;, ..., &, vorkommt, so endet die Suche bei einem der n+1 null-
Zeiger des Suchbaums.

Man ersetzt nun diese null-Zeiger durch Knoten, an denen die
Suche endet und deren Inhalt alle die Elemente bilden, mit
denen man im Suchbaum hierhin gelangt. lhre Inhalte sind
daher offene Intervalle der Form (i..j) = {k |i <k <j}.

Jetzt muss man den Intervallen ebenfalls Wahrscheinlichkeiten
zuordnen, mit denen nach einem Element in ihnen gesucht
wird. Auf diese Weise kann man einen optimalen Suchbaum
auch fur den Fall der "erfolglosen Suche" mit dem gleichen
Verfahren konstruieren.

Informatik I, Kap. 3.2

Definition 3.2.4.1:

Essel a eine Zahl aus dem reellen Intervall (0, ¥4. Ein
Knoten u eines Bindrbaums hei 3t o-gewichtsbalanciert,
wenn gilt

< IVUBIinksl +1 <1-a
IVUBIinks| + lVUBrecmsl +2
IVUBIinksl +1
IVUBIinksl + lVUBrechtsl +2

nennt man auch die Gewichts- oder Wurzelbalance von u.

Den Ausdruck B(u) =

Die Anzahlen der Knoten in den Unterb&umen werden hier
jeweilsum 1 erhoht, weil die Unterbdume leer sein kdnnen.

3.7.03
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Beispiel: Gegebene Folge:
2, 4,16, 30, 61, 91
und ein zugehoriger @

Suchbaum. /

Fuge an den Bléttern
neue Blétter an, die
die nicht enthaltenen

Informatik 11, Kap. 3.2

Beispiel 3.2.4.2: An jedem Knoten sei die Zahl der Knoten in
dem Unterbaum, dessen Wurzel er ist, angegeben. Bestimme
flr folgenden Baum ein geeignetes a.

Dieser Baum

h ___—Am Wurzelknoten muss gelten
ist also 1/3- _— a<4/10<1-a.
gewichts-

balanciert. O/O 9\‘
3

C{ \O 1 O{O\K

95

Elemente représen- @
tieren; diese neuen / \ / \
Blétter werden mit An diesem Knoten
den offenen In- /@\ /\ /\ (g,) muss gelten: Ot Ot
Lervil(_i;’l(l..]) a<24<1-aq. An diesem Knoten muss
eschriftet. O O O gelten: a<2/6<1-a. usw.
(w.4) (2.4) (4.16) (16.30) (30.61) (61.91)
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Folgerung 3.2.4.3: Symmetrie der Balance

Wenn
< IVUBIinksI +1
IV Blinkel * IV UBrects

<1-
|+2_1a

gilt, dann gilt auch

a< |VUBrechts| +1 <1-q
IV skl * IV UBrectesl + 2

Der Beweisist einfach: Seien [V g, /=N und [Vyg =125
dann ist die Gesamtzahl der Knoten n=n;+n,+1. Die Aussage
folgt sofort aus a < (n,+1)/(n+1) = 1- (N,+1)/(n+1) < 1-q. -

Aus (1-a)*n< 2folgt mit z:=1/(1 - a):

n<2-74 d.h., log(n/2) < k-log(z) = - k-log(1-a)

Suche das kleinste k, fir das diese Ungleichung zutrifft:
k=1-(log(n) - 1)/ log(1-a) O O(log(n)).

Dieses (reelle) k ist eine obere Schranke fiir die Tiefe des
Baums (minus 1). Somit haben wir gezeigt:

Satz3.2.4.4

Die Tiefe eines a-gewichtshalancierten Baums mit n Knoten
ist hochstens 2 - (log(n) - 1) /log(1-a) ,

d.h., die Tiefeist von der Grofenordnung O(log(n)).

Je mehr a sich der Zahl 0.5 néhert, um so mehr nahert sich
die Tiefe dem minimalen Wert [ log(n+1) | (vgl. diskreter
Zweierlogarithmus 3.2.2.11 und anschliefRende Folgerung).
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Betrachte einen Binarbaum B mit n Knoten und der Wurzel w:

w Kann man die Operationen FIND, INSERT und DELETE auf
solchen a-gewichtsbalancierten Baumen so ausfiihren, dass
/ diese Operationen schnell durchfiihrbar sind (z.B. in O(log(n))
Schritten) und dass nach Ausfiihrung jeder Operation der
) o . (o
DieG tzah! der Kroten entstandene Baum wieder ein a-gewichtsbalancierter Baum ist?
£, Kroten imBaumist n=n; +n,+ 1. Ja, das geht tatsachlich.
n, Knoten Wir flhren dies hier nicht durch, sondern verweisen auf die

Fiir a-gewichtsbalancierte Baume B gilt dann an der Wurzel Literatur.

wilri=1,2: An Stelle der gewichtsbalancierten Baume behandeln wir die
n+1 héhenbalancierten Baume, die besonders angenehme

o< ) <l-a, dh, n<(@-0)(n+1)-1=(1-a)n-a Eigenschaften haben.
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Dies gilt auch fiir das nachste Level, d.h.: Definition 3.2.4.5:

Anzahl der Knoten in einem Unterbaum zwei Level tiefer Ein bindrer Baum heif}t AVL-Baum (oder héhenbalancierter
<(l-0)n-a Baum), wenn fur jeden Knoten u gilt:
<@-a)((l-0)yn-a)-a=(1-a)?>n-a-((1-0)+1

(- (d-gn-a-a=-0mn-all o T(UB oo - T(UBy ) =

Analog weiter einsetzen! Dies ergibt (beachte a > 0): ("Hohe" des rechten Unterbaums von u -

Anzahl der Knoten in einem Unterbaum k Level tiefer "Hohe" des linken Unterbaumsvon u) 0 {-1, 0, 1}
< (T-a)*n- o ((1-0)t + (L-a)f 2+ (1-a)* + (1-a)°) . L .
= (-a)<n-o(1-(1-a))/ (1-(1-a) d.h., fur jeden Knoten unterscheiden sich die Hohen (= Tiefen)

seiner Unterbdume héchstens um 1.
=(1-a)*n-(1-(1-a))
<(1-a)%n T (UByeer) - T (UB;inie) heif3t auch der Balancefaktor von u.

Wenn (1-a)*-n < 2 geworden ist, gibt es héchstens noch AV L-Baume wurden benannt nach ihren beiden Erfindern

einen Knoten und dieser muss dann ein Blatt sein. Adelson-Velski und Landis.
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Beispiel: Der bereitsim Beispiel 3.2.4.2 betrachtete Baum ist
héhenbalanciert, d.h. ein AVL-Baum. Wir fligen die Balance-
faktoren neben jedem Knoten an:
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Beispiel: Dagegen ist folgender Baum nicht hdhenbalanciert:

Qo 1
Of\g\l

Oo
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