3.4.7 Paralleles Sortieren

Das Sortieren von n Elementen kostet mindestens n-log(n)
Vergleiche, wenn nur ein Prozessor vorhanden ist. Ein guter
Rechner kann heute etwa 5 Millionen Vergleiche pro Sekunde
durchfihren, sofern man 32-stellige Zahlen al's Schitissel
verwendet. Setzt man fir die Umspeicherungen usw. den
Faktor 10 an, so lassen sich mit einem Programm 0,5 Million
Vergleiche pro Sekunde durchfiihren. Will man maximal eine
Minute auf das Ergebnis warten, so lassen sich also 30-106
Vergleiche ausfiihren. Berechne n so, dass nlog(n) = 30-106
gilt, d.h., eslassen sich rund 1.500.000 Schlissel sortieren.

Solche Grélenordnungen sind selten, so dassim Prinzip das
Sortieren heute kein Problem mehr darstellen sollte. Allerdings
entstehen Probleme, wenn eine Sortierung sehr schnell erfolgen
muss, weil sicherheitskritische Systeme hiervon abhangen, oder
aus anderen Griinden.

Will man also schneller sortieren, so kann man entweder auf
noch schnellere Rechner warten oder man kann eine
Beschleunigung des Sortierens durch paralleles V orgehen
erhoffen. Wir stellen hierzu zwei ,, einfache* Verfahren vor.
(Weitere Verfahren finden Sie in dem Buch von |. Wegener,
"Effiziente Algorithmen fir grundlegende Funktionen”,
Teubner-Verlag.)

Verfahren 1:
Lineare Kette mit n Prozessoren.

Verfahren 2:
Divide and Conquer Verfahren mit (1/4)-nlog?(n) Prozessoren.
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Verfahren 1: Lineare Kette

Hierzu betrachten wir einen Prozessor, der
zwei Speicherplétze fir Zahlen,
einen Eingang (links) und
einen Ausgang (rechts)
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Der Grundbaustein kann nur folgenden Befehl ausfihren:

1. Falls er zwei Zahlen besitzt, gibt er die gréRere der beiden
nach rechts aus.

2. Falls eine Zahl von links kommt, legt er siein einen seiner
freien Speicherplatze.

Die Befehlsteile 1. und 2. werden gleichzeitig ausgefihrt!

besitzt:
Wenn die Bedingung in 1. oder in 2. zutrifft, dann muss
51 51 der Befehl auch ausgefiihrt werden.
96
Befehl 23
Grundbaustein, Grundbaustein Grundbaustein 33 — - ) - N
leer mit einer Zahl mit zwei Zahlen ausfiihren
(Die Zahl darf auch unten stehen.)
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Befehl Nun koppeln wir n=5 solche Grundbausteine zu einer Kette
33— S - ) S 2 S aneinander:
ausfiihren 33
Befehl
51 51
33 — _96, ) N —
9% ausfiihren 33 Wir verlangen, dass alle n Bausteine synchron arbeiten. Nun
geben wir in n=5 Takten die Zahlen 8, 4, 5, 1, 6 von links ein:
Befehl
51 91
91 — st —) — — 8 .| N _ . _ . _ . N
33 ausfiihren 33
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4 |8 0 4 L
5 | 8
4
B =T Y -2 Y S N I Y S N
4
6 (1| |8
4| |5
1| |4]| |8
6| |5

Die Eingabe ist beendet. Die Kette arbeitet noch weiter, bisin
jedem Baustein genau eine Zahl steht.

1 4 8
6 5
1 4 6 8
5
1 4 8
5 6
1 4 8
5 6

Nach 2n-1 Takten endet das Verfahren und jeder Baustein gibt
im 2n-ten Takt seine Zahl aus. Diese Folge ist sortiert.
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Wieviele Schritte benétigt dieses Verfahren?
Offensichtlich sind n Elemente nach 2n-1 Schritten sortiert.

Hierflr ben6tigt man n Prozessoren.
Fur groRe Werte von n ist dies eine deutliche Verbesserung
gegeniiber den bisherigen O(n-log(n))-Verfahren.

Gibt es bessere Verfahren? Méglichst solche, die viel
schneller alsin O(n) Schritten arbeiten - dafir dirfen sie
dann auch mehr als O(n) Prozessoren besitzen ...

91
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Verfahren 2: Divide and Conquer Ansatz

Der Divide-and-Conquer-Ansatz lautet:
Zerlege das Problem in z.B. zwei Teilprobleme, I6se diese und
setze aus den Teill6sungen die Gesamtldsung zusammen.

Wir gehen nun von einer allgemeinen Struktur aus, bel der
die zu sortierenden Elemente nicht nacheinander, sondern
parallel zueinander eingegeben werden. Dies bedeutet, dass
wir mit mindestens O(n) Grundbausteinen rechnen miissen,
um n Elemente zu sortieren.

92
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Als Grundbaustein verwenden wir einen elementaren
Sortierbaustein sort fir zwei Werte:

Min(x, y)
Max(x, y)

sort

Hiermit kann man beispielsweise n = 4 Werte wie folgt sortieren:

sort sort Sortierte
h—— —
>< sort Folge der
—_— /
sort sort a, b, c, d

93
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Beispiele:

2 ot ] oot 3 1
11— X ~s— 2
4 | 2+ —3
3 sort | 4 4 SOt | 4 4

2.9

4 ot 22 sort [ 1
22— 4 o] .
3 | 3 sort 3
1 ot | g g f sort | g 4

4 Elemente werden in 3 Schritten mit 5 Bausteinen sortiert.
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n Eingabewerte

Divide and Conquer Ansatz fiir n Eingabewerte:

VT T

SORT (n)

SORT (n/2)

n sortierte Ausgabewerte

Mischen (n)

SORT (n/2)

IENEENEE NN

Genauer: Gegeben sind n Eingabewerte Xy, Xy, ..., X,
Wir erhalten 2 sortierte Folgen mit je m Elementen:

8y, &, ..., a, und b, b, ..,b, (M=n/2)
und n sortierte Ausgabewerte z,, z,, ..., Z,,. SORT (n
Xy 4 =rag +— 2z
e 2 T2
3
1| SORT (/) & Tz
e 14— — a — 7
ﬁe i T . - §6
54— N NG
Xo +— — . S4— 77
x 1 =i ﬁ’l“ Mischen (n) || — 2
X101— -~1b, T— Zj
Xy11— -1 b3 — Z
| SORT (n2) T g4 T—
= 45 4.
s(n :_’ :_' hm : .Zn
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Die Rekursion sorgt dafiir, dass die Folgen a,, &,
b;, by, ..., by, sortiert sind (m=n/2).

Wenn es einen "guten” Baustein Mischen (n) gibt, dann lasst
sich hieraus auch ein "gutes" Sortierwerk fir n = 2s
Eingabewerte, flr jede natlirliche Zahl s, konstruieren.

<y @ Und

In der Tat gibt es eine Technik, um zwei sortierte Folgen
paralld in relativ wenigen Schritten zu einer gemeinsamen
sortierten Folge zu mischen.

Diese Technik nennt sich "odd-even-merge" (dtsch.: gerade-
ungerad-Mischen) und wird ebenfalls rekursiv definiert.
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Definition: odd-even-merge "Mischen(2m)"

Gegeben: zwei sortierte Folgen (fir m = 2 fir eine natlirliche
Zahl k=0) a, &, .., a, und by, b,, ..., b,

Ergebnis: die zugehdrige sortierte Folge z,, z,, ..., Zyy, -

Vorgehen zur Durchfiihrung von "Mischen (2m)™:

m = 1. Vergleiche mit dem Baustein "sort"; fertig.

m>1:

(1) Mischerekursiv die ungeraden Glieder der a- und der b-
Folge sowie die geraden Glieder der a- und der b-Folge,
d.h., mische die sortierten Folgen &, &, &, ..., @, und
by, b, bs, ..., by, zur sortierten Folge u,, U,, Us,..., Uy,
und mische die sortierten Folgen &, &, &, ..., 8, und
b,, b,, by, ..., by, zur sortierten Folge vy, v, Vs,..., Vi, .

(2) z, = uy, Z,, = V,, und flihre parallel m-1 Vergleiche durch:
Z, = Min(Ui,q, Vi), Zyirq = Max(u;,q, v;) furi=1,2,..,m-1.
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Wir konstruieren zunéchst das Mischen flr einige Werte von m.

Der Fall m=1 bendtigt genau einen Sortierbaustein:

3

b, ——

1

sort

g

Diesist der Baustein Mischen(2).
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m = 2: (beachte, dass a,, a, bzw. by, b, sortiert sind.)

'u
_ 1

a . I Z

1 Mischen(2 1
2 Ehen @ — 7
b NG , sort ,
b | Mischen(2) V1 2
2 '_ _______ 1 V2 4

Einsetzen von Mischen(2) ergibt den Baustein Mischen(4):

a
1 sort 4
aZ — I Zz
D =i |}
1 3
sort
b, Z

24.7.03
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Wir kirzen diesen Baustein durch Mischen(4) ab: m=4:
Mischen(4)
e T u
=} N 1 Y z
! sort 4 a !
&% — — 2 %
< il E— =
by st [ % % ®
b2 Z4 a’4 — 24
sort z
b 5
Mischen(4) b,
r————————————————————l 2 —’ZG
a — — 2z by ot | g
& — — % b, z
b, —! — z
i 1 3 Mischen(4
bz - JI—’ Z, ( )
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m = 4: Bereinigung der Verbindungen ergibt: m = 4: Dies kirrzen wir erneut ab durch
Mischen(8)
R e T et A e
i, o 2 8 —
sort sort 2 & — ! 2
a3 / > Z3 I , > Z3
sort 1 h
8 — z, ay — — 7,
sort 2 i — z
b, 5 b, — , 5
sort b : 1
b, o A > — Lz,
b, " ot |, 5 > — Lz
b4 oIt Z3 4 _.: 1 %
b e e e e e e e e e e e e e e =
Beachte: a,, &, a;, &, bzw. b;, b,, b;, b, sind sortierte Folgen.
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Wir betrachten nun den Gesamtal gorithmus SORT fiir n=16: . N )
Rekursives Ersetzen fir SORT(16) ergibt:
SORT (16)
[ 1 o= === —==- oyl ofyslte gl eyl fieg gl
< 1— 2, x, —LJ] a —i Mischen(16 g
X5 — 1— 7 X3 — aGH— (16) t 2
X3 —1 1— 2% X3 —1 8 —! D]
X4 — 1 % X, — SORT(8) |a&— i~z
%5 = =5 %5 —T & — 2%
X3 — —z X3 —f % T Z4
X7 —l l— z X; 1 oz
X5 —a a — 3 — "z
—

T (g ° T & g
= T2 et - "
Xo T 1— 7, o Bz:| i 2o
Xll_’l 1— Z11 Xll 1 b3 1 I: 211
X1, 1— Zp, X1, — - i, Zi
X13—1 1— 213 Xj3—| SORT(8) B i Zj3
X140 1 Zia X14—1] pe—1 > 7y,
XlS_’| I—- 215 XlS_r’ b7_| H> 215
X16_’| VT Ze X16— s ____ T Zi6

___________________________ - - e e e e o e e e
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Einsetzen von Mischen(16) ergibt die Struktur: Zusammenfassung der rekursiven Struktur des parallelen Sortierens:

x, —1 4 — 7T h—z SORT(n)
—_ > z
§§ _ % ! :33 D: z n/2
X —| SORT(8) gg 1 Mischen(8) ! g} 2 — | SORT(n/2) n Ausgange
X — a e z Mischen(n) | —>
X7 — a 7 z;
o — & —\N— . 1Ug % W2__ I SORT(n/2)
b, /XN === === 9
%o b; ',¥1 Z10
éﬂ—— by :Vg Zy
2] SORT(8) Bg 1 Mischen(8) :34 D:: %12 Anzahl G(n) der Bausteine sort: G(2) = 1 und fir n=2%, k>1:
oe— bs : v Z, G(n) = 2G(n/2) + M(n),
22: bg _______ .xg ZE wobei M(n) die Anzahl sort in Mischen(n) ist.
Setzt man alle kleineren schon konstruierten Bausteine ein, so erhalt man Mischen(n) ist ebenfallsrekursiv definiert (néchste Folie):

den auftihrbaren Algorithmus (selbst durchfihren, vgl. dann Folie 139).
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Mischen(n)
. - Nachdem der Aufbau des parallelen Sortieralgorithmus klar ist,
% D—- miissen wir beweisen, dass die Technik "odd-even-merge" die
o - beiden geordneten Folgen a,, &,, ..., &, und by, b,, ..., b,
k) e tatsachlich zu der geordneten Folge z,, z,, ..., Zym1, Zom
= R zusammenmischt.
N L. Satz:
(= —
= D_. odd-even-merge sortiert die geordneten Folgen &, &, ..., &, und
g D: by, by, ..., b, zur geordneten Folge z;, z,, ..., Zyp.1, Zom:
s —
Beweis:

] ] ] ) Wenn m=1 ist, dann werden zwei Zahlen durch den

Anzahl M(n) der Bausteine sort im Algorithmus Mischen(n): Sortierbaustein sort geordnet und der Satz ist richtig.

M(2) = 1 und fir n>2: M(n) = 2M(n/2) + n/2-1.
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Sei daher m>1. Gegeben sind zwei sortierte Folgen ay, a, ..., 8, Um zu zeigen, dass 2, =Min(U;,, Vi), Z. =Max(U,y, ) richtig
und by, by, ..., b,,. Nach Definition von odd-even-merge werden festgelegt wurden, geniigt es zu zeigen, dass sich das Element
die sortierten Teilfolgen mit jeweils m/2 Elementen U, in der sortierten Ergebnisfolge an der Position 2i oder 2i+1
ay, 8, 8s, ..., nq UNd by, by, by, ..., by, zur sortierten Folge bef_| nden muss (anz_alog muss man d|est_|r das Eler_nent v, nach-
Uy, Uy, Ug,..., Uy, DZW. @y, @y, 8, ..., &, UNd b, by, b, ..., by, zur weisen). Wir beweisen diesin acht Schritten (a) bis (h).

sortierten Folge v, vz, V..., Vin reKursiv gemischt. Wir betrachten u;,, fir eini zwischen 1 und m-1. O.B.d.A.

Die Ergebnisfolge ist definiert durch z,= Uy, Zy,=V,, und nehmen wir an, dass dieses Element aus der &-Folge stammt und
Zy = Min(U 4, V), Zpisy = MaxX(Uy,,, ;) fiir i=1,2,..,m-1. Wir dasj-te E_Iem_ent_ de_r Te||f_0|ge mit d_en ungeraden Indizesist,
zeigen, dass die z-Folge hierdurch korrekt sortiert ist. dh.,esgibteinjmitl<j<m/2 mitu,, =ay,.

(8) Wieviele der Elemente der a-Folge sind kleiner alsu;,,?
Genau 2j-2 Elemente;

denn weil u;,, = &y, ist, miissen die Elemente &, &, ..., &;., der
geordneten a-Folge kleiner asu;,, sein.

u, muss das Minimum der beiden Folgen sein, daa, und b, die
Minimader a bzw. b-Folge und beide Elemente in der u-Folge
sind. Analog gilt, dass v,, das Maximum der Ergebnisfolge sein
muss. Also sind z, und z,,,, richtig bestimmt worden.
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(b) Wieviele der Elemente der b-Folge sind kleiner asu;,,?
Mindestens 2i-2j+1 Elemente. Beweis hierfir:

Wegen Uy, = @&, und wegen & < 8 < a < ... < & 3 mlissen sich
unter den ersten i Elementen uy, u,, ..., u; der u-Folge genau diese
(-1) Elemente aus der a-Folge befinden. Folglich missen unter
diesen ersten i Elementen der u-Folge genau i-(j-1) = i-j+1
Elemente der b-Folge sein. Dain der u-Folge aber nur die
Elemente mit ungeradem Index sind, miissen dies genau die
Elemente by, by, bs, ..., Dy 1)1 SEIN. Dadie b-Folge sortiert ist,
miissen daher mindestens die Elemente by, by, b, ..., By 1)1
kleiner als u;,, sein. lhre Anzahl ist 2i-2j+1.

(c) Folglich stehen in der sortierten Ergebnisfolge mindestens
2j-2 + 2i-2j+1 = 2i-1 Elemente vor u;,,, d.h., in der
Ergebnisfolge kann u,, friihestens das Element z,; sein.

(d) Wieviele der Elemente der a-Folge sind grofer asu;,,?
Genau m-2j+1 Elemente,
denn wegen U,,; = 8.4 MUSSeN &, &g, -+, &y groler asuy,, sein.

(e) Wieviele der Elemente der b-Folge sind grofer asu;,,?
Mindestens m-2i+2j-2 Elemente. Beweis hierfir:

Wegen (b) muss U, < Byj,1).4 SEIN; denn sonst wére u;,, nicht
das (i+1)-te, sondern ein spateres Element der u-Folge. Also
miissen mindestens die Elemente 0,1y, Dagijayszr s Py
groRer alsu;,, sein. lhre Anzahl ist m - (2i-2j+3) + 1 = m-2i+2j-2.

(f) Folglich stehen in der sortierten Ergebnisfolge mindestens

m-2j+1 + m-2i+2j-2 = 2m-2i-1 Elemente hinter u;,,, d.h.,
in der sortierten Ergebnisfolge muss u;,, spéatestens das Element
Zome@mai-1) = Zoist SEIN.
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(9) Nun fiihre man genau die gleiche Untersuchung fir v; durch.
Auch hier erhdlt man, dassv; friihestens das Element z,; und
spétestens das Element z,,,, in der Ergebnisfolge sein kann.
(Fihren Se diesen Bewels selbst analog zu (a) bis (f).)

(h) Aus (f) und (g) folgt nun, dass die Elemente u;,; und v; sich
an den Positionen 2i und 2i+1 der z-Folge befinden missen.
Daher muss z, =Min(Ui,4,V;), Zyi.; =Max(u;,,,V;) flr die sortierte
Ergebnisfolge z,, z,, ..., Z,,, gelten.

Damit ist der Satz bewiesen.
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Skizze zum Beweis: O.B.d.A. s&i Uy, = ay 4.

Essind kleiner asu,, Essind grofier asu;,,

USHS .S QS Ay S S Ay
\ /
— SlJi+1S ~—

by <, <. S0y By a1 S Dggjrnyea S ooe S By

2y, 2y, s Zoigy Zpig L i Zois2r Zgji43r -1 Zom

[Wenn g, = ay.; ist, SO ist V; =y .q). Beide missen an den
Positionen 2i oder 2i+1 in der sortierten z-Ergebnisfolge stehen.
Esist nur noch zu prifen, ob a4 kleiner oder grofer as by g
ist. Folglich gilt z; =Min(u;,;,V;), Zy.; =Max(u,q,v,).]
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Nun zur Komplexitét:
Wie grof3, wie breit und wie tief ist dieser paralele
Sortieralgorithmus?

"GroRe" soll ein Mal3 fir die "Herstellungskosten” sein,
wenn man den Algorithmus hardwaremaflig realisiert:
G(n) = Anzahl der Bausteine sort in SORT (n).

"Tiefe" soll die Laufzeit des Sortierens angeben:
T(n) = Lénge des léngsten gerichteten Weges durch
Bausteine sort in SORT(n).

"Breite" soll die Anzahl der Mikroprozessoren angeben,

diefir eine Softwarel6sung bendtigt werden:

B(n) = Minimale Zahl der Bausteine sort, die parallel
zueinander liegen miissen, ohne die Tiefe zu
veréndern.
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Sehe Folien 110 und 111:

Anzahl G(n) der Bausteine sort: G(2) = 1 und furr n=2%, k>1:
G(n) = 2G(n/2) + M(n),
wobei M(n) die Anzahl sort in Mischen(n) ist:

M(2) =1 und fur n=2 k>1: M(n) = 2M(n/2) + n/2-1.
Fiur die Tiefegilt: T(n) = T(n/2) + "Tiefe von Mischen(n)".

Die Breite betrégt B(n) = n/2. Denn von jedem Eingang x; muss
ein léngster Weg ausgehen und die Anzahl der Bausteine, die
unmittelbar hinter den Eingéngen liegen, betrégt n/2. Im
weiteren Verlauf der Rekursion kommt man mit dieser Zahl
auch aus, siehe die Formeln fir SORT(n) und fur Mischen(n).
Dies lasst sich auch formal beweisen, worauf wir hier
verzichten.
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Einige GroRen der Mischen-Bausteine: M(2) =1, M(4) = 3,
M(8) =9, M(16) = 25, M(32) = 65. Aus M(n) = 2M(n/2) + n/2-1
gewinnt man durch Einsetzen rasch die Gleichungen:

M(n) =2M(n/2) + n/2-1
=2(2M(n/4) + n/4-1) + n/2-1
=4M(n/4) +2n/2-1-2
=4(2M(n/8) +n/8-1) +2.n/2-1-2
=8M(n/8) +3n/2-1-2-4
= 2091 M (2) + (log(n)-1)-n/2 - (2'09()-1 - 1)
=n/2+n/2log(n) -n/2-n/2+1
=n/2-(log(n)-1) +1

Esgiltalso M(n) =n/2- (log(n) - 1) + 1.

Hiermit kbnnen wir nun die "GroRe" G(n) ausrechnen:
G(n) =2G(n/2) + M(n)
=2G(n/2) +n/2- (log(n) - 1) +1
=2(2G(n/4) +n/4 - (log(n/2) - 1) +1) +n/2- (log(n) - 1) + 1
=4G(n/4) +n/2 - (log(n) - 2) + n/2- (log(n) - 1) +1 +2
=4.(2G(n/8) + n/8 - (log(n/4) - 1) + 1)
+n/2- (log(n) - 2) + n/2- (log(n) - 1) +1 +2
=8G(n/8) + n/2- (log(n) - 3)
+n/2-(log(n) -2) +n/2- (log(n) - 1) +1+2+ 4

= 2Ioa1.G(2) + N2(1+2+..+(log(n) - 1)) +1+2+. +2060-2
= 20000 + ni4log(m) (log(n)-1)) + 2081 - 1
= (n/4)1og(n)-(log(n)-1)) + n- 1.

Ergebnis: G(n) = (n/4)log(n)-(log(n)-1)) + n - 1 O O(nlog?(n)).
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Entscheidend fir den praktischen Einsatz ist die Tiefe T(n).
Hierzu betrachten wir Folie 111:

Die Tiefe von Mischen(n) ist die Tiefe von Mischen(n/2) + 1,
woraus sofort die Tiefe log(n) fur den Teil Mischen(n) folgt.

Nach Folie 110 gilt dann:

T(n) = T(n/2) + log(n)
=T(n/4) + log(n/2) + log(n) = T(n/4) +log(n)-1 + log(n)
=T(n/8) + log(n/4) + log(n/2) + log(n)
=T(2) + log(n/2'99(-2) + |og(n/2'°9()-3) + ... + log(n)-1 + log(n)
=1+2+3+..+log(n)
=(1/2) log(n) - (log(n) + 1).

Ergebnis: T(n) = (1/2) -log(n) - (log(n) + 1) O O(log&(n)).
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Faustformel:
G(n) = n/2-T(n).

G(n) = (n/4)1og(n)(log(n)-1)) +n- 1
T(n) = (1/2)-log(n) - (log(n) + 1)

n G(n) T(n)
Eingénge Grole Tiefe

2 1 1

4 5 3

8 19 6

16 63 10

32 191 15

64 543 21

128 1471 28

256 3839 36

512 9727 45

1024 24063 55
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n G(n) T(n)
Eingange Grofe Tiefe
16 63 10
128 1471 28
1024 24063 55
16384 | 1490957 105

Mit etwa 100 Millionen
Bausteinen sort kann man
in nur 210 Schritten rund
1 Million Zahlen sortieren.

Mit 24.063 Bausteinen sort
kann man also in 55 Schrit-
ten 1024 Zahlen sortieren.

Solche Algorithmen sind technisch durchaus realisierbar. Sie kbnnen
in Zukunft die Leistungsféhigkeit beim Sortieren deutlich steigern.
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Durchdenken Sie eine mogliche Realisierung weiter, z.B.:

- Gibt es Probleme bei der Hardware-Realisierung? Lassen sich die
vielen Leitungen problemlos verschalten / auf Platten drucken? ...
Jede Leitung in unserer Skizze besitzt eine "Breite", z.B. 64 Bits
zuziiglich Kontrollbits.

- Wie kann man den Sortierbaustein sort realisieren? Nehmen Sie
an, dass die zu sortierenden Schliissel k-stellige 0-1-Folgen sind,
wobei man wegen der vielféaltig moglichen Schltissel von k=64
ausgehen sollte. Was ist dann die minimale Tiefe (=léngster Weg
(iber Gatter von einem Eingang zu einem Ausgang) von sort?

- Wie kann man Millionen von Daten gleichzeitig an alle Eingange
legen? Welche Strukturen miissen die Speicher hierfir besitzen?

24.7.03 © Informatik 11, Kap.3.4
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Wie sehen softwar eméflige Realisierungen aus?

Bei n Eingabewerten kann man n/2 Prozeduren definieren,
diejeweils "den néchsten Gesamtschritt” (= alle parallel
durchfihrbaren Sortierschritte) ausfuhren. Hierfur greifen
sieimmer wieder auf das Feld der zu sortierenden Daten

x: array(1..n) of <Elementtyp> zu, aus demin jedem Schritt
gelesen und in dasin jedem Schritt geschrieben wird.

Im Algorithmus gibt es Teile, in denen ein Wert nur
weitergereicht wird. Hierfur fiihren wir den zusétzlichen

Der Mischbaustein Mischen (4) (siehe Folie 103)

wird dann realisiert durch zwei Prozeduren P1 und P2:

Xy
Xz
X3
X4

<

sort

sort

—
|

sort

Z

— 7

Z3

Zy

Baustein "id" (Identitét) ein, der 2wei Werte einliest und A
unveréndert wieder ausgibt: ]
P2 Rro
id
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P1 Der Mischbaustein Mischen(8)
Xy Z
” % T— sort sort Z
— z
procedure Pl is -- x: array(1..n) of <Elementtyp> ist global X3 sort 1 N
h, h2: <Elementtyp>; % %
begin (h1, h2) := sort (x(1), x(3)); x(1) := hL; x(2) := h2; $ N Rl A
— . — . — . 5
 (h1, h2) = sort (x(2), X(3)); X(2) = L x(3) = h2; X sort [ 5
end -
j= 100 / sort sort z
procedure P2 is -- x: array(1..n) of <Elementtyp> ist global X7 sort 27
h1, h2: <Elementtyp>; Xg 8
begin (h1, h2) := sort (x(2), x(4)); X(3) :=h1; x(4) :=h2; ) .. ) .
in Ehl h2§ - isc(‘)r(X?l(; 2((25).)) :((1)).: hi: :((4))_: ho: $ wird dann realisiert durch vier Prozeduren, dieihre
end: ’ ' ' ' ' ’ ’ ' Arbeitsweise synchronisieren miissen:
o $ steht fiir "Synchronisation”
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P1

P4

procedure Mischen8 is
procedure P1 is begin ... end;
procedure P2 is begin ... end;
procedure P3 is begin ... end;
procedure P4 isbegin ... end;

begin P1; P2; P3; P4; end;

Die Synchronisiation
ist innerhalb der
Prozeduren P1 bis P4
sicherzustellen.

LITTTTTTTTTTTTTT =

x = Datenschicht, Op. = Operationsschicht. Jeder Operationsbaustein sort
oder id hat zwei einlaufende und zwei ausgehende Verbindungen.

O00oooog e

CITTTTITTTTITTTTITT =

O00000ooo e

CITTTTITTTTITTTTITT =

LITTTTTTTTTTTTTT =

Man erhdlt auf diese Weise eine "normierte Darstellung":

O00000ooo e

LITTTTTTTTTTTTTTT =

24.7.03
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Jede Operationsschicht lasst sich durch n/2 Prozeduren
softwaremaf3ig beschreiben; diese Prozedruen kénnen wir
beenfalls fur die néchste Operationsschicht verwenden
usw., so dass wir aus Software-Sicht folgendes Ergebnis
erhalten (die Operationen id kann man natirlich im
Programm weglassen, nicht aber die Synchronisierung):

Mit n/2 Prozeduren lassen sich n Elementein

T(n) = (1/2)-log(n) - (log(n) + 1)

Schritten sortieren, wobel jede der n/2 Prozeduren aus einem
sequentiellen Programmstiick mit bis zu T(n) einzelnen
Sortieroperationen sort besteht und T(n)-1 Synchronisations-
anweisungen besitzt.

Diese Prozeduren kénnen automatisch durch ein Programm
erzeugt werden; sie héngen nur vom Parameter n ab.

Wie miissen Programmiersprachen beschaffen sein, damit der
synchrone Ablauf und die Verzégerungen gesichert werden?

Diese Sprachen missen in der Regel mehrere Anforderungen
erfullen:

- Teile eines Programms miissen unabhéngig voneinander
ablaufen konnen (Nebenl&ufigkeit, "tasks").

- Es muss Synchroni sationsmechanismen geben.

- Man muss Zeitvorgaben (innerhalb von ... Mikrosekunden
fuhre durch ....) machen kénnen und es muss Verzégerungs-
elemente (delay) geben.

- Esmuss der parallele Zugriff auf Daten méglich sein.
- Esmuss...

Siehe weiteres Studium, Praktika, Projekte......
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Zum Abschluss das vollstandige Beispiel SORT(16)
] SORT(4) H
T SORT(8) — "1 Mischen(8) Mischen(8)
] — " | SORT®4) H
T Mischen(16) — B
] — " | SORT®4) H
T SORT(8) — T 1 Mischen(8) Mischen(8)
T " | SORT(4) H
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SORT(16) SORT(16)
i — = EH
i — (el 4|
Mischen(8) Mischen(8) Mischen(8)
H SORT(4)
SORT(4) H SORT(4)
Mischen(8)
SORT(4) H
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SORT(16)

63 Bausteine sort, grofdte Tiefe: 10, Breite: 8.
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