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2.1.1 Einfihrende Definitionen

Ich werde mich an an die Graphdefinition (nach NolteMeier) halten,
diespeziell auf Graphen mit Multikanten ausgerichtet ist.

Ein Graph G :={V, E,a,w,y } besteht auseiner endlichen
KnotenmengeV, einer endlichen Kantenmenge E und

zwei Abbildungena,w:E -V,

a(e)ist der Anfangsknotenvone  (a((u,v)) =u)

a(€e) ist der Anfangsknatenvone  (a((u,V)) = V)

und einer Gewichtsfunktiony: E - V.

Kantensind haufigmit g, bezeichnet.

g*(v) :=|{elE |a(e) =V} | heiflt der Ausgangsgrad eines K notensv,

g (v) =|[{eTE |afe) =V} | heifdt der Einsgangsgrad vonv.
g’ (G) = nvng{ g*(v)} heil’t Ausgangsgrad desGraphenG; g (G) analog.

Wenn nicht anders vermerkt sind Graphen immer gerichtet und gewichtet. ”@3»
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2.1.2 Definition: Homomorphie zweier Graphen |

Seien G*:={V*, E%, a", o, y*}und G? :={V?,E?,a? 7, y*} Graphen, dann nennen wir
ein Paar von Abbildungen @ :V*' - V>und¥ : E' — E? einen Homomorphi smus
vonG' — G? wenn sie Anfangs und Endknoten erhaltend sind :

a’(?(e) =o(a'(e)) , o (¥(e)=2(awt(e) und p'(e)=y*(¥(e)) furale edE".

¥ kann intuitiv auf Wege erweitert werden .

at, o

kommuatives Diagramm:

a’oy =goat und

a}o[//:¢oa}

Sindy und ghijektiv,so heil3en die Graphen
isomorph
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2.1.3 Definition: Abbiegeverbot

4 )

Gegebensei der Graph G :={V,E,a,w,y} mitV ={v,,v,,V;,V,,V;,V,},
E={€,.©1,8365€46€5, €4 €3 65 6, &4 6}

a'(qj)=vi , w(q,j)=vj ,y(qj)=lund mitdemAbbiegeverbott:=(el‘2 ,ez,e).
Ein Abbiegeverbot t ist alsoein Kantenpaar (e, e,) mit a(e) = a(e).

T ist dieMengealler AbbiegeverboteeinesGraphen.
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2.1.3 Schilder dieser Art gibt es tatsachlich
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2.1.4 Die naive Methode

Wir wollen nun den kiirzesten Weg zwischen
v, und v, berechnen. Dazu wenden wir den
Dijkstra- Algorithmus unter Beriicksichtigung
der Abbiegeverbotean.

Der Dijkstra- Algorithmusfunktioniet nicht, da jeder Knoten nur einmal inden
KUrzeste- Wege- Baum aufgenommen werden kann.

Das einfache Verbieten des Abbiegens reicht nicht aus, um kirzesteWegein
Graphen mit Abbiegeverboten zu bestimmen.
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2.1.5 Hauptsatz der Abbiegeverbotstheorie (Schmid) |

Sei G:=(V,E,a,w,y) ein Graph mit Abbiegeverboten T ={t,,...,t,}.
SeE,={edE|OtOT:t=(ee€)mite E} undzu jedemvV sei
E,:={ el E,|aw(€e) =V},danngilt:

Erfolgt die Aufnahmevonvin den Kirzeste- Wege- Baum Uiber eine
KanteeE,, so mussv (mdglicherweise) ein weiteresMal - nicht Uber
dieKantee-inden Kiirzeste- Wege - Baum aufgenommen werden.

Bei einer Kiirzeste- Wege- Berechnung muss v biszu |E, |+1 < g (V)
mal inden Kirzeste- Wege- Baum aufgenommen werden.

Dieser Satz wird durch den Beweisder Gliltigkeit desV erfahrens des
verbotsorientierten K notensplittings bewiesen.
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2.1.6 Bildung von Aquivalenzklassen

Sei G:=(V,E,a,«,y) einGraph mit Abbiegeverboten T ={t,,...,t,}.
Auf der Mengealler Abbiegeverbote T definierenwir folgendeAquivalenzrelation:
(e.&)=(e,8) - &=g

n

n

n

Die Mengeder A quival enzklassen kann von der
Menge E, dargestel It werden.Im Folgendensei
dieMengeE, in einer Preprocessingphase berechnet
und die Abbiegeverbotein Aquival enzkl assen eingeteilt. @

Im Beispielist (e, ,,€,,) und (e, ,,€, ) verboten.
Die Abbiegeverbotesind aquivalent. E, ={e, ,}.
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ist reflexiv: (e,e,) = (e,e)

istsymmetristh (e,,e,) =(e,,e,) < (&,6,)=(€e,&) 3
ist transitiv (g, &,) = (e,,€,) und (e,,&,) = (&,,8,)

=>(e.e)=(8,&)

9

2.1.7 Kurzeste Wege in Graphen mit Abbiegeverboten |

2.2 Dynamische Verfahren

Algorithmusabhangig (+-)

e Graph bleibt erhalten (keine
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Preprocessingphase) (+)

Die Abbiegeverbote missen
weiterhin beachtet werden (--)

flexibel gegentber
Veranderungen (+)

Methode der Kantenaufnahme
Methode der mehrfachen

Knotenaufnahme
naive Methode @

f

2.3 Statische Verfahren

e Algorithmus ist beliebig (+)
e Graph wird verandert
(Preprocessingphase) (--)
e Die Abbiegeverbote missen
nicht weiter beachtet werden (+)
e unflexibel gegenlber
Veranderungen (--)
e Knotenorientierte Netzwerke

Methode des Ziehens
neuer Kanten

Verbotsorientiertes
Knotensplitting

&




2.2.1 Methode der Kantenaufnahme (Standard)

R:={e}

whileR# [ do e, Kanteder Langeor\/
Delete_min e wirdin B aufgenommen S
For alleausgehenden Kanten € von a(€) do \/\

if (,€)0T thenDecrease_key(€')

Delete_minhat Aufwand O(logm)
Decrease key wird g*(a[(€)) oft aufgerufen
Der Gesamtaufwandist O(m{logm+ g*(c(€)))) O(?)
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2.2.1 Methode der Kantenaufnahme

e Dynamisches Verfahren e
e Statt der Knoten werden Kanten in den

Kirzeste-Wege-Baum aufgenommen. @ 9'6
e Die GroRe des Kirzeste-Wege-Baumes wachst Q@
mit der Anzahl der Kanten des Graphen. 0
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2.2.2 Methode der mehrfachen Knotenaufnahme (Hauptsatz)

R:=v,
whileR# [ do \
Delete_min v wirdin B aufgenommen /

For alleausgehenden Kanten € vonv do
if (e,€)0OT thenbegin
if €0JE, thenDecrease_key(w(€) )
else Decrease_key(aw(€'))

Die Anzahl der aufgenommenen Knotenist n+ | E, |.
Damitist der Gesamtaufwand des Algorithmus O(m+ ((n+| E, |) og(n+ | E, [)) D O(mdogm).
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2.2.2 Methode der mehrfachen Knotenaufnahme |

e Dynamisches Verfahren

e \Wird ein Knoten Uber eine Kante, von der aus Abbiegeverbote
existieren (Menge E,), in den Kiirzeste-Wege-Baum aufgenommen,
so darf dieser ein weiteres Mal, aber nicht Giber diese Kante,
aufgenommen werden.

e Die Grole des Kirzeste-Wege-Baumes wachst mit der Anzahl der
Knoten und der Anzahl der Abbiegeverbote des Graphen.

7 -
CROSONINOEOSOROR0
®
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2.3.1 Definition Wegeaquivalenz

Sei G* ::{Vl, El,al,af,yl} ein Graph mit Abbiegeverboten T
und G ::{Vz, Ez,a’-’,af,yz} ein Graph ohne Verbote, und esexistiert

ein Homomorphismus (@, %) von G’nach G*

dann heif}t G” eine verbotsfreie ErweiterungvonG': <

(VE1) &,% sind surjektiv

(VE2) Zu jedem, nicht verbotenen Weg w" in G' existiert ein Weg

W2 in G* mit ¥ (w?) = w.
(VE3) Zu jedem Wegw’ in Ggilt :
¥ (W) enthalt keinen verbotenen Teilweg.
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2.3.2 Knotenorientierte Netzwerke

(Standard) |

e Statisches Verfahren

e Jede Einfall- und Ausfallstraf3e erhalt
einen eigenen Knoten

e Das Abbiegen wird durch die
Verbindung einer Einfallstrale mit
einer Ausfallstral3e dargestellt

e Das Ldschen dieser Verbindung

bedeutet ein Abbiegeverbot (6)

e Flexibel wie ein dynamisches
Verfahren

e Jeder Knoten v erzeugt g*(v) + g (v)
Knoten und g*(v) (g~ (v) Kanten

® Die Anzahl der neuen Knoten ist O(m),
die Anzahl der neuen Kanten ist O(m?)
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2.3.3 Das worst case Beispiel

m Kanten

SeiV ={v},E={¢e,..e}tmita(e)=«(g)i =1.m
Der Knoten v, wird in 2m Knoten gesplittet

und erzeugt m® Kanten.

Das Verfahren erzeugt O(2 ) Knoten und > " g™ (v) [ (v) DO(m?) Kanten.
\'av

Damit liegt der Aufwand des Verfahrens in O(m?)
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2.3.4 Die Methode des Ziehens neuer Kanten (Reissenberger/Briichert) I

Zu jeder Kanteed E, und zu jeder Kantee' mit
w(e) =a(e') und (e €e) 0T definieren wir eine
neue Kante é mit a(é) = a(e) und w(é) = w(e').
Fallse' E,,somusszu jedem (e',€") OT das
Abbiegeverbot (€ €") in T aufgenommen werden.
Die Kantee sowiedas Abbiegeverbot (e, €')
werden gel dscht.

D

5 (o) 6

@
ONOZOZ0 ? :
T={(e3.85) . (65.66)} @'




2.3.4 Die Methode des Ziehens neuer Kanten

e Statisches Verfahren
e Jedes Abbiegeverbot wird durch

www lern-plus.de

Ziehen einer neuen Kante, welche die
erlaubten Wege darstellt, iberbrickt.

Die neuen Kanten kdnnen einen
ganzen Weg beinhalten.

Knoten mit Abbiegeverbot kénnen
eventuell nicht mehr erreicht werden.

Bei verschiedenen Abarbeitungsfolgen
der Abbiegeverbote sind die
resultierenden Graphen eventuell nicht
aquivalent.

Die Gr6RRe des Kirzeste-Wege-
Baumes wachst mit der Anzahl der
Knoten und der Anzahl der
Abbiegeverbote des Graphen.

2.3.5 Die Methode terminiert nicht immer ?!

o O O OOSO

www lern-plus.de

T ={(e..8.). (8584}

W
!Ie @

Hausaufgabe:

@)

T =1 (€2.6,). (€.8,,) }

Finden Sie eine Bedingung
dafir, dass das Verfahren

Tneu = { (%,37 e.",zl)! (e2,37 %4) }

terminiert.
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2.3.6 Die Abhangigkeit von der Reihenfolge

T =(TO(&53.85) \(&,,87)}

&

2.3.6 Die Abhangigkeit von der Reihenfolge (2. Teil)

Tneu = (T D (84,2 ’e2,6) D (esz 1 %6))
V((85,855) D (845, 85))

% O @H@L@ ®)

b oo

@

T =(TO(&s &,)0(e5.8,;) (6,

&4)

V(8 86) U (€2, €6) U (6, 86))

&
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2.3.6 Die Abhangigkeit von der Reihenfolge (3. Teil)

= e
f
@) 1
Reihenfolge:
T,=0
i (€15:85) (852.66) (65, 81) (€5, 64)
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2.4 Der Beweis des Hauptsatzes [

24.1 Erster Schritt des Algorithmus (blaue Knoten)

Sei G:=(V, E,a,w,y) ein Graph mit Abbiegeverboten T ={t,,...,t, }. Wir konstruieren
eineverbotsfreie Erweiterung G := (V, E, &, @, 7). E, ist dieMengealler Kanten, von
welchenausein Abbiegeverbot beginnt: E,:={ e E|0tOT:t =(ee) mitelE}
DieKanten aus E, sind dieroten Kanten, die Kanten aus E\ E, sind dieschwarzen Kanten.

Zu jeder Kanteeaus E, definierenwir einen neuen Knoten v, OV (blauer Knoten).
der erzeugenden (roten) Kanteaus E, wird dieser Knoten als Endknoten zugewiesen:

ae:=a(e @(e) =V, v,
Vi=vo| v damitist|V |=|V |+|E,| O O(n+m) ®§ @?
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2.4.2 Zweiter Schritt des Algorithmus (neue Kanten)

Zu jeder (roten) Kantee E, definierenwir eineMenge N, alsMengealler Kanten,
dievone auserreichbarsind: N, :={ € E |a(e) =a(€e') und (e,€') 0T}
Diessind genau die Kanten, in die von der Kante e aus abgebogen werden darf.

Jededieser Kanten wird ebenfallsverdoppelt. Sei €, (blaueund griine Kanten)
dasDuplikat der Kantee' aus N, dann definierenwir :
w(e) false'dE, (gruneKanten)

a):=vy, (&)= {\79, fallse 0E, (blaueKanten)

y(&)=y(e)

E=E0 ( Uﬁe.j damitist
|I§|=IE|+(ZQ*(w(e))j—ITISIE|+9*(G)EBEOI

&,

www lern-plus.de 25

2.4.3 Die Methode des verbotsorientierten Knotensplitting (Schmid) I

e Statisches Verfahren

e Der Endknoten jeder Kante, von der
aus Abbiegeverbote existieren, wird
gesplittet und der Kante als
Endknoten zugewiesen.

e Originalknoten und Duplikat stellen
die selbe Kreuzung dar.

e Nur die Kanten, in die abgebogen
werden darf, werden gezogen.

e Die GroRRe des kurzeste-Wege-
Baumes wachst mit der Anzahl der
Knoten und der Anzahl der
Abbiegeverbote des Graphen. 1
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2.4.4 Beispielgraph

Um diefolgenden Schritte zu erl dutern verwenden wir folgenden
Beispielgraph:V ={v,,..v,}, E wiein der Zeichnung vermerkt, @

T :{(61,2'%,6):(ei,z1ez,5):(ez,3'e3,7):(e4,51e5,8)}
(2 ("
7 3 4
E ={€.,.€3.€,5} Q @Kj \D
®
(6} —(2) 020
@ ®

()
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2.4.4 Beispielgraph nach der Knotenverdopplung

Jeder Endknoten einer Kanteaus E, wird verdoppelt.
Der entsprechenden Kante aus E, wird dieser Knoten 9

als Endknoten zugewiesen.
(s
N

=1 B @
2 ; (5

A/ AV VAR VAR VAR VA
")

(:
Q /®

1

O
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2.4.4 Die Verbindung mit den erlaubten Richtungen

Von den neuen K noten aus werden nur die Kanten
gezogen, welchenicht verboten sind. Liegt die

9
entsprechende Kantein E;, so wird die neue Kante Q

mit dem neuen Knoten verbunden.
(7)—(3) C
SING
E ={€.2:63:6,5} /
E=EU{e,.€,.6,,6,,6 463} 9 e ®
e e
LR AV VAR VAR VARVAS @ @KZ{/®
1
2.4.5 Erstes Problembeispiel der Methode des Ziehens neuer Kanten I

%6

=0 @) )
.& O, 4‘ O

T ={(e.8.). (8584}

G5
O OSOSO
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2.4.5 Das zweite Problembeispiel der Methode des Ziehens neuer Kanten

www lern-plus.de

2.4.6 Der BeweistUberblick
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Grundidee: Die Kanten werden durch ihren Anfangsknoten
klassifiziert (2.4.8)

Homomorphie: Die Grapherweiterung ist homomorph zum
Ausgangsgraphen (2.4.9)

Wegedaquivalenz: Die im erweiterten Graphen berechneten
kirzesten Wege sind die kiirzesten Wege im Ausgangsgraphen
unter Berticksichtigung der Abbiegeverbote (2.4.10 und 2.4.11).

Minimalitat: Im erweiterten Graph darf keine Kante
weggelassen werden (2.4.12)

7

&
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2.4.7 Die Definition der kanonischen Projektionen

Sei G =(V, E) ein Graph mit Abbiegeverboten T und o= (\7 E) dessen Erweiterung,
dann definieren wir die Projektionen N wiefolgt :

v falsvOV (schwarzer Knoten)
w(e) falsv=v,00V vonelE, erzeugt (blauer Knoten) wurde

o]

e falsedE (schwarzeoder rote Kante)

M,(e):= {e‘ fallseDE von€0N,, (g UE,) erzeugt (blaueoder grine Kante) wurde

Mit dieser Definitionsind M, und M, surjektiv und erfillendamit die Bedingung (VE1).

Wenn klar ist welche Projektion gemeint ist, schreiben wir auch N statt M, bzw. T, .
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2.4.8 Klassifikation der Kanten durch Anfangs und Endknoten I

elE\E, = eistschwarz ae Vv «(e)lv
elE, = eistrot = a(edVv w(e)dVv
elJE,NEOE\E, - eistgrin = aeiVv wEeidVv
edE,M(e) OE, = eistblau = a(edVv w(e)dVv

i
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2.4.8 mogliche Knoten / Kantenfolgen in G

i @@ O—O—@

Sei eeinegriine oder schwarze Kante, dann gilt N (e) D E\ E,.
Sei eeinerote oder blaue Kante, dann gilt I (e) O E,.
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2.4.9 Die Homomorphie (1.Teil: schwarze und rote Kanten) |

Sei G = (V, E) ein Graph mit Abbiegeverboten T und G = (V, E) dessen Erweiterung,
danngilt: a(M,(e)) =M, (a(e)) undw(M,(e)) =M, (w(e)) (siehe2.3.1).

Bewels:

Sei e[] E, dann gilt (schwarzeoder rote Kante) :

(v, =) a(,(e)=a(e (Definition vonTl,)
=M, (@) (a(e)bv)

analogesgilt fiur w, fallse E, alsofalseschwarzist.

Sei e[] E, (rot), danngilt:

vz =) w(,(€) =€) (Definition von,)
=M,(v,) (DefinitionvonTl,)
=M,(c(e)) (mit2.4.1)
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2.4.9 Die Homomorphie (2. Teil: griine Kanten)

Seie JEvonedN,, €0 E, erzeugt,dann gilt: € ist griin und
(V=)  a(,(e)=a(e) (Definition von 1, und € erzeugt €)
=w(e) (e €istein Weg,
nach Definition von N,)
=MN,(v,) (DefinitionvonM,; elE,)
=M,(a(e)) (Definition vona)

(v, =) aw(N,(€))=w(Ee) (Definition von I, und €' erzeugt €)
=M,(cw(e)) (e0E\E, (schwarz)
und Definition von )

=N,@@) (242)
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2.4.9 Die Homomorphie (3. Teil — blaue Kanten) |

Seie JEvonelN,, e0E, erzeugt, danngilt: €ist blauund

(v,=)  a(,(e)=a(e) (Definition vonTl,
und € erzeugt €)
=w(e) (e, €'istein Weg,

nach Definitionvon N,)
=M,(V,) (Definition vonT,)
=M, (a(e)) (Definitionvona)

(v, =) w(M,(€)) =w(€) (Definition vonTl,
und €' erzeugt €)
=1,(v,) (Definition von 1, und v,)
=M,(c(€")) (Definitionvonv,)
=M,(@@) (242)

38
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2.4.9 Der erweiterte Graph ist homomorph zu G

FuraleeDEgilt:  a(M,(€) =M,(@(e)) unda(M,(e)) =M (aXe))
nach 2.1.2 ist alsoG homomorph zuG.
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2.4.10 Jeder, nicht verbotene Weg besitzt ein Aquivalent (VE 2) I

Sei G =(V, E) ein Graph mit Abbiegeverboten T und c= (\7 E) dessen Erweiterung
dann gilt: Zu jedem erlaubten Wegw:= (e, .., &,) mit (g,e,,))OT (i=1.. n-1) inG
existiert ein Weg w:= (E,..,’én)inémit rneE)=e furi=1.n und a(e)OV.

Beweis: Wir konstruieren den Weg w: Sei g Ow
1. Fall : Sei g_, schwarz oder griin oder i =1, dann definieren wir € :=¢.
€ ist damit schwarz oder grin, esgilt M (€) =g und esgilt:
w(€_,)=w(e,)  nach Definition von &
=a(e) w ist ein Weg
=a(g) nach Definition von € .

2.Fall:Sei €_, blau oder rot, dann gilt:&_, O E, und  ist (weil (g_,,6) 0T) asElement von N, |
verdoppelt worden — dieses Duplikat heisse & . Wir definieren € :=& (blau oder griin).
Esgilt:M(€)=¢ (2.4.7) und
w(E.,)=V,, nach Definition von &

o =a@) (242 ;I




2.4.11 Kein Weg in G enthalt Abbiegeverbot (VE 3)

Sei G =(V, E) ein Graph mit Abbiegeverboten T und = (\7 E) dessen Erweiterung
undsei W:=(€, .., €,) ein Wegin G, dann gilt w:= (ne),..,rne,))
ist ein Wegin G, der kein Abbiegeverbot enthalt.

Beweis: Sei Wein beliebiger Wegin G, und sei € i =2..ngewahlt, dann gilt :

(1) M(w)istein Weg: w(N(g,))=MN(w(€_,)) Homomorphie
=MN(a(€))  (wisteinWeg)
=a(M(g)) Homomorphie

(2) Annahme: M (w) enthalt ein Abbiegeverbot (g_,,6) 0T , dann gilt :

€., ist blau oder rot und d(€_,) =V, .Mit 2.4.8ist § blau oder griin und
ist nach 2.4.2 von einer Kante erzeugt wordenin die von g_; aus abgebogen
werden darf (Widerspruch zu (g_;,€)0T).
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2.4.12 Die Minimalitét [
Zu jedem & O E existiert ein erlaubter Weg w:= (e,..,&,)in G mit der

Eigenschaft, dassalleWegew:= (€, .., €,) in G, mit rne)=e und
O a)ov, die Kante € enthalten.

Beweis: Sel a”(v) die Anzahl der Abbiegeverbote (e, e,), mit w(e) = v (Anzahl der
Abbiegeverbote am Knoten v). Nach Konstruktion gilt :
DieMengeM(e) = qne rote Kanteund biszu a (a.)(e)) bl_aue Kante? falsedE,

eineschwarze Kanteund und biszu a” (w(e)) griine Kanten fallse E,
1.Fall : Sei € schwarz oder rot, dann definieren wir w = e, dann gilt mit oben
N*e) n {E0E|@@) DV } ={¢ und damit st einelementig.

2.Fal:Sei e =€, blau oder griin, dann wurde €, von einer Kantee'[l E, erzeugt),
dannist (¢',€,) OT ein (erlaubter) Weg mit & (e') IV und mit obenist die Kantee' eindeutig .

Hausaufgabe: Suchen Siescharfere Minimalitétsaussagen fUr diese Erweiterung. *‘QE}'

21



2.4.13 Die Verbesserung von Lewandowski (6.07.2004)

Seene, e OE,, w(g) =a(e)und N, =N, , dannkoénnen die Knoten v, und v,
zusammengefasst werden, und damit mussen die Kanten ausN, =N, nur
ein mal verdoppelt werden.

@@ @@ D @

@@ @@ RN
GOQGI.GQGOG
(2) (D=2~ (2)
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2.5 k-kurzeste Wege mit dem Algorithmus von Azevedo |
2.5.1 Definitionfir k - kiirzeste Wege

Gegebensei ein Graph G:= (\/,E,a',w,y)sowieeinStartknotmsundeinZieIknotenz
EinWegw heif3t zyklenfrei : = kein Knotenkommtin w mehrfach vor.

Sei W die Mengealler Wegevon s nach z (dieskdnnenbiszu (|V |-1)! zyklenfrele Wegesein).
EinWegw, heif3t kirzester Weg vonsnach z: < py(w) 2 p(w, ) furalew O W
(dieseristi.A.nicht eindeutig). Sei w, W fest gewahlt,

dann hei3 w, z2weitklrzester Weg vonsnach z: < p(w) 2 p(w,) fir alew O W\{w,}.
EinWegheif3tk - kilrzeger Weg vonsnachz: < p(w) 2 p(w, ) furalew O W\{w,,..,w,_}.

o—0 @

www lern-plus.de 44 ;I;
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2.5.2 Zweitklrzeste Wege in einem Graphen - (einfihrende Beispiele) I

‘909 ‘9 0—@ 9%
® O @ @ ® ®
® O o o @ o o @
® ® ® ® ® ®

s s s

e Gesucht ist der zweitklirzeste Weg von s nach z
e Dijkstra ist dem Problem zweit kirzester Wege nicht gewachsen
e Algorithmus oder Graphveranderung ist notwendig

www lern-plus.de
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2.5.3 Algorithmus von Azevedo (1990) modifiziert von Schmid I

o
/
l

www lern-plus.de

Statisches Verfahren (verandert nur den Graph —
nicht aber den kirzeste Wege- Algorithmus)
Azevedo verwendet die Methode Pathdeletion
(Wegeverbote).

Erschaffe einen neuen Startknoten und einen
neuen Zielknoten (spater).

Verdopple den kirzesten Weg ohne erste und
letzte Kante bzw. Knoten. (Wegeverdopplung)
Weise der ersten Kante einen neuen Endknoten
zu. (Umleitung)

Ziehe alle Kanten uber die der kiirzeste Weg
verlassen werden kann. (Verbindung mit dem
Ausgangsgraphen)

'e

I
-

&
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2.5.4 Beispiel fur den modifizierten Algorithmus von Azevedo I

Oo—@ ®

—0—0—0

e Der kirzeste Weg ist nicht mehr begehbar. Der zweit und
drittkiirzeste Weg sind noch méglich.

www lern-plus.de
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2.5.4 Der zweitklrzeste Weg von 1 nach 4

www lern-plus.de 48

Der verdoppelte Wegist blau

Die Verbindung mit dem
Ausgangsgraphen griin.
DieKanten (2',5) und (5',4)
werden nicht gezogen. Die Kante
(1,2) wir zur Kante(1,2').
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2.5.5 Beispiel fur zweitkiirzesten Weg mit Schlinge |

o —@

.

@

@

@
*—0
o

o o @ o oo
e o ® . l o
Oo——@ —0—@

e Der zweitkiirzeste Weg ist nicht der vermutete (griine) Weg, sondern
der rote Weg, der sich vom kirzesten Weg nur durch eine Schlinge
unterscheidet.

e Lange des roten Weges = 6 < 8 = Lange des griinen Weges l
2.5.6 Der erste Schritt |
Problem:

O

Der Algorithmus von Azevedo kann in dieser Form einen

zweitkirzesten Weg der Form %,_.,_.
Schlinge - (alter) kiirzester Weg oder
(alter) kurzester Weg — Schlinge nicht erkennen. ®

LAsung:

e Erschaffe einen neuen Startknoten und einen neuen
Zielknoten ,

e Verbinde den neuen Startknoten mit dem alten
Startknoten durch eine Kante der Lange O.

e Verbinde den alten Zielknoten mit dem neuen 6)—’.—"
Zielknoten durch eine Kante der Lange 0.

www lern-plus.de 50 ;I;

25



Beispiel fir einen erweiterten Graphen incl. 1 Schritt |

O O O

O

Der zweitkirzeste Weg (orange) beinhaltet die Schlinge beim Startknoten l
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2.5.7 Aufwand des Verfahrens von Azevedo |

Der kiirzesteWegzwischen 2 Knotenkannmaximal V| = n Knotenundn —1Kanten
beinhalten DieAnzahl,der vomkurzesten\Weg wegwei serden Kantenist

maximal |E| - 2 = m~- 2. Damitist die Anzahl der neu erschaffenen Elementemaximal
n Knotenund m—-2 Kanten.Der Platzbedarf kannsichalsofast verdgopeln.

Der Aufwand, denzweit - kiirzesten\Weg zu berechnen,

kannalsobei Anwendung desDijkstra- Algorithmus zwei

mal solangedauernwiedie Berechnury des kiirzesten Weges.

Aufwand= Dijkstra(G) + Erweiterurg + DijkstraG,,,)
=0O(m+nogn) + O(m+n) + O(m+nlogn) =O(m+ nogn)

Damitist Azevedo=O(m+n[ogn) < Hoffman=0(n?)

(fallsmOO(n%)) < Pollack=0(n (n+m) dogn)
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2.5.8 Drittkurzeste Wege nach Azevedo |

Erschaffeeinen neuen Startknoten und einen neuen Zielknoten Berechneden
kiirzestenWegw, undden zweitkiirzesten Wegw, = (€, .. ,enfz ). Der gemeinsame
maximaleAnfangsweg(e =€, & =€, ... ,€ =€) mulnicht verdoppelt werden.
Eswerdennur dieKanten(e?,, .. ,eni_l) und diedazugehdrigen Knoten

verdoppelt Die Kanteef+l Uber dieder kirzesteWeg verlassenwird, bekommt

einen neuen
Endknoten.Ziehealle
Kanten Uber diew,
verlassen werden kann.
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2.5.8 Drittklirzeste Wege nach Azevedo |

z% *—0—0—0
@ o—0 00
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2.5.9 Kk -kurzeste Wege nach Azevedo

Berechnungdesk +1kirzesten Weges:
Erschaffeeinen neuen Startknoten und einen neuen Zielknoten Berechnedie

k - kiirzestenWegw, , .., w, (mitw (€, .. ,eri‘ )). Der gemeinsamemaximale
Anfangsweg(e] = €, & =€, ... .€ =€) mitl <k, j maximal,muRnicht
verdoppelt werden. Eswerdennur dieKanten (e, .. ,en‘;_l) unddie
dazugehdrigen Knoten verdoppelt. Die Kanteej"+1 Uber diew; verlassen

wird, bekommteinen neuen Endknoten Ziehealle Kanten tiber diew,
verlassen werden kann.
Aufwand = Dijkstra(G) + Erw. + Dijkstra(2[G) + Erw. +... + Dijkstra(k [G)

= (Zklo(i [{m+nogn)) + O(m+ n)j ~O(m+n)

Damit liegt der Aufwandbei O(k* [{m+ n diogn)). ;I;
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2.5.10 Der schlimmste Fall

Gegebensai ein Graph, der nur auseinem Zyklusbesteht. Der k - kiirzeste Weg
von snach z ergibt sich ausdem kiirzesten Weg und dem anschliessenden
k-1 maligen Durchlaufen deskompletten Graphen.

®
®
®

@ @ @
0—®
*—o—0—9@

(g'..

‘0-0—0—0—0
@\f
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2.5.11 Beweisuberblick des Algorithmus von Azevedo |

Ausgangsgraphen (die zeigt man Uber kanonische

e Jeder Weg im erweiterten Graphen ist auch ein Weg im O
Projektionen = inverse Abbildung der Wegeverdopplung). =

e Alle Wege (auBer Wegen, die die k-kiirzesten Wege enthalten) im
Ausgangsgraphen, sind auch Wege im erweiteten Graphen (man
konstruiert den Verlauf eines gegebenen Weges im erweiterten
Graph).

Genau die k-kiirzesten Wege sind verboten.

oy S g kox by Ao —_koy
”Q""O

i i i & * * * {5 <
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2.5.12 Der Algorithmus von Hoffman & Pavley |

Berechnungaller kiirzestenWegezum Zielknotenhin. Z
Der kilrzesteWeg(e,...,, ) vomStart zum Zielknotenist
damit ebenfallsberechnet.

:

Nimmvon jedemAnfangsknden jeder Kanteg des
kirzestenWegesjedeKantee # € mita(e) = a(e)
und berechneden zweitkiirzesten Weg als

o0
-@

@

n+l e
minmin{d(s a(e)) 4 He)+ d(ele).2) [ mitale)=ale)}
=1 €1
[ J
Der zweitkirzeste Wegist also e
(e,...e, . €)+kirzester Wegvonafe) nach z s @
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2.6 (Kurzeste) Wege in Graphen mit Wegeverboten

e Reduktion auf relevante Wegeverbote und Aquivalenzklassenbildung
(2.6.3)

e Die Wegeverdopplung (2.6.4)
e Der Wegebaum (2.6.5)

e Verbinden der gesplitteten Wege mit dem Ausgangsgraphen
(2.6.7)

e Verbinden der gesplitteten Wege untereinander (2.6.9)
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2.6.1 Definition Wegeverbot

Eine Kantenfolge w:=(g,..,e, ) heiRtWeg, wenn ale )= afe.,) i =1..n-1.
Ein Weg p:=(e,...e,) heiRt Wegeverbot, wenn die Sequenz (g,...,e,)
inkeinem Wegvorkommendarf. P istdie Mengealler Wegeverbote.

Autobahn @

) p:=(a,.6,.8,)

Vaihingen

B 14

(1

" Universitat
Schattenring T T T @ ;I/;
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2.6.2 Kanten mussen evtl. mehrfach befahren werden

Beim Fahren von vs: nach vs muss die Kante e+ mehrfach befahren
werden

www lern-plus.de 61 ;I;

2.6.3 Reduktion, Klassenbildung und Anfangswege |

ExistierenWegeverbde p, p' mit pist Teilwegvon p',so muf3
dasgroRereWegeverbd p' nichtmehrbetrachtetwerden.

Die ersteKantevon p hat eine wichtigeBedeutung. W
Aquivalenklassenbibdung: pOp = €=¢ @

p
FurwOW und pOPmite =g sei O—0O a=3
a:=aga(p,w)=max{k| & =e furi =1..k} & =&
die Anzahlder gemeinsamen Anfangskanten ¢
vonwund p. pheifl3t Anfangsweg vonw.

pheiltein maximaler Anfangsweg
wennaga (p,w)=max{ aga(p,w)| pOP}.
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2.6.4 Die Wegeverdopplung

Idee: Erste Kante eines Wegeverbotes umleiten, um dann den
letzten Schritt zu verbieten.
Wir betrachten ein Wegeverbot: p:=(e,...,e,).

P
Vn =il

V erdoppledie Knoten und Kanten von p
ohneerstes und letztes Element :

Knoten:v’,...,v",, Kanten: €/,...,e", .
Weiseg, einen neuen Endknoten zu : cg,) := VP

Die kanonische Projektion weist Duplikaten
ihreOrigindezu: MM(e")=¢

www lern-plus.de 63

2.6.5 Der Wegebaum

Wir betrachten schrittweise jedes Wegeverbot p.
Wenn bereits Wegeverbote aus [p] gesplittet wurden,
somuf3 p nicht von Anfang an gesplittet werden.

Sei p':=(g], ..., €,) der maximaleAnfangsweg @b
von p inder Mengealler Wegeverbote,
die bereits bearbeitet wurden. Die Anzahl
der gemeinsamen Anfangskantensel .

Wir verdoppeln die ElementedesWege-
verbotes p erst ab Kante g+ 1und hangen diese
an den maximalen Anfangsweg an:

a(er,):=v? aler, )=cle’)=v> n(e)=4

www lern-plus.de
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2.6.6 Endwege

w hei3t Endweg von w, wenn einindex g =0
existiert,sodalR €,,, = ¢ furl<i<n-q.

wbeginntinnerhalbvon w verlauft dann
gleichbis zumEnde von w geht dann
eventuellnoch weiter.

n-q ist die Anzahlder gemeinsamen
Endkanten.

Ein Endweg wheif3t maximal
wenn n—§ maximalist.
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2.6.7 Die Verbindung mit dem Ausgangsgraphen

Zu jeder Kanteémit a(&) = (g ) betrachten wir den Wegw = (e,....§ . €),

der mit der gleichen Kante (e, ) beginnt wie p, ein Stiick
parallel verlauft und p Uber die Kante € verlaft.

1. Fall : Esgibt kein p', das Endweg vonw ist.
Uber die Kantenfolge (g, €) kann p ohneweitere

Beachtung von Verboten verlassen werden. Zu jedem
dieser Kantenpaare definieren wir eine neue Kante

das Duplikat von p mit dem Ausgangsgraphen verbindet.
Die Kante & kann mehrfach gesplittet werden.
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g mit alel):=v?, alef,):= ofe) und Nfef,):= e die ’\
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2.6.8 Losung des einfiuhrenden Beispiels

www lern-plus.de 67

2.6.9 Die Verbindung mit den gesplitteten Wegen |

Zu jeder Kante & mit a(é) = ale ) betrachten wir
wieder den Weg\w:= (e,,...€,€).

2. Fall . Esgibt Wegeverbote p', die Endwege
vonwsind mit p' D[p], und sei pder maximale
dieser Endwegemit & =é&.

Uber die Kantenfolge (e, &) kann p verlassen
werden, wenn u.a. p weiterhin beachtet wird. Zu
jedem dieser Kantenpaare definieren wir eine neue
Kante|%? mita(e}”):=v’, afe}?)=v undn(g}*):= ¢,
wel che die gesplitteten Wege von p und p verbindet.
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2.6.10 Beispiel fur eine Grapherweiterung

Gegebensei ein Graph G mit
denKnotenv,,..,v,, ,den Kanten
e1,2 e2,3 %,4 e4,5 e4,6 e6,7 e6,8 e8,9 e8,10
und den Wegeverboten
P.=6,6:6,6;,

P2 =636, 6667
P3:=64€6Cs&o-
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2.6.10 Beispiel nach der Wegeverdopplung

Das Wegeverbot

P=6,6;56,6;, @

erzeugt
dieKantene, , €, ,

und die Knoten e Q @ Cg)—.@

V. Vo V..
€,s und v, werden

nicht gesplittet. e @ @ (6)—»@

Der Kante e, wird
einneuer Endknoten

zugewiesen: . NG , (3

)

(&)

wle,)=v,
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2.6.10 Beispiel nach der Wegeverdopplung |

)

Beispiel nach der Verbindung mit dem Ausgangsgraphen |

Ps =64 €6 Cs o
kann Uber die drei
Kombinationen
(e$,4 e4,5) (e4,6 e67)
(Ess €0)

ohne Beachtung von <2>

Verboten verlassen
werden.

@
©)

(es,4 e4,5) = (elp3 e4,5) - el,e4'5

Jern-plu

@
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Beispiel nach der Verbindung der gesplitteten Wege |

P.=€,656,6;: kann
Uber die Kante g, , verlassen 4 /6\ @ 10

P, P2
werden, wenn p, und p, &3
weiterhin beachtet werden.
W= &, &; 6, € @D @
P, = €3 &4 G5 &7
p3 = e:i,4 e4,6 eB,B eB,Q

p, und p, sind Endwege von w. <2> @D <m

p, ist maximaler Endweg,
deshalb wird die Erweiterung

mit p, verbunden. @ @ @

(00 015)= (62 €87) — 3™
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2.6.11 Beispiel mit selbstiiberlappendem Wegeverbot |

Gegeben sei ein Graph G mit den Knotenv,, ..., v, und den

Kanten € ,€,,€,56,, €€, &3 €, und dem Wegeverbot
1,2,34,1,2,34,12,5. Dasbedeutet, dal3 daszwei oder mehrmalige
Umfahren Hauserblocks1, 2, 3, 4 und das anschlief3ende A bbiegen
nach 5 verbotenist.

D (3) o)
O~
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2.6.11 Das Hauserblockbeispiel mit verdoppeltem Weg

(o)
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2.6.11 Das Hauserblockbeispiel mit verdoppeltem Weg |

Zuerst wird wieder das Wegeverbot
verdoppelt. Der verdoppelte Weg ist

grun dargestel|t.
@

Uber die Kantenpaare (ef, 62,5), (ez'D %,6),

(esp , ez,s) und (ef : %,6) kann p ohne
Beachtung weiterer Wegeverbote
wieder verlassen werden.

Deshalb werden die Kanten
€5:€56,85UNd €y g,

(blau) gezogen.
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2.6.11 Wegegraph des Hauserblockbeispiels

Der Wegw:=12341234123

besitzt das Wegeverbot p

zwei Md asEndweg:

w= 1234 1234 123

p= 1234 1234 125
p= 1234 1234 125
im oberen Fall mit 6im unteren Fall

mit 2 gemeinsamen Endkanten.

eineneueKante €}y definiert und
so 2" mit 3" verbunden.
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2.7 Beweisltberblick

e Grundidee: Klassifikation der Kanten durch lhre Anfangs- und
Endknoten.

e Church-Rosser Eigenschaft (Konfluenz): Der Wegegraph ist
von der Reihenfolge der behandelten Wegeverbote
unabhangig.

e Homomorphie: Die kanonischen Projektionen sind surjektiv und
inzidenzerhaltend.

e Wegeaquivalenz: Die moglichen Wege des Wegegraphen sind
genau die erlaubten Wege im Ausgangsgraphen.

e Minimalitat: Vom Wegegraph darf keine Kante oder Knoten
weggelassen werden.
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2.7.1 Zusammenfassung und Ausblick

www lern-plus.de

Entwicklung dynamischer und statischer Algorithmen zur Berechnung
kurzester Wege in Graphen mit Abbiegeverboten.

Erweiterung eines statischen Algorithmus auf Wegeverbote.

Der entwickelte Algorithmus (2.6) stellt eine Verbesserung des
Algorithmus von Azevedo zur Berechnung k-kirzester Wege (2.5) dar.

Der vorgestellte Algorithmus kann mit den aktuellen Methoden zur
Routenplanung kombiniert werden.

Ubertragung des Verfahrens auf andere Bereiche wie z.B. Logistik.

Reduktion der Wegeverbote durch schrittweises
Betrachten. Derzeit werden alle Wegeverbote auf

: o
einmal betrachtet. Vorlesung
Erweiterung eines dynamischen Abbiegeverbots- CLOSED
Algorithmus auf Wegeverbote. ry==— 4
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