Wolfgang Schmid

Berechnung kirzester Wege in
Graphen mit verbotenen Strukturen

2.1.2 Definition: Homomorphie zweier Graphen |

sden G i={V, E' ¢, o, y'}und 67 :={V2, E?, 0, a7, y?} Graphen, danmn nennen wir
&in Paar von Abildungen® :V* - V2 und ¥ : E -, E* einen Homomorphismus
VvonG' . G* wenn sie Anfangs und Endknoten erhaltend sind :

a@(@) =0(aX(e)) . F(#()=0(cHe) und y(e) =y (#(e) furdle eDE.
 kamninitiv auf Wege enweitert werden .

a', o

kommuatives Diagramm:

a’oy=geoa* und
o =godt

Sindyy und gbijektiv, so heiRen die Graphen
isomorph

- 4 aa

2.1.4 Die naive Methode I

@ Wir wollennun den kirzesten Weg zwischen
v, und v, berechnen.Dazu wenden wir den
Dijkstra- Algorithmus unter Beriicksi chtigung
I« f}/‘ @ der Abbiegeverbotean.

Der Dijkstra- Algorithmusfunktioniert nicht, da jeder Knoten nur einmal in den
Kirzeste- Wege- Baum aufgenommen werdenkann.

Das einfache Verbieten des Abbiegens reicht nicht aus, umkirzeste Wegein
Graphen mit Abbiegeverboten zu bestimmen.
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2.1.3 Definition: Abbiegeverbot |

® ®

69
Gegeben sai der Graph G:={V, E,a,@y} mit V ={%, V.5, Vy Vs, Ve}
E={8718,1085: €5 €01 8121 B0 s i Bz B i)

ale,)=v.. afe,)=v, . Me,)=1und mit dem Abbiegeverbott = (g, ;).
Ein Abbiegever bot t st dlso ein Kantenpaar (e, ) mit ale,) = a(e,).

T ist dieMenge aller Abbiegever 4@—

2.1.5 Hauptsatz der Abbiegeverbotstheorie (Schmid) |

Sei G:=(V,E,a,w,y) én Graph mit Abbiegever boten T ={t,,....t.}.
Sei E, ={ el E|0tOT:t=(ee) mit €0 E} und zu jedem vV sei
E,:={ e[IE, |a(e) =}, dam gilt:

Erfolgt die Aufnahme von v in den Kirzeste - Wege - Baum ilber eine
Kante el E,, so muss v (mogicher weise) ein weiteres Ma - nicht iber
die Kante e-in den Kirzeste - Wege - Baum aufgenomime n werden.

Bei einer Kirzeste - Wege - Berectnung muss v biszu [E, [+1 < g™ (v)
mal in den Kirzeste - Wege - Baum aufgenomme n werden.

Dieser Setz wird durch den Beweis der Gitigkeit des Verfavens des
verbotsori entierten Knotenpl ittings bewiesen.

2.1.1 Einfihrende Definitionen

Ich werde mich an an die Graphdefinition (nach NolteMeier) halten,

diespeziell auf Graphen mit Multikenten ausgericht et it
EinGraph G:={V, E,a,,y } besteht aus einer endlichen
K ,einer endlichen K ud
Zwei Abbildungena, @: E - V,

a(e)ist der Anfangsknotenvone  (a((u,v)) =u)

@) st der Arfengskmotenvone  (A(u,v)) = V)

und einer Gewichtsfurktion y E — V.

Kenten sind héafig mit e, bezeichnet .

IE |ae) =V} | heifkt der Einsgangsyad von v.

=1} | heift der Ausgangsgy ad eines Knotensv,

9'(G):=max{g" ()} heift Ausgangsyr ad desGraphen G; g (G) analog.

Wenn nicht anders vermerkt sind Graphen immer gerichtet und gewichtet.

1L® ’ [ ]
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2.1.3 Schilder dieser Art gibt es tatsachlich |

. ( aa

2.1.6 Bildung von Aquivalenzklassen |

SeiG:=(V,E,a,a,)einGraph mit Abbiegeveroten T ={t,,...t,}

Auf der Mengealler qu

(ae)=(ee) - g=¢

= igreflexivi(g,e)=(e,e)

= isgymmetristh(e,8)=(e.8) ~ (&8)=(8,8)

= isttransitiv(g,e,) = (e, &) und (e, &) = (&, &)
=(e.e)=(a&)

DieMengeder Aquivalenzlassenkann vonder
MengeE, dargestelt werden. Im Fol gendensei
dieM: E, ineiner

ee

@

O
©

Im Beispielist (€., ) und (e, ;) verboten.
DieAbbiegeverbotesnd aquivalent E, ={e, } ,@_




2.1.7 Kurzeste Wege in Graphen mit Abbiegeverboten |

2.

2 Dynamische Verfahren

2.3 Statische Verfahren

Algorithmusabhangig ) o Algorithmus ist beliebig ~ (+)
Graph bleibt erhalten (keine o Graph wird veréindert
Preprocessingphase) ©) (Preprocessingphase) )

Die Abbiegeverbote missen
weiterhin beachtet werden ()

flexibel gegeniiber

Die Abbiegeverbote missen
nicht weiter beachtet werden (+)

unflexibel gegentiber

Veranderungen *) Veranderungen ®)
Methode der D Netzwerke
Methode der mehrfachen o Methode des Ziehens
Knotenaufnahme neuer Kanten

naive Methode

&

Verbotsorientiertes.
Knotensplitting

4@._

2.2.2 Methode der mehrfachen Knotenaufnahme (Hauptsatz) I

Ri=v,

whileR#0) do
Delete_min v wirdin B aufgenommen
Foralleausgehenden Kanten & vonvdo
if (e.€) 0T then begin
if €[1E, thenDecrease_key(G(€) )
else Decrease_key(a/(€)

DieAnzeh der aufgenommenen Knotenist n+ | E, |.
Danitist der Gesamtaufwand des Algorithmus O(m+ ((n+ | E, ) llog(n+ | E, D) 1O(miogm).

. . aa

2.3.2 Knotenorientierte Netzwerke (Standard) |

o Statisches Verfahren
o Jede Einfall- und Ausfalistratie erhait
einen eigenen Knoten (9 (ﬂ
~

Das Abbiegen wird durch die
Verbindung einer Einfallstrale mit
einer Ausfallstrae dargestellt
Das Loschen dieser
bedeutet ein Abbiegeverbot

* Flexibel wie ein dynamisches
Verfahren

Jeder Knoten v erzeugt g*(v) + g (v)

Knoten und g*(v) (g™ (v) Kanten (D
Die Anzahl der neuen Knoten ist O(m),

die Anzahl der neuen Kanten ist O(m’)

2.2.1 Methode der Kantenaufnahme

(Standard) |

Ri={e}
whileR# 0 do
Delete_min e wirdin

& Kanteder LangeQ
S

Foralleausgehenden Kanten ¢ von a(e) do
if (e.¢) T thenDecrease_key(€')

Delete_minhat Aufwand O(logm)
Decrease.key wirdg' (c(e)) oft aufgerufen

Der Gesamtaufwandist O(m({logm+ g (e(€)))) 1O(m’)

2.2.2 Methode der mehrfachen Knotenaufnahme I

o Dynamisches Verfahren

e Wird ein Knoten iber eine Kante, von der aus Abbiegeverbote
existieren (Menge Ex), in den Kiirzeste-Wege-Baum aufgenommen,
50 darf dieser ein weiteres Mal, aber nicht (iber diese Kante,
aufgenommen werden.

Die Groe des Kilrzeste-Wege-Baumes wachst mit der Anzahl der
Knoten und der Anzahl der Abbiegeverbote des Graphen.

%@
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2.3.3 Das worst case Beispiel |

SaV ={v}, E={e,..e) mta(e) =a(e)i =1.m
Der Kroten v, wirdin2m Kroten gesplittet
und erzeugt m’* Kanten.

Das Verfahren erzeugt O(2n) Knoten und 3" g™(v) [’ (v) 1O(") Kanten.

Danit liegt der Aufwand des Verfahrens in O(’)

2.2.1 Methode der Kantenaufnahme

Dynamisches Verfahren
Statt der Knoten werden Kanten in den
Kiirzeste-Wege-Baum aufgenommen.

mit der Anzahl der Kanten des Graphen.

DETRE)

O €9 6 €9 €
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Die GroRe des Kiirzeste-Wege-Baumes wéchst Q (b

2.3.1 Definition Wegeéquivalenz |

g {V’,E’,a‘,a},y‘] ein Graph mit Abbiegever boten T
VZ,EZ,aZ,uf,yz] €in Graph ohne Verbote, und es existiert
&in Homomorphismus (&, %) von G?nach G*

dann heift G eine verbotsfreie Erweiterungvon G*: =

(VE1) @,% sind surjektiv

(VE2) Zu jedem, nicht verbotenen Weg W' in G' exitiert ein Weg
w2 in G? mit #(w?) = w

(VE3) Zu jedem Weg w2 in Ggilt : m
w(w?) enthélt keinen verbotenen Teilweg.

2.3.4 Die Methode des Ziehens neuer Kanten (Reissenberger/Briichert) |

Zu jeder KanteelIE, und zu jeder Kartee mit
w(e) =a(e) und (e,€) T defirieren wir eine
neve Kante émit (&) = a(e) und (@) = axe).
Fallse]E,, s0 muss zu jedem (€ ") T das
Abbiegever bot (&,¢")in T afgenomme n werden.
Die Karte esowie das Abbiegever bot (&,€')
werden gelscht.

® ©
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T={(€.85) (82,8)} @_
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2.3.4 Die Methode des Ziehens neuer Kanten

Statisches Verfahren
Jedes Abbiegeverbot wird durch
Ziehen einer neuen Kante, welche die
erlaubten Wege darstellt, dberbriickt.
Die neuen Kanten kbnnen einen
ganzen Weg beinhalten.

Knoten mit Abbiegeverbot kénnen
eventuell nicht mehr erreicht werden.
Bei verschiedenen Abarbeitungsfolgen
der Abbiegeverbote sind die
resultierenden Graphen eventuell nicht
aquivalent.

Die GroRe des Kiirzeste-Wege-
Baumes wéchst mit der Anzahl der
Knoten und der Anzahl der
Abbiegeverbote des Graphen.

2.3.6 Die Abhéangigkeit von der Reihenfolge (2. Teil) |
®
©) @O ®
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T = (M0 8) 0(@2.86)  Tw=(TO@s )0 (@5, &,) 0 (@ &)
M(CHREREICREW)] V(&2 86) T (€121 80) T (821 86))

2.4.2 Zweiter Schritt des Algorithmus (neue Kanten) |

Zu jeder (roten) Kante e[ E, definieren wir ine Menge N, dsMenge aller Kanten,
dievon e aserreichbar sind : N, :={ €1 E |a(e) = a(€) und (e.€) T}
Diessind genau dieKanten, in dievon der Kante eaus abgebogen werden darf.

Jede ieser Karten wir d eberfalls verdoppelt. Sei & (blaue und griine Karten)
das Dupliket der Kante €' aus N, dam definieren wir :

___[we) fallselE, (grine Kanten)
("(e“)"{vz fallseIE, (blaeKanten)

é' @
: ® OO
%

7@)=ve)

E=edl) [ Ua] damit ist

%, \ e,

I§\=\EI*{§§'(M(9))]-ITISIEI*Q'(G)U‘EO\

2.3.5 Die Methode terminiert nicht immer ?!

W
D@ Og® OO0

T={(e.e) (a0} To={(@ae) @uen}

H@ 0 oo
@ Finden Sie eine Bedingung
dafr, dass das Verfahren

T ={ @08 (@00} terminiert.

2.3.6 Die Abhéangigkeit von der Reihenfolge (3. Teil) |

®
QOO0

Reihenfolge:
(€15:80) (82:€,0) (€5.8,) (&5,8,)

_— ! aa

2.4.3 Die Methode des verbotsorientierten Knotensplitting (Schmid) |

Statisches Verfahren

o Der Endknoten jeder Kante, von der
aus Abbiegeverbote existieren, wird
gesplittet und der Kante als
Endknoten zugewiesen.

o Originalknoten und Duplikat stellen
die selbe Kreuzung dar.

o Nur die Kanten, in die abgebogen
werden darf, werden gezogen.

o Die GroRe des kilrzeste-Wege-
Baumes wéchst mit der Anzahl der
Knoten und der Anzahl der
Abbiegeverbote des Graphen.

2.3.6 Die Abhé&ngigkeit von der Reihenfolge

®
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2.4 Der Beweis des Hauptsatzes |

241 Erger Schitt des Algorithmus (blaue Knoter)

S8 G=(V,E,a,w,y) éin Graph mit Abbiegeverboten T ={t..t,}. Wir konstruieren
dine verbotsreie Erweiterung G = (V, E, &, @, 7). E, it dieMenge aller Kanten, von
welchen aus ein Abbiegeverbot beginnt : E, :={ el E| It (T t = (e,€) nit €01 E}
DieKanten aus E, Snd dieroten Kanten, dieKanten aus E\ E, sind dieschwarzen Kanten.

Zu jeder Kante eaus E, defirieren wir einen neven Knoten 7, [V (blaver Knoten).
der erzeugenden (roten) Kante aus E, wird dieser Knoten als Endknoten zugewiesen :

a@=al e

V=vio Y
o,

%
damitist [V [=IV |+]E,] 0 o(n+m) @) ®@

2.4.4 Beispielgraph I

Ui Schritte. rerwenden wir folgenden
Beispielgraph:V ={v,,..v,}, E wiein der Zeichnung vermerkt,
L CEEDACRERACHEDICREN)]

E ={ea el




2.4.4 Beispielgraph nach der Knotenverdopplung |

Jeder Endknoten einer Kanteaus E, wird verdoppelt.
Der entsprechenden Kante aus E, wird dieser Knoten
als Endknoten zugewiesen.

B ={e8q8)

View ={Vis Vo, Vo', V', V')

2.45 Das zweite Problembeispiel der Methode des Ziehens neuer Kanten |

2.4.8 Klassifikation der Kanten durch Anfangs und Endknoten I

eDE\E, o eisgschwaz - @(€)0V a(@0V
elE, o eistrot - @@V aenv
e0E,N(e)0E\E, -« eistgrin - aEov aeov
eist blau - @0V eV

eDENEDE, -

2.4.4 Die Verbindung mit den erlaubten Richtungen |

Von den neuen Knoten aus werden nur die Kanten
gezogen, welchenicht verboten sind. Liegt die

entsprechende Kantein E,, so wird die neue Kante
mit dem neuen Knoten verbunden.

E ={e.eq8s}
E=ED{€1,82:8.0 82848}

Via =V V6, %',V Vs }

©

2.4.6 Der Beweisiiberblick |

o Grundidee: Die Kanten werden durch ihren Anfangsknoten
Kiassifiziert (2.4.8)

ie: Die Grapl
Ausgangsgraphen (2.4.9)

. i Die im erweiterten Graphen
kiirzesten Wege sind die kiirzesten Wege im Ausgangsgraphen
unter Beriicksichtigung der Abbiegeverbote (2.4.10 und 2.4.11).

Minimalitét: Im erweiterten Graph darf keine Kante NIV
weggelassen werden (2.4.12) ~ -

_— . aa

2.4.8 mogliche Knoten / Kantenfolgen in G |

Startkantenfarbe schwarzes und blaues Level

ca OO @ @O0
v OO0 O—O—0
@0 @ @O O

Sei eeinegriine oder schwarzeKante, dann gilt M(e) JE\E,.
Sei eeineroteoder blaue Kante, danngilt M(e) J E,.

2.4.5 Erstes Problembeispiel der Methode des Ziehens neuer Kanten |

D0

@

T={(ese) (a0}

2.4.7 Die Definition der kanonischen Projektionen |

Sei G = (V, E) ein Graph mit Abbiegeverboten T und G = (V, E) dessen Erweiterung,
dann defirieren wir die Projektionen M wiefolgt :

v falsvOV (schwarzer Kroten)
@e) fallsv=v, 0V von ellE, erzeut (blauer Knoten) wurde

H,(v)::{

n,© {e fallsel1E (schwarze oder roteKante)
J(0)= ; .

¢ falselEvonellN, (e [1E,) erzeugt (blaueoder grine Kante) wurde
Mit dieser Definition sind 1, und 1, surjektiv und erfiilen damit die Bedingung (VE1).

‘Wenn klar ist welche Projektion gemeint ist, schreiben wir auch M statt M, bzw.M, .

_— . aa

2.4.9 Die Homomorphie (1.Teil: schwarze und rote Kanten) I

Sei G = (V, E) ein Graph mit Abbiegeverboten T und G = (V/, E) dessen Erweiterung,
dann gilt: a(M,(€)) =M, (@(e)) und (,(&)) =M, (@(e)) (dehe231).

Beweis:

Sd e[1E, dan gilt (schwarze oder roteKante) :

v,3) a(N,@=a( (Defintionvonrl,)
=N,@@) @@©0v)

analoges gilt fir w, fallse(1E, dso falseschwarz ist.

Sei elE, (rot), dann gilt:

(%3) @, @)=we)  (Definitionvonr,)
=M,@) (Definitionvon,)
=n,(@e) (mit24.1)




2.4.9 Die Homomorphie (2. Teil: griine Kanten)

Sd 80EvonelIN,, ellE, erzeugt, dam gilt: &ist griin und
v,2) a(N,@)=a(e)  (Definitionvon M, und & erzeugt &)
=we)  (eeisdnWeg
nach Defirition von N,)
=M,(,) (DefinionvonM,; elE,)
=N,(@(&)) (Definitionvon &)

V3) @, @)=we) (Defiritionvon M, und e erzeugt &)
=N,(@e)) (€UE\E, (shwarz)
und Defiition von @)
=N,(@@) (242

2.4.10 Jeder, nicht verbotene Weg besitzt ein Aquivalent (VE 2) I

S6i G = (V, E) ein Graph mit Abbiegeverboten T und G = (V, E) dessen Enweiterung
damn gilt: Zu jedem erlaubten Wegw:= (e, ., ,) mit (§,6.,)0T (1=1.. n-1) inG
existient éinWeg W:= (&, &) inGmit N(§)=¢ firi=1.n und a(e)OV.

Beweis: Wir konstruieren den Weg #: Sei € (w
1. Fall :Sei §., schwarz oder grln oder i =21, denn definieren wir & =g
§ ist damit schwarz oder grn, esgilt M(§) = ¢ und esgilt :
@(§.)=a(e,)  nech Definition von &
=a(e)  w istenWeg
=a(8)  nach Definition von & .

2.Fall:Sei §, blau oder rot, dann glt -, [1E, und g ist (well (g.,.) ) alsElementvon N, |
Verdoppelt worden ~ dieses Duplikat heisse & Wir definieren & -
Esglt:M(8)=g (247) ud
(8 nech Defiition von &

( ), (242 4@—

2.4.13 Die Verbesserung von Lewandowski (6.07.2004) |

Sdiene, e, 0, &(e) = a(e) ind N, =N, , dam komen dieKnoten 7, und 7,
Zusammenge fasst werd en, und damit misssen dieKanten aus N, =N, nur
&in mal verdoppelt werden.

ofs  oPs g%
°\\§f’

2.4.9 Die Homomorphie (3. Teil — blaue Kanten)

Se @EvonellN,, elJE, erzeugt, dann gilt: €ist blauund

(%)  a,@)=a(e) (Définitionvon 1,
und € erzeugt €)
=afe) (e,€'ist éinWeg,

nech Defirition von N,)
=M,(v)  (Definitionvon )
=N,@@) (Definitionvon )

(v,3) @, @) =we) (Definitionvon 1,
und € erzeugt €)
=M,(v,)  (Definitionvon T, und v,)
=M,(@e)) (Definitionvony,)
=N,(@@) (242

2.4.11 Kein Weg in G enthalt Abbiegeverbot (VE 3) |

Sei G = (V, E) ein Graph mit Abbiegeverboten T und G = (V, E) dessen Erweiterung
.,&)enWeginG, dam gilt w:= (N(&),..,N(&))
ist ein Weg in G, der kein Abbiegever bot enthét.

Beweis: Sei Wein beliebiger Wegin G, und sei § i =2..ngewshit, dann gilt :

@N@isenWeg:  wN(E.)=N(@E,) Homomorphie
=N@@))  (WiseinWeg)
=a(N(8)  Homomorphie

(2) Annahme : () enthait ein Abbiegeverbot (e, ,,6) (T, dam gilt :
g, ist blau oder rot und 3§ ,) =¥, , . Mit 2.4.8ist & blau oder griin und
ist nach 2.4.2 von einer Kante erzeugt wordenin die von g_, aus abgebogen
werden darf (Widerspruch zu (g_,,€)1T).

2.5 k-kiirzeste Wege mit dem Algorithmus von Azevedo |
251 Definitionfir k- kiirzeste Wege

Gegebensei ein Graph G :=(V.E, &, @, y) sowieeinStartknoten s und ein Zielknotenz.
EinWegwheifit zyKlentrei: - kein Knotenkommt inwmehrfach vor.

ssw |-t

EinWegw, heifitkirzester Weg vonsnachz: = y(w) = y(w) fir allew [ W
(dieseristi.A. nicht eindeutig). Sei w;, (W fest gewait,

dann heifit w, Zeeitkiirzester Weg vonsnach z: - y(w) 2 y(w,)fir allew 0 W\{w}.
EinWeg heifitk - kiirzeer Weg vonsnachz: = y(w) y(w) firrallew 0 W\{w..w_}.

2.4.9 Der erweiterte Graph ist homomorph zu G

FiraleeDE gilt:  a(M,(e)) = M,(&(e) unda(N,()) =M, (@(e)
nach 2.1.2 ist alsoG homomorph zuG.

2.4.12 Die Minimalitat |
Zu jedem &[] E existiert ein erlaubter Weg
Eigenschaft, dassalleWege W= (&, ., &) in G, mit M(&) = und
© a@@ov, dieKante& enthalten.

Beweis: Sei a”(v) dieAnzahl der Abbiegeverbote (e, e,), mit c(e) = v (Anzahl der
noten v). Nach Konstruktion gilt

ote Kante und bis zu a™(cx(e)) blave K. fallsel1E,
eineschwarze Kante und und biszua” (a(e)) griine Kanten fallse I E,

€,...€)inG mit der

DleMengeFI‘(e):{

1.Fall : Sei & schwarz oder rot, dann defirieren wir w= e, dann gilt mit oben
n(e)n{&0E1#@) 0V } ={¢ und damitist einelementio.

2.Fell:Sei & =8, blau oder griin, dann wurde &, von einer Kante 7] E, erzeugt),
dannist (¢,&) 1T ein (erlaubter) Weg mit &(€') [1V und mit obenist dieKante eindeutig.

b gRbE: Suchen S fur e

252 Zweitkiirzeste Wege in einem Graphen - (einfiihrende Beispiele) |

‘o e ‘o e oo
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Gesuchtist der zweitkiirzeste Weg von s nach z
Dijkstra ist dem Problem zweit kiirzester Wege nicht gewachsen
o Algorithmus oder Graphveranderung ist notwendig $




2.5.3 Algorithmus von Azevedo (1990) modifiziert von Schmid I

Statisches Verfahren (verandert nur den Graph —
nicht aber den kilrzeste Wege- Algorithmus)
Azevedo verwendet die Methode Pathdeletion g

(Wegeverbote). /

1. Erschaffe einen neuen Startknoten und einen
neuen Zielknoten (spater).
2. Verdopple den kiirzesten Weg ohne erste und °

letzte Kante bzw. Knoten. (Wegeverdopplung)
Weise der ersten Kante einen neuen Endknoten .\.
LY

2u. (Umleitung)
Ziehe alle Kanten (iber die der kilrzeste Weg
verlassen werden kann. (Verbindung mit dem
Ausgangsgraphen)

2.5.5 Beispiel flr zweitkiirzesten Weg mit Schlinge |

o Der zweitkiirzeste Weg ist nicht der vermutete (griine) Weg, sondern
der rote Weg, der sich vom kiirzesten Weg nur durch eine Schiinge
unterscheidet.

2.5.7 Aufwand des Verfahrens von Azevedo |

Der kiirzesteWegzwischen 2 K notenkann maximal V| = n K notenundn —1Kanten
beinhalten. DieAnzah, der vomkilrzestenWeg wegweiserten Kantenist

meximal |E| ~2 = m—2. Damitist dieAnzahl der neu erschaffenen Elementemaximal
n Knotenund m—2 Kanten. Der Platzbedarf kannsich alsofast verdoppeln.

Der Aufwand, den zweit- kilrzestenWegzu berechnen,
g desDijkstra-
mal solangedauiem wiedie Berechnung des kirzesten Weges. =
Aufwand = DijksiraG) + Erweiterurg + Dijkstra(G,.,)
=0(m+nlogn) +O(m-+n) +O(m+nogn) =O(m+nogn)
Damitist Azevedo=0(m+n(logn) < Hoffman=0(?)
(fallsmOO(n?)) <Pollack=0(n (n+m) ogn)

I o Lange des roten Weges = 6 < 8 = Lange des grinen Weges I I
2.5.4 Beispiel fur den modifizierten Algorithmus von Azevedo | 2.5.6 Der erste Schritt | 2.5.8 Drittkiirzeste Wege nach Azevedo |
e Erschaffe einen neuen Startknoten und einen neuen Zielknoten. Berechne den
O kiirzestenWeg w; undden zweitkiirzesten Wegw, = (¢, .. €7 ). Der gemeinsame
Der Algorithmus von Azevedo kann in dieser Form einen 9 o )
e e vt same Q 5 maximaleAnfangsweg (¢} = €, € =€, ... & =€) muBnicht verdoppelt werden.
Schlinge - (alter) kiirzester Weg oder Eswerdennur dieKanten(e?,, .. €7 ,) 6rigen Knoten
alter) kiirzester Weg — Schlinge nicht erkennen.
(aten d g ° Verdoppelt. Die Kantee?, tber dieder KiirzesteWeg verlassen wird, bekommt
Losung: &nen neuen
L 4 Encknoten.Ziche lle
o Erschaffe einen neuen Startknoten und einen neuen E——
anten tber diew,

o Der kiirzeste Weg st nicht mehr begehbar. Der zweit und
dritkiirzeste Weg sind noch méglich. 4@_

Zielknoten 'Y

Verbinde den neuen Startknoten mit dem alten

Startknoten durch eine Kante der Lange 0.

* Verbinde den alten Zielknoten mit dem neuen
Zielknoten durch eine Kante der Lange 0.

. . aa

verlassen werden kann.

2.5.4 Der zweitkiirzeste Weg von 1 nach 4 |

Der verdoppelte Weg st blau
Die Verbindung mit dem
Ausgangsyy aphen grin.
DieKarten (2,5) und (5 4)
werden nicht gezogen. Die Kante
(1.2) wir zur Kante (1,2).

Beispiel fir einen erweiterten Graphen incl. 1 Schritt |

o e
(o . o ‘o oo
. ¢ o o e o o °
1
. L ® ¢ o o0
. o o o o o o .
° d O &
(e} o
Der zweitkiirzeste Weg (orange) beinhaltet die Schiinge beim Startknoten I

2.5.8 Drittkiirzeste Wege nach Azevedo |




2.5.9 k - kiirzeste Wege nach Azevedo |

Berechnungdesk +1 kiirzesten Weges:
Erschaffeeinen neuen Startknoten und einen neuen Zielknoten. Berechnedie
k- kiirzestenWegw, .., w, (mitw; (g, ...&, )). Der gemeinsamemaximale
Anfangsweg (¢] = €, & =€, ... & =€) mitl <k, j maximal, muBnicht
verdoppelt werden. Eswerden nur dieKanten(ef,,, .. ,e’f“) unddie

dazugehtrigen Knoten verdoppelt. Die Kantee, tber diew verlassen

wird, bekommt einen neuen Endknoten Ziehealle Kanten tiber diew,
verlassen werden kann.
Aufwand = Dijkstra(G) + Erw. + Dijkstra(2[G) + Erw. +... + Dijkstra(k [G)

:[iou {m+n(logn)) +O(m+ n)]—o(mm)
e

25.12 Der Algorithmus von Hoffman & Pavley

Berechnungaller kiirzesten Wegezum Zielknoten hin.
Derkir &,..,6,) vomStart zumZi
damit ebenfalls berechnet.

Nimm von jedem Anfangsknoten jeder Kanteg des
kilrzestenWegesjede Kantee # ¢ mit a(e) = a(g)
und berechneden zweitkiirzesten Weg as

minmin{d(safe) fe)+ o)) | mita(e)= ale)

Der zweitk(irzeste Wegist also
(61-18,1,€) + kiirzesterWeg von afe) nach z.

2.6.2 Kanten mussen evtl. mehrfach befahren werden |

Beim Fahren von v: nach v. muss die Kante e mehrfach befahren
werden

Danitliegt der Aufwand bei O(k? [{m +n [logn)). i‘ ) ‘@_ i‘ B
2.5.10 Der schlimmste Fall | 2.6 (Kurzeste) Wege in Graphen mit Wegeverboten | 2.6.3 Reduktion, Klassenbildung und Anfangswege |
Gegebensei ein Graph, der nur auseinem Zyklusbesteht. Der k - kiirzesteWeg ExistierenWegeverbde p, p' mit pist Teilwegvon p’, so mu

vonsnach zergibt { d den dasgroBereWegeverbd p' nicht mehrbetrachtetwerden.

k-1maligen Durchlaufen deskompletten Graphen.

HE

Reduktion auf relevante und
(26.3)

o Die Wegeverdopplung (2.6.4)

e Der Wegebaum (2.6.5)

o Verbinden der Wege mit dem
(26.7)

Verbinden der gesplitteten Wege untereinander (2.6.9)

Die ersteKante von p hat eine wichtige Bedeutung.

Aquivalenzlassenbitlung: pOp « &=§

FurwOW und pOPmitg =g sei
a=aga(p,w)=max{k|§ =q furi=1..k}
die Anzahl der gemeinsamen Anfangskanten
vonwund p. pheilt Anfangsweg vonw.

pheiRtein maximaler Anfangsweg
wennaga(p,w)=max{ aga(p,w)| pOP}.

2.5.11 Beweistberblick des Algorithmus von Azevedo |

o Jeder Weg im erweiterten Graphen ist auch ein Weg im :
Ausgangsgraphen (die zeigt man tber kanonische O
Projektionen = inverse Abbildung der Wegeverdopplung).

o Alle Wege (auBer Wegen, die die k-kiirzesten Wege enthalten) im
Ausgangsgraphen, sind auch Wege im erweiteten Graphen (man
konstruiert den Verlauf eines gegebenen Weges im erweiterten
Graph).

Genau die k-kiirzesten Wege sind verboten.

2.6.1 Definition Wegeverbot

Eine Kantenfolge w:= (g,,...6, ) heiRt Weg, wenn afg ) = ale.,) i =
Ein Weg p:=(g,...€,)heilt Wegeverbot, wenn die Sequenz (g,...&,)

.n-1

inkeinem Wegvorkommendarf. P ist die Menge aller Wegeverbote.

Autobahn o °

Vaihingen

% Universitét
Schattenring

p=(e. 6z 8)
@

4@_

2.6.4 Die Wegeverdopplung |

Idee: Erste Kante eines Wegeverbotes umleiten, um dann den
letzten Schritt zu verbieten.
Wir betrachten ein Wegeverbot: p:=(e,..,e,).

e,
Voa Vot
Verdoppledie Knoten und Kanten von p e, | e,
ohneerstes und letztes Element :
Knoten:vf,...,vP,, Kanten: €f,...,e?,.
Weisee, einen neuen Endknoten zu: afg)): o & "1\[
& y

Die kanonische Projektion weist Duplikaten
ihreOriginale zu: M(e?)=¢




2.6.5 Der Wegebaum |
Wir betrachten schrittwei se jedes Wegeverbot p.
Wenn bereits Wegeverbote aus [p] gesplittet wurden,
somuB p nicht von Anfang an gesplittet werden.

Sei p'i= (€, .., €,) der maximale Anfangsweg
von p inder Mengealler Wegeverbote,

die bereits bearbeitet wurden. DieAnzahl
der gemeinsamen Anfangskantensei q.

Wir verdoppeln die Elemente desWege-
verbotes p erst ab Kanteq+1und héngen diese
an den maximalen Anfangsweg an:

2.6.8 Lésung des einfiihrenden Beispiels |

Q® Qo @
@ @

/

@O

&
S
OO

Das Wegeverbot

2.6.10 Beispiel nach der Wegeverdopplung |
PLi=8 € 84 Bs (=)
erzeugt

® @
die Kanten e, ; € 4
und die Knoten 0 o @ e @

Vy Vg Vg ’

e,5 und v, werden

nicht gesplittet. o
Der Kante e, wird ’

i dki
e O N O IO L IO O)
Aej‘z):: Va @_

2.6.6 Endwege |

WheiRt Endweg von w, wenn ein Index g = 0 W

2.6.9 Die Verbindung mit den gesplitteten Wegen |

Zu jeder Kante&mit a(8) = cg ) betrachten wir

2.6.10 Beispiel nach der Wegeverdopplung |

pooB
’o) n-g=2 ) .
existiert, so da €, =8 fir1<i<n-g. wieder den Weg[Wi=(g, .. €,8). e o ® ® @
Wheginnt innerhalb von w verlauft dann e =¢:8 2.Fall : Esgibt Wegeverbote p', die Endwege @ o
L " < -
gleich bis zum Ende von w geht dann vonwsind mit p'0[p], undsei p der maximale o @ @
eventuell noch weiter. €,=8=8 q=4 dieser Endwegemit § =& & ’
e’
n-qist die Anzahl der gemeinsamen Uber die Kantenfol ge(g, &) kann p verlassen 0 0 @—®
Gsleartzm o= 4=2 werden, wenn u.a. pweiterhin beachtet wird. Zu J ’
: jedem dieser Kan tenpaare definieren wir eine neue 2
Ein Endweg Wheift meximal Kaue mit a(ef’( *’)::\4",4(&"“”):: v undn(af’(‘*'):=é‘, X ®4®
wenn n-§ maximalist. w ‘w" =n . . N " LY
welche die gesplittet en Wege von p und p verbindet . . I I
2.6.7 Die Verbindung mit dem Ausgangsgraphen | 2.6.10 Beispiel fur eine Grapherweiterung | Beispiel nach der Verbindung mit dem Ausgangsgraphen |

Zu jeder Kante@ mit a(€) = «.( ) betrachten wir den Wegw:3 (g;,...6 8),
der mit der gleichen Kante (e,) beginnt wie p, ein Stiick
parallel verlauft und p Uber die Kante & verl &t

1.Fall: Esgibtkein p',das Endweg vonw ist.

Uber dieK (8,8 kann pot
Beachtung von Verboten verlassen werden. Zu jedem
dieser K, ini wir eif ante

mit a():= V7, afe.):= @) und (et \
das Duplikat von p mit dem Ausgangsgr aphen verbindet.
Die Kanteé kann mehrfach gesplittet werden. $

Gegeben sei ein Graph G mit
denKnoteny,,..,v;, ,den Kanten
€2€384 6586 &7 & %o S0
und den Wegeverboten
P=€,6;36,8€s,
P2 €58, €6 &7
Ps =654 €6 € G0 -

. : aa

P3 =€ €46 &5 G0

kann tber die drei o
Kombinationen

(ere @1s) s &) ®
(80 80)

ohne Beachtung von
Verboten verlassen
werden.

WME%,A e4,5): (elp3 e«s) - el,e“ 4@_




Beispiel nach der Verbindung der gesplitteten Wege |

=6, &6, 8 kann
e e (D) —(®)
..
werden, wenn p, und p, &5
weiterhin beachtet werden.
Sue ® @ O®

&3 &4 G5 &7
Ga Gs s G

P, und p, sind Endwege von w. e
p, istmaximaler Endweg,
deshalb wird die Erweiterung

mit p, verbunden. e
(e euc)=le o) ~ ei® )

2.6.11 Das Hauserblockbeispiel mit verdoppeltem Weg |
Zuerst wird wieder das Wegeverbot
verdoppelt. Der verdoppelte Weg ist
griin dargestell t.

Uber die Kmlmpmve(ef‘. %_5), (g" ,%E),
(e2...) und (¢£.e,,) kann pone
Beachtung weiterer Wegeverbote
‘wieder verlassen werden.

Deshalb werden die Kanten
€5:€,8 5 unde;,

(blau) gezogen.

- . aa

2.6.11 Beispiel mit selbstiiberlappendem Wegeverbot |

Gegeben sei éin Graph G mit den Knoten v, ..., v, und den

Kanten €, €, 8,5 € €, & &, und dem Wegeverbot
1,2,34,1,2,3 4,1,2,5. Dasbedeutet, daRdaszwei oder mehrmalige
Umfahren Hauserblocks1, 2, 3, 4 und das anschlie?ende Abbiegen
nach 5 verboten ist.

O OO0

2.6.11 Wegegraph des Hauserblockbeispiels |
Der Weg w:=12341234123
besitzt das Wegeverbot p
2wei Mal als Endweg :

w= 1234 1234 123
2 2 1))
im oberen Fall mit 6im unteren Fall
i e e 0549,

Deshalb wird zum paa(e;.pg):(eu.ea)

eine neue Kante ef definiert und
S0 2" mit 3" verbunden.

2.6.11 Das Hauserblockbeispiel mit verdoppeltem Weg |

OO, O
O &6

O—E
—@—@
@

2.7 Beweistberblick |

* Grundidee: Klassifikation der Kanten durch Ihre Anfangs- und
Endknoten.

o Church-Rosser Eigenschaft (Konfluenz): Der Wegegraph ist
i der

von der
unabhéngig.

. ie: Die sind surjektiv und
inzidenzerhaltend.

o Wegeaquivalenz: Die moglichen Wege des Wegegraphen sind
genau die erlaubten Wege im Ausgangsgraphen.

o Minimalitat: Vom Wegegraph darf keine Kante oder Knoten
weggelassen werden. ¥

_— . aa

2.7.1 Zusammenfassung und Ausblick

. i ischer und statischer
Kirzester Wege in Graphen mit Abbiegeverboten.
o Enweiterung eines statischen Algorithmus auf Wegeverbote.

o Der entwickelte Algorithmus (2.6) stellt eine Verbesserung des
Algorithmus von Azevedo zur Berechnung k-kiirzester Wege (2.5) dar.
Der vorgestellte Algorithmus kann mit den aktuellen Methoden zur
Routenplanung kombiniert werden.

Ubertragung des Verfahrens auf andere Bereiche wie z.B. Logistik.

Reduktion der Wegeverbote durch schrittweises
Betrachten. Derzeit werden alle Wegeverbote auf
einmal betrachtet.

. i eines
Algorithmus auf Wegeverbote.




