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Definition 5.4.1:

Essal a eine Zahl aus dem reellen Intervall (0, ¥2]. Ein
Knoten u e nes Binarbaums hei (3 a-gewichtsbal anciert,
wenn gilt

q < |VUB|inks| +1

< <l-a
|VUBIinksl t |VUBrechts| +2

|VUB|inks| +1
|VUBIinksl T |VUBrechts| +2

nennt man auch die Gewichts- oder Wurzelbalance von u.

Den Ausdruck ((u) =

Die Anzahlen der Knoten in den Unterbaumen werden hier
jewellsum 1 erhont, weil die Unterbaume leer sein konnen.
Wenn ein Knoten a-gewichtsbalanciert issund0<a'<a <%
gilt, dann ist der Knoten auch a'-gewichtsbalanciert.
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Fir das Folgende beachten Sie, dass hier "HOhe" und "Tiefe"
synonym verwendet werden (5.2.4). T bezeichnet die Tiefe.

Definition 5.4.5:

Ein bindrer Baum heif3t AVL-Baum (oder hdhenbal ancierter
Baum), wenn fur jeden Knoten u gilt:
T (UBecnte) - T (UBjine) =
("HOhe" des rechten Unterbaumsvon u -

"Hohe" des linken Unterbaumsvonu) 0{-1, 0, 1},
d.h., fur jeden Knoten unterscheiden sich die Hohen (= Tiefen)
seiner Unterbaume hochstens um 1.

T (UB,eerie) - T (UByire) heifdt auch der Balancefaktor von u.

AV L-Baume wurden benannt nach ithren beiden Erfindern
Adelson-Velski und Landis.




Aufgabe 1: (AVL-Biiume teilweise ehemalige Klausuraufgabe)

Ein AVL-Baum ist ein bindrer Suchbaum, in dem sich fiir jeden Knoten p die Hohe
der beiden Teilbdume von p um hochstens 1 unterscheidet. Solche Baume heil3en
hohenbalanciert.

a) Fiigen Sie folgende Schliissel in der angegebenen Reihenfolge in einen AVL-Baum
ein: S=(45;25;15;13;12; 11; 8; 7; 50; 53; 35; 63; 52; 67, 9; 10)

Geben Sie dabei bei jedem Einfiigeschritt den entstandenen Baum sowie die
angewandten Rotationen an.

b) Geben Sie fiir den AVL-Baum an, in welcher Reithenfolge die Schliissel
moglicherweise eingefiigt wurden, wenn man davon ausgeht, dass keine Rotationen
zur Rebalancierung notwendig waren.
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c) Loschen Sie aus dem obigen Baum sukzessiv die Schliisselwerte 16, 30, 40 und 11.
Geben wieder nach jedem Loschvorgang den entstandenen Baum sowie die benutzten
Rotationen an.

d) Fiigen Sie sukzessiv die Schliissel 10, 20. 30, 40, 50, 60 und 70 in einen anfangs
leeren AVL-Baum ein. LLoschen Sie sukzessiv die Schliissel 10, 20 und 40 aus dem
Baum.

e) Bauen Sie sukzessive aus folgenden Schliisseln emnen AVL-Baum auf:
4,5,7,2,1.3,6

f) Fiigen Sie in einen anfangs leeren AVL-Baum nacheinander die Monatsnamen ein.
Gehen Sie von einer lexikographischen Ordnung aus.
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Aufgabe 2 (Hohe von AVL-Baumen)

a) Gegeben sei ein AVL-Baum mit 10 ° Knoten, die vollstandig 1m Hauptspeicher
Platz finden, und mit einer Verarbeitungszeit von 10 *° Sekunden pro Vergleich. Wie
lang dauvert die erfolgreiche Suche nach emem Schliissel 1m schlechtesten Fall?

b) Geben Sie emnen AVL-Baum der Hohe 5 an, der moglichst wenig Knoten besitzt.
c) Zeichnen Sie einen AVL-Baum mit Tiefe 4, be1 dem der rechte Teilbaum der

Wurzel moéglichst wenige Knoten enthélt und der linke moglichst viele. Wie grof3 1st
der Unterschied in der Anzahl der Knoten?

d) Ist emn AVL-Baum auch a-gewichtsbalanciert oder uimngekehrt?
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Fibonaccibaume AVL-Baume maximaler Hohe I
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Aufgabe 3 (AVL-Biume - ehemalige Klausuraufgabe)

Gegeben se1 folgender AVL-Baum direkt nach dem Einfiigen eines neuen Elements:

Ist die AVL-Eigenschaft in diesem
Baum verletzt? Falls ja, fithren Sie die
notwendigen Mallnahmen durch, um die
AVL-Bedingung wieder herzustellen,
und zeichnen Sie den Baum in seinem
korrigierten Zustand.

Fiihren Sie danach folgende Operationen in diesem AVL-Baum in der angegebenen
Rethenfolge durch und zeichnen Sie den Baum nach jeder Operation. Achten Sie
darauf, dass die AVL- Eigenschaft immer erhalten bleibt.

a) Fiigen Sie 19 in den AVL-Baum ein.

b) Fiigen Sie 7 in den AVL-Baum ein.

c) Loschen Sie 22 aus dem AVL-Baum.

d) Fiigen Sie 13 in den AVL-Baum ein.




Aufgabe 4 (Loschen in AVL-Biiumen)
Gegeben se1 folgender AVL — Baum:

VAN
VANWAN
VAN

1

Loschen Sie aus dem Baum sukzessive die folgenden Schliissel: 4, 8, 6, 5, 2
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Definition B-Baume I

Definition 3.2.5.2:

Essal m = 2 (tellweise verwenden wir auch m=1) eine
natlrliche Zahl. Ein geordneter nicht-leerer Baum, in dem
jeder Knoten eine sortierte Folge von Schllisseln aus einer
geordneten Menge enthalt, heil3t

B-Baum der Ordnung m, wenn fUr alle Knoten gilt:

1. Jeder Knoten enthalt hochstens 2m Schllissdl.

2. Die Wurzel enthdt mindestens elnen Schitissel.

3. Jeder andere Knoten enthalt mindestens m Schllissel.

4. Ein Knoten mit k Schltsseln besitzt entweder genau k+1 Kinder
oder kein Kind.

5. Alle Blétter (=Knoten ohne Kinder) besitzen das gleiche Levd.

6. B erflllt die verallgemeinerte Suchbaumel genschaft.
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Einfligen in B-Baumen

Beim Einflgen ermittelt man zunachst das Blatt, in das der neue
Schlussel s einzutragen ist. Befinden sich weniger als 2m Schlissdl in
diesem Blatt, so flige man den neuen Schllissel s sortiert ein.

Anderenfalls liegt ein Uberlauf im Knoten vor und das Blatt muss in
zwel Blatter mit je m Schlisseln aufgespalten werden, wobei der
mittelste der 2m+1 Schllssel an den Elternknoten weitergereicht und
dort eingetragen wird. Eventuell muss nun auch der Eltern-knoten
aufgespalten werden usw. Hierbel kann von unten nach oben ein
Aufspalten bis zur Wurzel hin erfolgen.

Wird die Wurzel aufgespalten, so wird eine neue Wurzel mit genau
einem Schltssel erzeugt. Der Aufwand ist wie bel der Suche, jedoch
muss ggf. der Pfad bis zur Wurzel zurtickverfolgt werden. Hinzu kommt
das Einsortieren der Schlissel in die Knoten.

FIK
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Aufgabe 5: (AVL Baume)

a) Geben Sie den AVL-Baum an, der durch Einfiigen der Schliissel 1; 2; 1; 9; 12;
11; 9;: 10; 3; 4; 5 in einen leeren Baum entsteht.

b) Gibt es zu jedem AVL-Baum T eine Einfiigereihenfolge der Schliissel, die zu
diesem Baum fiihrt, ohne dass Rotationen stattfinden? Falls ja, geben Sie einen
Beweis an, andernfalls ein Gegenbeispiel.

Aufgabe 6: (AVL Bédume)
Fiigen Sie die Monatsnamen nacheinander in einen lexikographisch geordneten,

anfangs leeren AVL-Baum ein. Wenn immer eine Rebalancierung notwendig ist,
zeichnen Sie den Baum.

Aufgabe 7 (Einfiigen eines Knotens in einen B-Baum)
Gegeben ist folgender B-Baum der Ordnung 1.

1 3 6 T 15

Fiigen Sie den Schliissel 14 ein, und strukturieren Sie den Baum ggf. um. Zeichnen
und erklédren Sie die einzelnen Schritte des Einfiigens.
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Loschen in B-Baumen

Beim Loschen wird zunéchst der Knoten, in dem der gesuchte
Schlissel s steht, ermittelt. Ist dieser Knoten kein Blatt, so
wird der Schltssel s durch seinen Inorder-Nachfolger s' ersetzt
(Erinnerung: wie findet man diesen?). Da der Inorder-Nach-
folger in einem Blatt steht, muss nun dieser Schltssel s Im
Blatt gel 6scht werden.

Fall 1. Besitzt das Blatt mindestens m+1 Schltssel, so wird
der Schlussel s gelGscht und man ist fertig.

Fall 2: Besitzt das Blatt genau m Schitissel "esliegt hier
ein "Unterlauf" vor), so pruft man, ob ein Geschwister-
knoten mit mindestens m+1 Schltsseln existiert. Ist dies
der Fall, so fuhrt man einen Ausgleich unter Verwendung
des zugehorigen Schitissels des Elternknotens durch.
Hierbel genigt eine Verschiebung von 2 Schitissaln.
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Loschen in B-Baumen (2 Tell) I

Genauer: Das Blatt besitzt m Schlissel und mindestens ein
Geschwisterknoten besitzt mindestens m+1 Schliissel. Dann
wird der zugehdrige Schiissel des Elternknotens in das Blatt
geschoben und an seine Stelle wird der nachstgel egene
Schlissel aus dem Geschwisterknoten gesetzt. Skizze:

W ! | |

Geschwis- In diesem In diesem
terknoten Blatt sind Blatt sind nun
mitk > m m Schl lissel > m Schl lisseal I
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Aufgabe 8 (Autbau von B-Biumen)

a) Fligen Sie die Folge 1;2;3;4;15;14;7;8;9; 12; 11 in dieser Reihenfolge in einen
anfangs leeren B-Baum der Ordnung 2ein. Zeichnen Sie den B-Baum jeweils nach
dem Einfiigen emes Elements.

b) Zeichnen Sie einen B-Baum der Ordnung 1, in den die Folge

1: 3:5:6:7:8:9: 10: 11:12: 13: 14: 15: 16
in aufsteigend - sortierter Reihenfolge eingefiigt wird. Was beobachten Sie beim
Einfiigen?

Aufgabe 9 (Loschen in B-Biumen)
Gegeben ist folgender B-Baum

E L & 7T

///\\

A C J UV

a) Welche Ordnung hat der Baum? Was 1st die minimale und maximale Schliisselzahl
be1 dieser Ordnung?
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b) Zeigen Sie die Ergebnisse der Delete - Operationen fiir die Schliissel C, P und V
(in dieser Reihenfolge).

Aufgabe 10 (H6he in B-Bdumen)

Bei einem B-Baum vom Grad m haben die Knoten zwischen m und 2m Elemente; die

Wurzel hat zwischen 1 und 2m Elemente. Alle Blatter haben gleiche Tiefe.

Zeigen Sie, dass in emmem B-Baum vom Grad m bei emner Zahl von 7 Knoten die

Hohe /7 immer begrenzt 1st durch h <1 i lo g (ni—l )
— (mt+1)\ <

Berechnen Sie damit die maximale Hohe eines B-Baumes vom Grad 128 fiir eine

Million bzw. emne Milliarde Knoten.

Aufgabe 11 (Eigenschaften von B-Biumen)

Gegeben 1st folgende Schliisselmenge: { 1,3,5,6,7, 12, 15}

a) Welche minimale Héhe hat ein B-Baum der Ordnung m=1, der diese Schliissel
speichert?

b) Gibt es eme groflere Schliisselmenge, fiir die die mimimale B- Baum -Héhe
denselben Wert wie unter a) hat?

¢) Welche maximale Hohe hat ein B - Baum der Ordnung m=1, der diese Schliissel
speichert?
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Aufgabe 12 (Operationen auf B-Bidumen)

i 30 e
" -
/// 8 5\\ // 56 70 \\
I 3 19 20 22 23 27 28 44 46 58 61 72 74

Fithren Sie die folgenden Operationen jeweils auf dem gegebenen B-Baum der
Ordnung m = 2 durch.

a) Einfiigen von 24

b) Loschen von 44

Aufgabe 13 (Autbau von B-Biumen)

a) Konstruieren Sie einen (zu Beginn leeren) B-Baum der Ordnung 2 durch Einfiigen

der folgenden Schliissel:

48, 23,35,66,7,3,71,12,55,2,1,9,10,25,39,42, 91, 84, 74.

b) Loschen Sie in dem entstandenen B-Baum folgende Schliissel:

35,9,55,84,91, 23,12 ,7, 10, 3, 25,39, 1 ,2,71.
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Aufgabe 14: (B-Biume — ehemalige Klausuraufgabe)

40
.---""' B
9 1‘3 25 3‘5"\ 50, 60
4 5 16 17 18 6 37 41 45 52 54 65 67 71

Welche Ordnung hat der gegebene B-Baum? Fithren Sie die Operationen ,Einfiigen

von 29’ und ,Loschen von 41’ durch (9P).
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