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Ziele des 10. Kapitels

Um Dinge schneller wiederfinden zu kdnnen oder um den
Uberblick zu bewahren, legt man Dokumente in geordneter
Form ab. Hierzu muss der Datenbestand sortiert werden.

In diesem Kapitel lernen Sie, welche Sortierverfahren es gibt
und welche Eigenschaften, insbesondere welche Komplexitat
sie besitzen. Da man bei sequenziellem Vorgehen mindestens
nlog(n) Vergleiche benotigt, werden auch deutlich schnellere
parallel arbeitende Sortierverfahren vorgestellt, die allerdings
recht viele Bausteine erfordern.

Zugleich wiederholen wir aus Kapitel 7 den Nachweis der
Korrektheit flr einige dieser Verfahren (vor allem in den
Ubungen).
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10.1 Uberblick

Suchen und Sortieren machen einen Grol3teil aller Verwaltungs-
tatigkeiten im Rechner aus, wo Daten standig abgelegt und
schnell wiedergefunden werden mussen. Das Sortieren nutzt die
Anordnung der Schllisselmenge direkt aus und ermdglicht ein
schnelles Auffinden: O(log(n)) durch Intervallsuche oder
O(log(log(n))) durch Interpolationssuche, siehe Abschnitt 6.5.1
und Abschnitt 8.1.

Wir klaren als erstes den Begriff "Sortieren” und leiten dann
eineuntereSchranke fur die Zahl der Vergleiche her, die bel
einem Sortierverfahren, das ausschliel3lich auf Vergleichen
basiert, erforderlich ist. Sodann geben wir einen Uberblick
Uber gangige Sortierverfahren und deren Komplexitat.
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Definition 10.1.1 Sortierte Folgen

Gegeben sei eine endliche oder unendliche Menge mit totaler
Ordnung A=1{g, ..., @ oder A={a, &, &, a,, ...y mit
y<H<a{p<g<...

(1) Eine Folge v = w,...v, mit v. A (d.h., v[I A") heil3t
(aufsteigendyeordnegenau dann, wenn gilt, ¥ v, < ...< V..
(Speziell ist jede leere oder einelementige Folge geordnet.)

(2) Eine Folge v = w,...v, mit v. JA (d.h., v[J A") heil3tinvers
geordnebderabsteigendieordnet- v, <V, < ...<V;.
(Speziell ist jede leere oder einelementige Folge invers gegrdnet.

Die Sortieraufgabe lautet: Ordne eine Folge von n Elementen
SO0 um, dass sie sortiert ist. Wir prazisieren dies nun.
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Definition 10.1.2 Permutationen

Es sei n eine naturliche Zahl.
Eine bijektive Abbildungt {1, 2, ..., n} - {1, 2, ..., n} heil3t
Permutatiorder Ordnung n

Erinnerung:
bijektiv = injektiv und surjektiv, d.h.,
Injektiv: fur je zwei Elementerd) gilt 11i) #711j) und
surjektiv: zu jedem | existiert ein | ni) =J.
Eine Permutation ist also nur eine Umordnung der n Elemente.
Hinweis 1: Bekanntlich gibt es genau n! verschiedene
Permutationen der Ordnung n.
Hinweis 2: Dartbijektiv ist, existiert auch die inverse
Abbildung {1, 2, ..., n} > {1, 2, ..., n}, definiert durch
[Tti(i) =] = 1)) =1]. Tl ist ebenfalls eine Permutation.

22.6.2006

© Volker Claus, Informatik 5



Definition 10.1.3 Die Sortieraufgabéautet:

Finde zu einer beliebigen Folge v vy..v, 0 A" eine
Permutationrtder Ordnung n mit: Y VooV ISt SOrtiErt
(oder invers sortiert, je nach Anwendung).

Ein Algorithmus, welcher w....v, in die sortierte Folge
Vr)\Vi2)- Ve Uberfuhrt, hei3sortierverfahrenHierbei wird
das i-te Element;\der Folge an die Positiam'(i) gesetzt.

Anschaulich gesprochen konstruieren Sortierverfahren die
Permutationt!. Denn man gibt arwohinein Element der

Folge verschoben werden muss (und nwlaheres gekom-

men ist). Da mittauchrt! eine Permutation ist, ist es flr den
Formalismus egal, ob man das Sortieren Gitb@ater Ubent?
definiert. FUr uns Menschen spielt dies aber eine wesentliche
Rolle und Sie sollten sich bei konkreten Problemen stets im
Klaren dartiber sein, abodertt! berechnet wird!
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Beispiel zum Formalismus:

Essei5,8,2,5,1,8 die gegebene Folge,.vww, [0 A"

mit A={1, 2, 5, 8}, n=6 sowie

Vi=5,\,=8,%=2,V,=5, =1 und y\=8.

Die geordnete FolgeN V).V, lautet 1,2,5,5,8,8; man
kann alsatfolgendermalden festlegen:
(1)=5,1(2)=3,1(3)=1,14) =4,1(5) =2, 7(6) = 6;

denn dann qilt

Vi)V Vra)\VraVns)\Vae) = VsVaViVaVoVe = 1,2,5,5,8, 8.

(Die Kommata rechts missen Sie sich wegdenken. Wir
schreiben in Beispielen die Folgen der Deutlichkeit halber oft
mit dem besser sichtbaren Trennzeichen "Komma" auf; aus
Sicht der Definition ist dies aber nicht notwendig.)

(1) =3, (2)=5,1t4(3) =2, t1(4)=4,1t}(5) =1, 1t(6) =6

gibt an, wohin das i-te Element der Folge verschoben wird.
|
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Meist hangt ein Sortieralgorithmus ab von Fragen wie:

- Wie sind die Daten gegeben, zu welchen Mengen gehdéren sie?
- Wo liegen die Daten? (Hauptspeicher, Platten, Bander, ...?)

- Zulassige Operationen? (Vergleichen, vertauschen ...7?)

- Gibt es Elemente mit gleichem Schllsset?$tabilitat.)

- Nur Zugriffsstruktur oder Gesamtdaten sortieren?

- Darf man zusatzlichen Speicher verwenden oder nicht?

- Sequentielles, paralleles, verteiltes Sortieren?

- Effizienz im Mittel oder auch im schlimmsten Fall?

- Erkennen oder Beachten von Vorsortierungen?
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10.1.4 Jedes Element der zu sortierenden Folge

V = Vv,V,...\, ISt in der Praxis meist ein umfangreiches
Dokument. Die Folge wird in der Regel nur naohem
Ordnungskriterium sortiert.

Fall 1: Dieses Kriterium wird durch eine Funktion g:-AM
beschrieben, wobei M eine geordnete Menge ist (A braucht
In diesem Fall gar nicht sortierbar zu sein). ; gtvk; heif3t
dann deiSchlusseVvon v, der in der Regel im record v
enthalten ist. (Wir kbnnen also stets Fall 2 annehmen.)

Fall 2: Das Ordnungskriterium bezieht sich auf eine oder
mehrere Komponenten des Dokuments. Den Vektor dieser
Komponenten, nach denen zu sortieren ist, bezeichnen wir
als SchlisselMan verlangt oft, dass dieser ein Element
eindeutig beschreibt, doch lassen wir hier auch verschiedene
Elemente mit gleichem Schlissel zu.

In der Regel sortiert man nur die Schliissel einer Folge.
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Beispiel:Folgende Folge aus Name und Alter

(Beier, 23), (Zahn, 40), (Fuhr, 30), (Horn,41), (BeieB0), (Horn, 17)

wird zur Folge

(Beier, 23), (Beier, 30), (Fuhr, 30), (Horn, 41), (Hornl7), (Zahn, 40)
sofern nach dem Namen sortiert wird. Selbstverstandlich hat
man beigleichen Schlissekine Wabhlfreiheit. Statt dieser

Reihenfolge hatte man auch die Folge
(Beier, 30), (Beier, 23), (Fuhr, 30), (Horn, 17), (Horm1), (Zahn, 40)

als korrektes Ergebnis erhalten konnen. Die erste Folge hat
den Vortell, dass dort die relative Anordnung von Elementen
mit gleichem Schltssel erhalten blieb (ein solches Verfahren
nennt man "stabil").

Dagegen hatte man die Folge
(Horn,17), (Beler, 23), (Beier, 30), (Fuhr, 30), (Zahj40), (Horn,41)

erhalten konnen, falls nach dem Alter sortiert wird.
|
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Wird also eine Folge v nach mehreren Komponenten
(Schliusseln) nacheinander geordnet, so kann man die Folge
zunachst nach dem am wenigsten relevanten Kriterium (im
Beispiel: nach dem Alter) und dann schrittweise nach dem
nachstwichtigeren Kriterium sortieren. Hierflr muss ein
Sortierverfahren "stabil" sein.

Definition 10.1.5

Ein Sortierverfahre®dortheil3tstabil wennSortdie Reihenfolge
von Elementen mit gleichem Schlussel nicht verandert, d.h.:
WennSori(v,V,...V,,) = Viq\Vreoy---Veny 1S, SO gilt fur alle 1<) mit

V=V, stetstt(i) <m’(j) [d.h., stand in der urspringlichen Folge

v; vor v, so gilt dies auch fur die sortierte Folge, vgl. 10.1.3].

Sortheifdtinversstabil wenn die Reihenfolge der Elemente mit

gleichem SchlUssel voBortgespiegelt wird.
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Beispiel.Ein stabiles Sortierverfahren wird aus der Folge
(Beier, 23), (Zahn, 40), (Fuhr, 30), (Horn,41), (BeieB0), (Horn,17)

beim Sortieren nach dem Alter die Folge

(Horn,17), (Beler, 23), (Fuhr, 30), (Beier, 30), (Zahj40), (Horn,41)
liefern, und das anschlie3ende Sortieren nach dem Namen
ergibt:

(Beier, 23), (Beier, 30), (Fuhr, 30), (Horn, 17), (HorM1), (Zahn, 40)

Wir erhalten also die Reihenfolge, die wir erwarten wirden:
Die Liste ist nach dem Namen sortiert und gleiche Namen
sind aufsteigend nach dem Alter angeordnet.
Prufen Sie Definition 10.1.5 nach, indem Sie die Permutation
Tt prazise angeben.

H
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Wir haben bereits einige Sortierverfahren kennen gelernt:

In 4.4.4 und 7.3.3: Sortieren durch Austauschen
benachbarter, falsch stehender ElemeBtidble Sort

In 3.7.7 und 8.2.1@Baumsortierenindem die Glieder der
Folge nacheinander in einen binaren Suchbaum eingefligt und
anschliel3end in inorder-Reihenfolge ausgelesen werden.

In 7.3.3, 7.3.4 und 8.2.1Quicksort.Man wéahlt ein "Pivot"-
Element p aus und spaltet die in einem array gespeicherte
Folge in zwel Teilfolgen, von denen alle Elemente der ersten
Teillfolge kleiner oder gleich p und alle Elemente der

zweliten Teilfolge grofder oder gleich p sind. Danach:
rekursiv weiter mit beiden Teilfolgen, sofern die jewellige
Teilfolge noch mindestens zwel Elemente besitzt.

Fragean Sie: Welche dieser drei Verfahren sind stabil?
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Sortieren erfordert in der Praxis viele Umspeicherungs-
operationen. Sind die Elemente sehr grol3, so kostet dies viel
Zeit. Man zieht daher die Schlissel und den Verweis auf den
jeweiligen Datensatz heraus und sortiert nur diese Schllssel-
Verweis-Tabelle. Wir werden also unseren Sortierverfahren
Elemente des Datentyps

record key: <Typ des Schlussels>;
zeiger: <Zeigertyp auf den Elementtyp>;
endrecord

zugrunde legen. Es genigt, sich nur auf die Sortierung der
Schltssel zu beschranken.

22.6.2006

© Volker Claus, Informatik 14



Definition 10.1.6

Fur eine Permutatiort {1, 2, ..., n} - {1, 2, ..., n} heil3t
O =0 () [1<jundm(i) > ()} U

die Inversionszah(oder der~ehlstanglvon Tt

Analog: FUr eine Folge v mv....v, [1 A” (A sei eine geordnete
Menge) heifst 0(v) =X (i,)) [i<jundy>v}0
die Inversionszah{oder der~ehistanglivon v.

Wegent(v,V,...v.) + O(V, Vv, 1...vy) = (1,)) |1 <]} Udgilt der
Hilfssatz 10.1.701(v,V,...V,) + U(V,V,.1--.Vy) = ¥2Nn-(n-1).

WegenJ(1 23 ...n)=0folgtl(nn-1...2 1) = ¥n-(n-1).

Zeigen Siet](m) = L(rtt) fur alle Permutationert

22.6.2006 © Volker Claus, Informatik

15



Begriffsbeschreibung 10.1.8

Ein Sortierverfahre®ortheildtordnungsvertraglich-
Je geordneter die zu sortierende Folge bereits ist,
umso schneller arbeit8ort

Genauer:

WennSortfur zwei Folgen v=w,...v, und w=ww,...w, die
Permutationemr, undTr, realisiert und wenn die Inversionszahl
von 1y kleiner als die vom, ist, dann benotigbortzum
Sortieren von v nicht mehr Zeit als zum Sortieren von w.

Hinweis: Eigentlich realisiei$ortdie Permutationerm,* und

T,%, siehe 10.1.3. Weill() =(1tt) fur alle Permutationer

gilt und weil im Folgenden nur die Absolutbetrage untersucht
werden, kann man stattdessen amchndTt, betrachten.
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Wir betrachten die Operatiotnénachbartes VertauscHen
Diese Operation uberfthrt eine Folge

o ViVa e Vg Vi Vigg Vigg oo Vi | |

in die Folge YVs... Vg Vigq Vi Vo ..V (fUr ein O<i<n).
Hierflr gilt:

LUV VooV ViV Vis . V) = (Vi VoV Vi ViV, .. V) U= 1
Wegen 10.1.7 haben wir somit gezeigt:

Hilfssatz 10.1.9

Ein Sortierverfahren, das ausschlief3lich mit der Operation
"benachbartes Vertauschen" arbeitet, benotigt im worst case
mindestens Yh-(n-1) Schritte.
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Wir betrachten die Operatiobéliebiges VertauschérDiese

Uberfuhrt eine Folge N

_(fUr_ls IS]<N)  ViVoo Vg Vi Vieg Vg Vi Vigg -
in die Folge YVo oo Vig V) Visg Vg Vi Vigg o V.
Hierflr qilt:

0 < 00(vy...V v vy - (Ve VLV Ly O < 2()-1) -1 < 2n-3,

wobel der grofdte Wert 2n-3 nur erreicht wird, wenn das
kleinste Element am Ende und das grofdte am Anfang stand
und genau diese beiden vertauscht wurden. Es folgt:

Hilfssatz 10.1.10Ein Sortierverfahren, das ausschliel3lich mit

der Operation "Vertauschen" arbeitet, bendtigt im worst case
mindestens tfn-1)/(4n-6) > ¥un Schritte.

(Man kann diese Schranke noch verschéarfen. Versuchen Sie,
die bestmdogliche untere Schranke zu finden.)
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In der Regel weil3 man nicht, ob man zwei Elemente einer
Folge vertauschen soll. Diese Entscheidung wird durch einen
Vergleichgetroffen: Falls v< v, und i > ] ist, dann vertauscht
man diese beiden Elemente in der Folge.

Wird das Vertauschen durch vorher gehende Vergleiche
gesteuert, so dauert das Sortierverfahren mindestens so lange
wie die Anzahl der hierfur erforderlichen Vergleiche.

Eine Folge von Vergleichen bildet einen binaren Baum, der
aus den Knoten und Kanten

trifft zu trifft nicht zu

aufgebaut ist.
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nicht zu

trifft zu

trifft nicht zu trifft zu

trifft zu

nicht zu

nicht zu
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Beispielfur n = 3. Fir a b c gibt es
Die gegebene 3! = 6 mogliche
Folge sei abc. Anordnungen
nein \\\\ié\\‘
nein ja nein ja

c<b<a a<b<c
\ia neip|

b<c<a |b<a<c| |c<a<b| |a<c<b

Die sortierte Folge ist jeweils blau umrandet dittBangegeben.
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Hat man alle Informationen zum Sortieren gewonnen,
dann stellen genau die nidlkiger in diesem Baum

(= alle blau umrandeten Aussagen in obigem Beispiel)
die Permutationen dar, die zur Sortierung gehoren. Da es
n! Permutationen der Ordnung n gibt, muss der "Baum
der Vergleiche" daher mindestens n! rddliger besitzen.

Ein bindrer Baum mit m-1 Knoten besitzt genau m null-
Zeiger. Also muss der Baum der Vergleiche

mindestens n!-1
Knoten besitzen.
Die Lange des langsten Weges, also die Tiefe dieses Baums
gibt die Zahl der erforderlichen Vergleiche im worst case
an. Die Tiefe eines binaren Baums mit k Knoten ist aber
mindestens log(k+1), siehe Folgerung 8.2.12. Daher gilt:
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Satz 10.1.11Ein Sortierverfahren, das ausschlief3lich auf
Vergleichen zweler Elemente beruht, bendtigt im worst case

mindestens log(ny n-log(n) - 1,4404n + O(log(n))
Schritte.

Hinweis:Nach delStirlingschen Formegjibt es zu jedem n
ein d mit 0<d<1, so dass gilt (mit e=2,718281828459...):

n 1
! :[g} Vo eiz"

Durch Logarithmieren erhalt man hieraus:
log(n!) = n-log(n) - nlog(e)= n-log(n) - 1,4404n
und von 2Zm verbleibt noch ein additiver Anteil O(log(n)).
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10.1.12 Uberblick tiber die iiblichen Sortiermethoden

Austauschen
a. Benachbartes Austauschen (bubble sort, shaker sort)
b. Shellsort
c. Quicksort

Einflgen
a. Einflgen in Listen (Insertion sort)
b. Baumsortierefmit binaren Baumen, AVL-Baumen, ...)
c. Fachverteilen (und radix exchance)

Aussucher Auswahlen

a. Minimumsuche (minimum sort)

b. Heapsort (normal, bottom up, ultimativ)
Mischen

Merge sort und diverse Varianten

Streuen und Samme(bucket sort)
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Sortiermethoden Zeitaufwand zusatzl. Platz
Austauschen

a. Benachb. Austauschen 1/z-r%2 konstant
b. Shellsort O(n2) < log(n)
c. Quicksort (im Mittel !) 1,3863n-log(n) 2 log(n)
Einflgen

a. Einfligen in Listen Yo 1? konstant
b. Baumsortiere(AVL-Baume)| <1,4404n-log(n)  O(n)

c. Fachverteilen (im Mittel) O(n:log(n)) O(n)
Aussucher Auswahlen

a. Minimumsuche Y5-n? konstant
b. Heapsort = 2n-log(n) konstant
c. Bottom-up Heapsort n-log(n) + O(n)  konstant
Mischen

Verschmelzen (merge sort) O(n-log(n)) n
Streuen und Sammeln O(n) O(n)
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10.2 Sortieren durch Austauschen

Die beiden wichtigsten Vertret&ubble Sorund Quicksort
wurden bereits vorgestellt; sie sind auf den nachsten Folien
nochmals als Programm ausformuliert.

Aufwandsabschéatzung fur Bubble Sort:
Platzbedarf: konstant (3 zusatzliche Variablen)
Zeitbedarf: worst case: ¥ (n-1) Vergleiche,

best case: n, falls das Feld bereits sortiert ist,

Im Mittel sind Y4n-(n-1) Vergleiche zu erwartgmwirklich?) .

Man kann das Feld abwechselnd aufwéarts und abwarts durch-
laufen (dies nennt m&haker Sojt Diese Variante bringt aber
In der Praxis keine Verbesserung des Laufzeitverhaltens.
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10.2.1Bubble Sort fur ein Integer-Feld A mit dem Indextyp 1..n
(das Feld A sei vom Feld-Typ Vektor):

procedureBubbleSort (A: inout Vektor) is
Weiter: Boolean := True; H: Integer;

b_egm_ . Beachte: Durch die Variable
while Welter@p "Weiter" wird Bubble Sort
Weiter := False; ordnungsvertraglich.

foriin 1..n-1 loop
if A()>A(i+1) then Weiter := True;
H = A(); A(l) := A(i+1); A(i+1) .= H;
endif;
endloop;
endloop;
endBubbleSort;

Oft programmiert man Buble Sort auch "abwarts", also:
foriin reversl..n-1 loop...
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10.2.2 QuicksortAus 7.3.4 ibernehmen wir mit den Datentypen
typelndex isl..n; ... A: array(Index) oflnteger; ...das Programm:

procedure&Quicksort(L, R: Index) IS -- Aist global, A(L..R) wird sortiert

, |. Index; p, h: Integer; - p wird das Pivot-Element
begin
if L <R then
1 :=L;]:=R; p:=A({(L+R)/2);  --man kann p auch anders wahlen
while 1 <= loop -- die Indizes i und j laufen aufeinander zu

while A(i) < p loopi := i+1; endloop;

while A(j) > p loopj :=j-1; endloop;

if i <=jthenh:=A(i); A():=A(); A():=h;

| .= 1+1; ] ;= J-1; endif;
endloop; -- auch bei Gleichheit A(i)=p oder A())=p vertauschen!
if (J-L) < (R-1) thenQuicksort(L, J); Quicksort(i, R);
elseQuicksort(i, R); Quicksort(L, j); end; -- Vorsicht; siehe unten!
endif;
endQuicksort;

... Quicksort(1,n); ... - Aufruf des Sortierverfahrens
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10.2.3 Platzbedarf von Quicksort

In 7.3.4 wird erlautert, warum mit einem hohen Platzbedarf bel
der rekursiven Formulierung zu rechnen ist. Man muss das
Quicksort-Programm so abandern, dass man den Stack fur die
Rekursion selbst verwaltet und nutzlos gewordene Information
sofort entfernt und nicht mehr im Stack stehen lasst. Es ist klar,
dass man auf diese Weise die Tiefe des Stacks auf log(n) Paare
beschranken kann.

Aufgabe Versuchen Sie, eine Losung fir dieses Problem an-
zugeben, d.h., Sie sollen die Prozedur Quicksort so abwandeln,
dass die rekursive Tiefe des Aufruf-Stacks durtdgin)
beschrankt bleibt.

(Hinweis: Eine L6sung finden Sie im Buch Ottmann/Widmaier.)
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10.2.4 Zeitbedarf von Quickso(siehe 8.2.16):

Zeitbedarf: worst case: ¥2-n* Vergleiche, wenn das Pivot-
Element stets das kleinste oder das grél3te Element
des Teilfelds ist.
best case: hog(n), wenn das Pivot-Element stets das
mittelste der Elemente des Tellfelds ("Median") ist.
average case: Es ist mit3863n-log(n) - 1,8456n
Vergleichen im Mittel zu rechnen. Begrindung:

Man kann das Aufteilen des Feldes in zwei Teilfelder mit dem
Aufbau eines binaren Suchbaums vergleichen, wobei das Pivot-
Element in die Wurzel kommt und aus den beiden Tellfeldern
rekursiv der linke und rechte Unterbaum aufgebaut werden.
Quicksort verhalt sich daher im Mittel genau wie das Baum-
sortieren mit binaren Suchbaumen (Satz 8.2.15). Die formalen
Berechnungen liefern das gleiche Ergebnis, siehe Lehrblcher.
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Zeitbedarf von Quicksort im Mittel (Fortsetzung):

Fur den Zeitbedarf ist die "gute Wahl" des Pivot-Elements p
entscheidend. Gebrauchlich ist folgende Variante: Statt das
Element p irgendwie fest zu wahlen (z.B.: p:=A((L+R)/2) oder
pP:=A(L) oder ...) nimmt man das mittlere von drei Elementen,
z.B. von A(L), A(R) und A((L+R)/2).
Mit dieser"Mittelwert aus 3"-Variant@rhalt man einen
deutlich besseren mittleren Zeitbedarf, namlich im Mittel
hochstens

1.188n-log(n) - 2,255n Vergleiche.
Diese Variante wird daher gern in der Praxis verwendet.

Aufgabe Erweitern Sie unsere Prozedur um diese Variante.
Machen Sie Messungen mit zufallig erzeugten Daten und
verifizieren Sie hiermit den Laufzeitgewinn, der ab einem
gewissen n eintritt. (Bestimmen Sie dieses n experimentell.)
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Zeitbedarf von Quicksort im Mittel (Fortsetzung):

Eine andere Variante besteht darin, die Zerlegung in drei
Teilfelder vorzunehmen (sog. "Dreiwege-Split"):

Alle Elemente in A(L..J) sind echt kleiner als p,

alle Elemente in A(i..R) sind echt grof3er als p und

alle Elemente in A(j+1..1-1) sind gleich p, wobei dieser Bereich
nie leer ist. Da man ihn nicht bei der Rekursion bertcksich-
tigen muss, verringert sich die Rekursionstiefe und damit die
Laufzeit. Treten in einer Folge viele Schlissel mehrfach auf,
so lasst sich hierdurch das Sortieren beschleunigen.

Aufgabe Erweitern Sie unsere Prozedur auch um diese Vari-
ante. Die Schwierigkeit liegt darin, alle Schltssel, die gleich p
sind, ohne Zusatzaufwand in der Mitte des zu sortierenden Teil-
felds zu platzieren. Auch hier sollten Sie dann Messungen mit
zufallig erzeugten Daten vornehmen und prufen, ab welchem
Prozentsatz gleicher Schllssel sich dieses Vorgehen lohnt.
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Hinwelse:

Historisch gesehen gibt es weitere Sortierverfahren, die auf
dem Austauschen beruhen. Am bekanntesteshislisort bei

dem die Folge in aquidistante Teilfolgen unterteilt wird und als
erste Phase in diesen eine Sortierung erfolgt (z.B. ein Bubble
Sort Durchlauf). Die aquidistanten Abstande werden dann flr
eine zweite Phase verringert und diese Verringerung wird
fortgesetzt, bis der Abstand gleich 1 ist, d.h. eine Sortierung der
bis dahin entstandenen schon gut vorsortierten Folge stattfindet.
Dieses Vorgehen setzt in den einzelnen Phasen ordnungsver-
tragliche Sortierverfahren voraus.

Denken Sie sich selbst "schnelle" heuristische Verfahren aus.
Der Fantasie sind hier kaum Grenzen gesetzt. Fihren Sie aber
auf jeden Fall Messungen durch (denn fast nie erfullen sich die
erhofften Beschleunigungen).
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10.3 Sortieren durch Einfugen

Wenn die Elemente einer Folge durch Zeiger (sortierte Listen,
Suchbaume) dargestellt werden, so wird man die einzelnen
Elemente der Folge nacheinander in diese Struktur einfigen und
dabei die Struktur stets wiederherstellen.

Einfachster Fall: Einfligen in eine sortierte Liste.

Eine Liste heil3t sortiertvenn flr alle Elemente der Liste qilt:
p.Inhalt< p.next.Inhalt. Hierbel ist p ein Zeiger, der auf das
jewellige Element der Liste verweist.

Erinnerung:Datenstruktur fur eine Liste (vgl. z. B. 3.5.2.0):
typeZelle,

typeRef Zelle isacces¥elle;

typeZelle isrecordinhalt: Integer; Next: Ref Zelle; endcord
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Beispiel einer
sortierten Liste:

"Anker"

12 | @

20

/

38

» 51| e—
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Einflgen der Zahl 25

Schlissel s = 25

3 O

"Anker"

y

o P

» 12

20
-~

/

38

p ;= Anker;

while p /= null andthens > p.Inhalt loop:=p.Next; endoop;

» 51

_I
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Einflgen der Zahl 25 "Anker"
. /
Schlissel s = 25
3 O ! O 12 | o
@ P = A./Z&/. - °

p .= Anker;
while p /= null andthens > p.Inhalt loop:=p.Next; endoop;
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Einflgen der Zahl 25 "Anker"

Schlissel s = 25

3.=7o=12?

|

25 | o 20| &l R
ol P

\38

p .= Anker;
while p /= null andthens > p.Inhalt loop:=p.Next; endoop;

O » 51| e—
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Die Zahl 25 ist

nun eingeflgt.

"Anker"

25

O 20

38
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Prozedur zum EinflgezinesElementes in eine sortierte
Liste:

procedureEinf (Anker: inoutRef Zelle; s; innteger) Is
P, q: Ref Zelle;
begin p := Anker; g := null
while p /= nullandthens > p.Inhalt loop
g :=p; p:=p.Next;,_endop;
if q=null then
if p = nullthenAnker := newZelle'(s, nul);
elseAnker := newZelle'(s, Anker); endf;
else g.Next := newZelle'(s, p); _endf;
endEinf;
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Diese Prozedur kann man vereinfachen zu (bitte selbst
nachprufen!):

procedureEinf (Anker: inoutRef Zelle; s: innteger) is
P, 9. Ref Zelle;
begin p := Anker; g := newelle'(s, Anker);
while p /= nullandthens > p.Inhalt loop
g :=p; p:=p.Next; _endop;
g.Next := newZelle'(s, p);
endEinf;

10.3.1Sortieren von n Elementen durch Einflgen in eine Liste:
while notEnd_of File loogGet(v); Einf(Anker, v); endoop;

Zahl der Vergleiche im Mittel und im schlechtesten Fall:4D(n
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10.3.2Sortieren durch Einfigen in einen Bausrehe 8.2.16.

Wenn man beliebige binare Suchbaume verwendet, so kdnnen
diese im schlechtesten Fall zu einer Liste entarten und daher
betragt im worst case die Zeitkomplexitat &)(n

Benutzt man aber anstelle eines beliebigen Suchbaums AVL-
Baume, so ist deren HOohe durch 1.440tbg(n) nach Satz

8.4.8 beschrankt. Daher ist die Anzahl der Vergleiche flr das
Sortieren mit Baumen auch im schlechtesten Fall durch
1.4404n-log(n) + O(n) beschrankt.

In der Praxis kann man bel der Verwendung von beliebigen
Suchbaumen im Mittel mit 1.38a3log(n) + O(n), bel der
Verwendung von AVL-Baumen im Mittel mit-log(n) + O(n)
rechnen (siehe Satz 8.2.15 und Hinweis nach Satz 8.4.8).
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10.3.3Sortieren durch Fachverteilen

Sind die Schlussel Worter tber einem endlichen Alphabet
A={a,,a,...,a}, kann man die zu sortierenden Elemente
zunachst bzgl. des letzten Zeichens an s Listen anflugen.
Diese Listen hangt man aneineinander und flgt nun alle
Elemente bzgl. des vorletzten Zeichens an s Listen an usw.
Liegt die Lange jedes Schllussels in der Grél3enordnung von
log(n), dann ergibt sich ein O(ng(n))-Sortierverfahren.

Das Anhangen an die s Listen entspricht dem Ablegenin s
verschiedene Facher, weshalb dieses Verfahren als "Fach-
vertellen" bezeichnet wird.

Wir erlautern das Verfahren nur an einem Beispiel mit s=2.
Die Programmierung ist nicht schwierig.
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Gegeben seien 13 Schllussel als 0-1-Darstellungen der Lange 5

10010 Fach "0"
10010 verteil- 11100 Sammel- 10010
00011 30100 10100
10101 Ietzte_S Zeichen 00010 00100
11100 Istoa L 00010
01111 otod s 11110
10100 Aneinander- 10100
00100 hangen 01001
11111 ﬁ 01001 ” 00011
01011 letztes Zeichen 00011 10101
00010 Ist 1 10101 01111
11110 01111 11111
10100 11111 . 01011

01011 Fach "1

Nun iterativ weiter durch alle Stellen der Schliissel.
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Gegeben seien 13 Schllussel als 0-1-Darstellungen der Lange 5

11100 Fach "0"

1(1) 8 Vertell- 10100 Sammel- 13188
Phase 00100 Phase
10100 00100
10100
00100 4, _Zeichen 01001 10100
00010 Istoa 10101 01001
11110 s 10101
10100 Ane_i_nander- 10010
01001 10010  hangen 00010
00011 00010 a 11110
10101 4. zeichen 11110 00011
01 1 Ist 1 00011 01111
11111 01111 11111
01011 11111 01011

01011 Fach "1"
Nun iterativ weiter durch alle Stellen der Schliissel.
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Gegeben seien 13 Schllussel als 0-1-Darstellungen der Lange 5

OFROOFRORRPORLROREPR

00
00
00
00
01
01
10
10
10
11
11
11
11

3. Zeichen

st O I.

3. Zeichen
Ist 1

01001
10010
00010
00011
01011

11100
10100
00100
10100
10101
11110
01111
11111

Aneina

-

nder-

hangen I

01001
10010
00010
00011
01011
11100
10100
00100
10100
10101
11110
01111
11111
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01001
10010
00010
00011
01011
11100
10100
00100
10100
10101
11110
01111
11111

2. Zeichen

st O I.

2. Zeichen
Ist 1

10010
00010
00011
10100
00100
10100
10101

01001
01011
11100
11110
01111
11111

Aneina

-

nder-

hangen I

10010
00010
00011
10100
00100
10100
10101
01001
01011
11100
11110
01111
11111

Gegeben seien 13 Schllussel als 0-1-Darstellungen der Lange 5
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10010
00010
00011
10100
00100
10100
10101
01001
01011
11100
11110
01111
11111

erstes Zeichen

ist O I.
erstes Zeic!en

st 1

00010
00011
00100
01001
01011
01111

10010
10100
10100
10101
11100
11110
11111

Aneina

Ergebnis: Sortierte Folge.

-

nder-

hangen I

00010
00011
00100
01001
01011
01111
10010
10100
10100
10101
11100
11110
11111

Gegeben seien 13 Schllussel als 0-1-Darstellungen der Lange 5
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Man beachte: Die Sortierung jeder Phase rstedsl sein.

Hat man s Zeichen (z.B. s=26 flr das Alphabet oder s=128
far den ASCII-Zeichensatz), dann muss man s solche
"Facher" bereitstellen. In der Regel organisiert man die
Facher als Listen, an die man hinten (in einem Schritt) den
jeweils nachsten gelesenen Schllssel anhangt; danach
werden die s Listen (in s Schritten) aneinandergehangt und
die nachste Verteilphase kann beginnen.

Das Sortieren erfordertrs Vergleiche. Es eignet sich
besonders gut flur das Sortieren von binarer Information
(z.B. In der Systemprogrammierung) und in allen Fallen, in
denen £log(n) ist. Nachteilig ist, dass man in der Regel

das Doppelte an Speicherplatz bendtigt. Man kann aber
auch einen Austausch wie bei Quicksort vornehmen, so dass
die 0-en oben und die 1-en unten zu stehen kommen
(Vorsicht wegen der erforderlichen Stabilitat!); im Falle

s> 2 bietet sich auch ein bucket sort an, siehe 10.6.
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10.4 Sortieren durch Aussuchen/Auswahlen

Vorgehen:
Wahle das kleinste Element aus, stelle es an die erste Stelle
und mache genauso mit den restlichen Elementen weiter.

10.4.1Sortieren durchMinimum sortierefi:
foriin1..n-1loop
min := A(i); pos :=I; -~ finde das kleinste Element von A(i) bis A(n)
forjini+1..nloop
if A(J) < min thenmin:=A(j); pos := j;_endf;
endloop:; -- das kleinste Element steht an Position pos
A(pOS) = A(i); A(I) '= MIN; -- nun steht das kleinste Element an Position i
endloop;

Zahl der Vergleiche stets-¥&(n-1) Schritte:  ©(n?)
Platzaufwand 4 zuséatzliche Speicherplatze: O(1)
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Uberlegung:
Koénnte man die Information "Minimum sein" besser
anordnen?

Ja, in einem bindren Baum. Betrachte einen Konten mit zwei
Nachfolgern. Schreibe in den Elternknoten das Minimum der

drel Knoten.

& e
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Beispiel mit
zwWOlf Zahlen:

/\

\/@
OO

Als Feld levelweise aufgeschrieben:

8 123|11|25|31|63|18|29|56|/7|46| /0
1 2 3 4 5 6 78 9 10 11 12
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Besonderheit dieses Baums: Auf jedem Pfad von der Wurzel
zu einem Blatt sind die Elemente aufsteigend geordnet.

8 123|11|25|31|63|18|29|56|/7/7|46| /0
1 2 3 4 5 6 78 9 10 11 12

Die Bedingung "Der Inhalt eines Knotens ist nicht grof3er als der
Inhalt jedes Nachfolgeknotens" lasst sich prazisieren durch

A(l) £ A(21) und A(i) < A(2I+1). Folgen oder Felder mit dieser
Eigenschaft nennen wir "Heap" (meist Gbersetzt mit "Haufen",
es handelt ich aber um gut geordnete Haufen; sie haben nichts
mit der Halde zu tun, die die mit nengefiihrten Daten

aufnimmt und die im Englischen ebenfalls "heap" heil3t).
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Definition 10.4.2 Heap-Eigenschatft

Eine Folge oder ein array(1), A(2), A(3), ..., A(n) heildt ein
(aufsteigendgrHeap, wenn fur jedes 1 qilt:

A() < A(21) und A(i) £ A(2i+1),
wobel naturlich nur solche Ungleichungen betrachtet werden,
bel denen 2i bzw. 2i+1 nicht grof3er als n sind.

Eine Folge oder ein array(1), A(2), A(3), ..., A(n) heildt ein
absteigendeareap, wenn flr jedes i gilt:

A(l) = A(21) und A(i) = A(2i+1),
wobel naturlich nur solche Ungleichungen betrachtet werden,
bel denen 2i bzw. 2i+1 nicht grof3er als n sind.
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10.4.3 Heapsort:

Gegeben sei ein Feld A(1), A(2), A(3), ..., A(n) mit
Elementen aus einer geordneten Menge.

1. Wandle dieses Feld in einen absteigenden Heap um, so
dass anschlie3end gilt: A@)A(2i) und A(i) = A(2i+1)
far alle 1 (sofern 2 n bzw. 2i+1< n Ist).
2. FUr j von n abwarts bis 2 wiederhole:
Vertausche A(1) und A()).
(Nun verletzt A(1) in der Regel die Heapeigenschatft
Wandle das Feld A(1..}-1) ausgehend von der Wurzel
S0 um, dass wieder ein absteigender Heap entstent.

Im Folgenden beschreiben wir das Umwandeln in einen Heap
(1.) und die Wiederherstellung der Heap-Eigenschaft (2.).
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Die zentrale Prozedur ist die Herstellung der Heap-Eigenschaft
In dem Tell des Feldes A, das mit dem Index "links" beginnt
und mit dem Index "rechts" endet, unter der Annahme, dass
hochstens beim Index "links" die Heap-Eigenschaft verletzt ist.

Hierflr vergleicht man den Inhalt des Elements A(links) mit
den Inhalten der beiden Nachfolgeknoten und lasst
gegebenenfalls den Inhalt von A(links) durch Vertauschen mit
dem kleineren der beiden Nachfolger-Inhaltahsinkeh.

Betrachte ein Beispiel (mit P 56\
links = 1 und rechts = 12) : 77 46
/N 7\
31 29 11

Die Heap-Eigenschaft ist /73 /N /
hier nur bel "56" verletzt. 2563 23 8 18
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56 {7
\
56/

T~
77 46 46
/N SN0 N\ AN
70 31 29 11 /73 /3{ /29 11
2{323 2/3\8 {8 2563 23 8 18

VorgehenVergleiche 56 mit 77 und 46. Das Maximum ist 77,
daher werden 77 und 56 vertauscht und bei 56 weitergemacht.

77 77
T T
70 46
=) N N =y ST %
56 31 29 11 63 31 29 11
/N /N / /N /N /

2563 23 8 18 2556 23 8 18
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10.4.4: Prozedur fur das Absinken

proceduresink (links, rechts: 1..n) is ~- A und n sind global
, - Natural;, weiter: Boolean:=true; v: <Elementtyp>;
beqgin v := A(links); 1:=1links; | = i+i;

while (j <= rechts) anaveiter loop
If ] =rechts_then
if A(J) > v thenA(i):=A(); I:=J; end If;
weiter:=false;
elsif A(j) < A(j+1) then
if v <A(j+1) thenA(i) ;= A(j+1); i := j+1;
elsewelter:=false; end;
else if v < A(j) thenA(i) := A()); i :=];
elseweilter:=false; end;

endif;
J =i, -- v wird erst am Ende explizit eingetragen.
: -- 1 gibt am Ende die aktuelle Position an, an
e”.d_'fo_p’ -- der v einzufugen ist.
A(l):=v; -- Im Inneren der Schleife werden bis zuei
endsink; --Vergleichezwischen Elementen durchgefthrt.
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10.4.5: Prozedur fur Heapsort

procedureéheapsort is -- A und n sind global
proceduresink ... begin... endsink; -- siehe oben 10.4.4
h: Natural; x: <Elementtyp>;
begin
h:=ndiv2; --wandle A in einen Heap um

for k in reversel..h loopsink (k, n); endoop;
for k in reverse?2..n loop
X :=A(1); A1) := A(k); A(K) := X; -- vertausche A(1) und A(k)
sink (1, k-1); endoop; -- Wurzel absinken lassen
ndheapsort;

Hinweis:Es lassen sich noch einige Umspeicherungen vermeide
Indem man das Wechselspiel zwischen v (in 'sinkd) x1optimiert.
Dies andert aber nichts an der Zahl der (Elema&fdryleiche.

22.6.2006 © Volker Claus, Informatik 59



Wie viele Vergleiche benétigt Heapsort?

1. Aufbau des Heap$or k in reversel..h loop sink (k, n); endoop;)

Fur k von h bis h/2:  maximal 2 Vergleiche

far k von h/2 bis h/4: maximal 4 Vergleiche

far k von h/4 bis h/8: maximal 6 Vergleiche ....

fir k von h/21 bis h/2 maximal 2i Vergleiche (i=1, 2, ..., log(n))

Aufsummieren ergibmaximal 2n Vergleichgbeachte h = n/2):
2:n/2 + 4h/4 + 6h/8 + 8h/16 + ... + 20g(n)1
= 2h(2 - 2(log(n)+1)/n) = n - 2log(n) - 2< 2n Vergleiche.

Der Aufbau des Heaps erfolgt also in linearer Zeit.
k

Dies beweist man genauso wie die entsprechendeeli‘-&hjn-zj'1
In Abschnitt 6.5.1. Es gilt: =1
2L+ 2/2+ 3/B+ 4/2+ ... + m/2= 2 - (m+1)/2™-D),
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2. Sortierphaséfor k in reverse?..n loop... sink(1, k-1); endbop;)

Fir k von n bisn/2:  maximal@y(n) Vergleich

far k von n/2 bis n/4: maximall@g(n)-1 Vergleiche

far k von n/4 bis n/8: maximall@g(n)-2 Vergleiche ....

flr k von n/21 bis n/2 maximal 2 Vergleiche (i=1, 2, ..., log(n))

Aufsummieren ergibtnaximal 2nlog(n) VergleicheSei n > 1.

log(n)n + (log(n)-1)n/2 + (log(n)-2n/4 + (log(n)-3n/8 + ... + 2 =
2n-(log(n)/2 + log(n)/4 + ... + 1)BM - 1/4 - 2/8 - 3/16 - ... - (log(n)-1)kB™) =
2nlog(n)-(1-1/2090) - n.(1/2L + 2/2 + 3/2 + 4/2* + ... + (log(n)-1)/29()-1) =
2nlog(n) - 2log(n) - n(2 - log(n)/2°9("-9) = 2nlog(n) - 2n + 2log(n)

< 2nlog(n)

(Wir benutzten hier erneut die Formel von der vagen Folie ganz unten.)
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Insgesamergeben sich fur Heapsort im worst case maximal

(2n - 2log(n) - 2) + (2nlog(n) - 2n + 2log(n)) =

2nlog(n) - 2 Vergleiche (fur n>1).
Im best case kannlog(n) erreicht werden, da durch spezielle
Folgen das Absinken beschrankt werden kann. Der Mittelwert
allerdings wird ebenfalls dicht bentog(n) liegen, da Heapsort
keine Vorsortierungen oder gunstigen Konstellationen ausnutzt
und da das in die Wurzel vertauschte Element klein ist, also meist
weit nach unten im Baum absinkt. Daher folgt:

Satz 10.4.6

Dieses normale Heapsort (aus dem Jahre 1962) bendtigt im
schlechtesten Fall hochstenslag(n) Vergleiche (fur n>1).

(Im besten Fall kann man hochstens den Faktor 2 sparen. Der
average case liegt recht nahe beim schlechtesten Fall.)
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Geht es nicht doch noch besser?

Ja, man kann den Faktor 2 noch verkleinern (allerdings kann
er nicht kleiner als "1" werden, wie in Satz 10.1.11 gezeigt
wurde.)

BeobachtungBeim eigentlichen Sortieren wird das letzte
Element mit dem ersten vertauscht. Die Prozedur "sink"
wird dieses letzte Element in der Regel sehr weit absenken,
da es ja zu den leichten Elementen gehort hat, die sich ganz
unten im Baum befinden. Man sollte daher das Element
nicht von oben nach unten absenken, sondern es von unten
nach oben (also "bottom-up") aufsteigen lassen. Hierzu
muss man aber die Stelle, an der es einzufligen ist, kennen.
Genau diese Stelle ermittelt man durch die Berechnung des
"Einsinkpfads".
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10.4.7 EinsinkpfadDies ist der Weg, den ein Element, das in
die Wurzel gesetzt wurde, nehmen muss, damit die Heap-
Eigenschaft wiederhergestellt wird (vgl. 10.4.4).

Dieser Pfad ist unabhangig vom einzusortierenden Element. Er
endet in einem Blatt des Baumes. Es genlgt, den Index dieses
Blattes zu bestimmen.
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Ermittlung des Einsinkpfads:

starte mit der Wurzel,
while noch nicht Blatt erreicht_loop

gehe zum Nachfolgeknoten mit dem grof3eren Inhalt;
endloop;

Bei der Darstellung mit Feldern muss man nur den Index |
des letzten Elements auf dem Einsinkpfad kennen. Die
anderen Knoten auf diesem Pfad besitzen die Indizes
jdiv 2, (jdiv2) div2, ((j div2) div2) div2, ..., 1. (In binarer
Darstellung muss man also nur die letzte Ziffer streichen.)

Die folgende Funktion berechnet den Index j des letzten
Elements des Einsinkpfads, wobel man den Fall, dass der
letzte Knoten keinen Geschwisterknoten besitzt, gesondert
bertcksichtigt ("if m = rechts then ...").
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Ermittlung des Einsinkpfads:

functioneinsinkpfad (rechts: 1..n) retuin.n is
j: 1..n:=1; m: Natural := 2;
begin
while m < rechts_loop
if A(m) <A(m+1) thenj:=m+1; elsej:=m; endif;
m = J+j;
endloop;
If m =rechts_then .= rechts;_end;
returnj;

end
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10.4.8 Bottom-up-Heapso(Carlsson 1987, Wegener 1993)

1. Ermittle den Index j des letzten Knotens auf dem Einsinkpfad.

2. Suche von | aus ruckwarts entlang des Einsinkpfads die
Stelle, wo das einzusortierende Element hingehort.

3. Fuge es dort ein und schiebe alle dartiber stehenden Elemente
entlang des Einsinkpfads um eine Position in Richtung zur
Wurzel.

Fur die Programmierung benutzen wir die obige Funktion
"einsinkpfad", die wir jedoch direkt in den Algorithmus inte-
grieren. Weiterhin fiUhren wir die Verschiebung von Punkt 3
bereits beim Berechnen von | durch, da man in der Regel den
Einsinkpfad nur wenige Schritte zuricklaufen muss und hier-
durch im Mittel ein doppeltes Durchlaufen vermieden wird.
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procedurebottumupheapsort is -- A und n sind global

proceduresink ... begin... endsink; —- wie frither
h, J, m: Natural; x: <Elementtyp>;
beqgin h := n div2; --wandle A in einen Heap um
for k in reversel..h loop sink (k, n); endoop;
for k in reverse?..n loop -- x = A(k) einsinken lassen
X = AK); Ak) .= A); -- rette A(1) nach A(K)
=1, m=2; -- Suche den Index j

while m <k-1 loop
if A(m) < A(m+1) thenA()) .= A(m+1); | := m+1,
else A(j) := A(m); j:== m; endif;
m = J+j;

endloop;

If m=k-1 thenA()) := A(k-1); ) :=k-1; endf;

-- Nun ist der Index j (=Ende des Einsinkpfads) bekannt und alle Irdna#ltdem
-- Einsinkpfad sind um eine Position in Richtung der Wurzel verschoben mvorde
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-- Die Elemente des Einsinkpfads missen nun zurtickgeschoben werden,
-- solange die Stelle, an die x gehdrt, noch nicht erreicht ist

while (j > 1) andthen(A(j) < x) loop
1= div2;A()) =A0);]:=1;
endloop;
-- Die Stelle j, an die x gehdrt, ist nun erreicht.

A()) =X,
endloopk;
endbottomupheapsort;
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Wie viele Vergleiche bendtigt Bottom-up-Heapsort?

1. Aufbau des Heap$&enauso wie beim normalen Heapsort
maximal 2n - 2log(n) - 2< 2n Vergleiche.

2. Sortierphase

Hier bend6tigt man maximal fUr jedes k so viele Vergleiche, wie
die doppelte Lange des Einsinkpfads ist, also ruod(R).

Dies fuhrt zunachst nur auf genau die gleiche Abschatzung wie
beim normalen Heapsort.

Aber: In den meisten Fallen wird man bereits nach etwas mehr
als log(k) Vergleichen fertig sein.

Experimente bestatigen, dass der Faktor "2" vom normalen
Heapsort im Mittel auf "1" sinkt; dies lasst sich auch beweisen.
Man kann aber Folgen konstruieren, bei denen man nur auf den
Faktor 1,5 kommt. Daher gilt im worst case nur:
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Bottom-up-Heapsort bendtigt im worst case maximal
1,5nlog(n) Vergleiche. Dieser Fall tritt aber fast nie auf,
so dass man in der Praxis volog(n) + O(n) Vergleichen
ausgehen kann. Carlsson konnte zeigen, dass im Mittel
hochstens tog(n) + 0.67n Vergleiche bendtigt werden.

10.4.9 Satz Bottom-up-Heapsort benotigt
Im schlimmsten Fall hochstens bjleg(n),
Im Mittel hochstens log(n) + 0.6/ Vergleiche.

Beachte Heapsort und seine Varianten sind
garantierte nlog(n) - Verfahren.

Hinweis: Es gibt weitere Varianten, z.B. von McDiarmid and
Reed 1998 oder von Katajainen 1998. Ziel ist es, die untere
theoretische Schranke von Satz 10.1.11 zu erreichen. Der
Faktor 1 (statt 1,5) wurde mit dem "ultimativen" Heapsort
erreicht, das aber (wegen eines zu hohen linearen Anteils)
bisher noch ungeeignet ist (siehe Algorithmik-Vorlesung).
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Diskussion dieses Ergebnisses:

Mit Bottomup-Heapsort haben wir ein Verfahren gefunden, das schaklle
Quicksort sein musste. Dies trifft vor allem dann zu, wenAlgorithmus der
Vergleich zwischen zwei Elementen, also die Abfragen "A(Ar+1)" und
"A()) < x", viel mehr Zeit kosten als alle anderen elemeamtaAnweisungen; denn
wir haben ja nur die Anzahl dieser Vergleiche gezahlt. DieseAme gilt sicher,
wenn die Schlussel besonders lang (z.B. lange Warter) sind.

Sind die Schlussel jedoch Zahlen vom Typ Integer, so dauerteiigle\ch nicht
langer als eine Zuweisung der Form "A(j) := A(i)". Vor alleiie Zugriffe auf den
Hauptspeicher kommen nun zum Tragen. Bei Quicksort erfordert dagdihern
4 Zugriffe, da zwei Werte ausgetauscht werden, bei Heapsort braaohur 2, da
ein Wert verschoben wird. Allerdings werden bei Heapsort bei jédesimken
mindestens log(k), insgesamt also ungefdbg() Verschiebungen ausgefihrt,
wahrend Quicksort mit weniger alsrifog(n) Vertauschungen auskommt. Ins-
gesamt ist bei Heapsort also mitdg(n), bei Quicksort dagegen mit weniger als
2-:nlog(n) Zugriffen auf den Hauptspeicher zu rechnen. Daher wird Qurtaksder
Praxis trotzdem oft etwas schneller als Heapsort sein.

Auch die weiteren elementaren Anweisungen spielen eventuell noeRRelle. Fir
eine genaue (nicht uniforme) Abschatzung muss man nun die Implemegtierd

die Bearbeitungszeiten, die der verwendete Computers fir didselsnen Anwei-
sungen benotigt, kennen. Erfahrene Informatiker(innen) kénnen dies gut &iracha
oder sie ermitteln - aufbauend auf den theoretischen Resul@itetatsachlichen
Laufzeiten mit Hilfe von Testlaufen oder aus StatistikenBkisiebssystems.
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10.5 Mischen

Die bisherigen Sortierverfahren haben einzelne Elemente ver-
glichen, die oft weit voneinander entfernt in der zu sortieren-
den Folge standen. Sie sind daher flr riesige Datenbestande,
die auf Hintergrundspeichern stehen, nur bedingt einsetzbar.

Daten werden von Hintergrundspeichern "stromartig" einge-
lesen, vergleichbar dem Lesen von Magnetbandern. Deshalb
muss man immer maoglichst viele Daten, die zusammenhangend
verglichen und sortiert werden kdnnen, zusammenfassen und
verarbeiten.

Hierflr ist vor allem das Zusammen-Mischen ("Verschmelzen")
zweler bereits sortierter Datenstrome geeignet.

(Hinweis: Ob auf £" oder auf "<" abgefragt wird, ist wichtig,
sofern man Elemente innerhalb eines Feldes vergleicht. Fragt
man auf "<" ab, so ist das "Mischen" nicht stabil.)
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Feld Al Feld A2 Verschmelzen
3121619 3033 37 818 23 25 26 28 30 zweler Folgen

1=1;]:=1, k:=0;
while i<n andj<n loop
K = k+1;
it A1(i) < A2())
. thenB(k) := AL1(i); i := i+1;
das Kl Ele- == T
et else B(k) := A2(j); j := j+1;
endif;
endloop;
"Flge den Rest an B an"
38121618 1923 25 26 28 30 30 33 37

Feld B
Der gesamte Sortierprozess ist auf der nachsten Folie dargestellt.

74
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8 25 30 30 28 19 23 26 16 37 18 33 12
VW S SN S N N S

das kleinere das kleinere
Element
weiterleiten

das kleinere das kleinere das kleinere
Element Element Element

Element Element
weiterleiten weiterleiten weiterleiten

U U I U U l U
8 25 3030 1928 323

% \y % \y %26@1837 §7233

das kleinere Element
weiterleiten

das kleinere

das kleinere Element das kleinere Element das kleinere Element
weiterleiten

weiterleiten weiterleiten

8 25 30 30 319 23 28 16@ 26 37 @12 33
das kleinere Element

nere das kleinere Element
weiterleiten weiterleiten

3819 2325283030 12 16 18 26 33 37

%} das kleinere Element @

Berechnungs- weiterleiten
kaskade ﬂ

381216 18 19 23 25 26 28 30 30 33 37
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10.5.1: Verschmelzenweier Folgen vom Typ Vektor

procedure/erschmelzen (Al, A2 iWektor; B: inout Vektor,
LAl, RAL, LA2, RA2, LB: ininteger;
RB: outinteger) is

, ], K: Integer;
begini:= LAL; j := LA2; k := LB-1;
while I<RA1 andj<RA2 loop
K .= k+1;
if A1(i) < A2(j) thenB(K) := AL(i); i := i+1;
else B(k) := A2()); | := J+1; endif;
endloop; -- nun muss der Rest einer Folge noch angefligt werden
iIf 1 <RA1 then
for m ini..RAL loopk:=k+1; B(k):=Al(m); endoop;
else for m inj..RA2 loopk:=k+1; B(k):=A2(m); endoop; endif;
RB := k; -- RB dient nur fiir Kontrollzwecke, kann entfallen
endVerschmelzen:;
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10.5.2: Sortieren durch Mischen

Es soll ein Feld A(1..n) durch Mischen sortiert werden.

Zuerst die Bottom-Upbenkweise", die zu einem lterations-
verfahren fuhrt: Man verschmilzt zunachst je zwei Folgen der
Lange 1 zur sortierten Folgen der Lange 2 (man muss hierftr
n/2 mal "Verschmelzen" aufrufen),

dann verschmilzt man je zwel sortierte Folgen der Lange 2 zu
sortierten Folgen der Lange 4 (hierfGr muss man n/4 mal
"Verschmelzen" aufrufen),

danach das Gleiche flr sortierte Folgen der Lange 4, 8, 16
usw., bis zwel Folgen der Lange n/2 zu einer sortierten Folge
der Lange n verschmolzen wurden.

Sofern n eine Zweierpotenz war, funktioniert dieses Verfahren
bereits; im allgemeinen Fall muss man beim Verschmelzen
unterschiedliche Langen von Folgen bertcksichtigen (vgl.
Beispiel).

Dieses Mischen heil3t in der Literatur "straight mergesort".
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Sortieren durch Mischen (Fortsetzung)

Nun die Top-Downbenkweise": Um ein Feld zu sortieren,
sortiert man zuerst die linke Halfte, dann die rechte Halfte und
verschmilzt die beiden sortierten Folgen. Das Ergebnis ist eine
rekursive Prozedur.

Da dieses Vorgehen leichter zu verstehen und aufzuschreiben
Ist, wird die rekursive Version im Folgenden realisiert.

Der Ansatz ist einfach. Die Hauptschwierigkeit besteht hier in
der prazisen Angabe der jeweiligen Teilfeld-Grenzen.

Wir verzichten auf volle Allgemeinheit und wollen "nur" das
Feld A(L..R) sortieren. Sortierte Teilfelder A(x..y) und A(u..v)
mischen wir in ein Hilfsfeld B(L..R) und schreiben danach das
Ergebnis wieder nach A zuruck.

Beachten Sie, dass die Abfrage "AiIA()" die Stabilitat des
Mischens sichert (im Gegensatz zu "A(l) < A()").
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10.5.3: Programm zum Sortieren durch Mischen ("Mergesort")

proceduréMergesort (L, R. innteger)_is

Mitte: Integer; 1, |, k: Integer; - Die Felder A und B sind global.

begin -- Es wird A(L..R) sortiert.

If R > L then Mitte := (L+R)/2; -- Sortiere rekursiv zwei Halften der Folge
Mergesort(L, Mitte); Mergesort(Mitte+1, R);
| 1= L; j .= Mitte+1; k := L-1; -- Nun mischen von A nach B, wie in 10.5.1

while i<Mitte andj <R loop k := k+1,;
if A(i) <A() thenB(K) := A): i == i+1;
else B(k) := A(j); j := j*+1; endif;
endloop; -- nun muss der Rest einer Folge noch angefiigt werden
If 1 < Mitte then
for m ini..Mitte loopk:=k+1; B(k):=A(m); endoop;
elsefor minj..R loopk:=k+1; B(k):=A(m); endoop; endif;
forminL..R @pA(m) = B(m); endoop; -- zuriickkopieren nach A
endif;
endMergesort;
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Wir haben das Verfahren mit Feldern realisiert.

Es ist aber klar, dass man es auch leicht mit linearen Listen
Implementieren kann, wobei nur Zeiger umgesetzt werden
mussen. Hierbel kann man alle Umspeicherungen vermeiden.
Vor allem der Teil im Programm, der mit

-- nun muss der Rest einer Folge noch angefligt werden
beginnt, kann durch eine einzige Zeigersetzung erledigt
werden.
Durchdenken Sie die Vor- und Nachteile eines solchen
Verfahrens und entwerfen Sie ein Programm, fur das die zu
sortierenden Daten als einfach verkettete lineare Liste

vorliegen.
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10.5.4Aufwandsabschatzung fur das Mischen:

Wenn V(n) die maximale Zahl der Vergleiche zum Sortieren
von n Elementen ist, dann gilt:

V(1) =0 und fur alle n > 1: V(n) =\2(n/2) + n-1.

Die maximale Rekursionstiefe ist beim Mischen log(n), da
In jedem Rekursionsschritt halbiert wird. Also muss die
maximale Zahl der Vergleiche durchlag(n) - n/2 - n/4 -

n/8 - ... - 1 =Aog(n) - n + 1 beschrankt sein (das sieht
man unmittelbar am Beispiel auf Folie 75). Dies ist auch
die Losung der obigen Gleichung fur Zweierpotenzen n:

V(n) =nlog(n) -n+1 (Beweis durch Einsetzen).

Mergesort ist also ein garantierteday(n)-Verfahren.
Die Zahl seiner Vergleiche kommt sehr dicht an die
untere theoretische Grenze heran, siehe Satz 10.1.11.
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Bei Mergesort sindiele Umspeicherungesrst beim
Verschmelzen von A nach B und dann zuriick nach A
erforderlich. Wie hoch ist die Zahl der Speichervorgange?

In jeder Rekursionstiefe werden alle Daten genau einmal
nach B und wieder zurtck transportiert. Folglich werden
Insgesamt sten-log(n) Speicherzugriffelurchgefthrt.
(Dies setzt allerdings voraus, dass das Programm leicht
modifiziert wird, dass also "i(i) < A(j) then' nicht zu
zusatzlichen Speicherzugriffen fuhrt.)

Dies scheint viel zu sein. Man mache sich aber klar, dass
bel Quicksort je Rekursionstiefe bis zu n/2 Vertauschun-
gen stattfinden, die jewells 4 Speicherzugriffe erfordern,
weshalb Quicksort auch im gunstigsten Falle, dass die
Rekursionstiefe durch log(n) beschrankt bleibt, bis zu
2-n-log(n) Umspeicherungen ausfihren kann.
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10.5.5 Varianten des Sortierens durch Mischen

Das obige Vorgehen bezeichnet man Zls€i-Phasen-

Mischeri, da die Daten von Feld A nach B verschmolzen
(erste Phase) und anschliel3end zurlick nach A (zweite Phase)
kopiert werden. Man spricht auch vairWege-Mischéh da

ein Weg nach B und einer zurtick nach A fuhrt.

Natdrlich kann man die Rolle der Ziel-Felder in jedem Durch-
gang andern, d.h.: Man verschmilzt zwel sortierte Folgen von
Al und A2 abwechselnd auf die Felder B1 und B2 und an-
schliel3end zwei sortierte Folgen von B1 und B2 zuriick nach
Al bzw. A2 usw. So spart man die Halfte der Umspeicher-
operationen. Man muss sich hierbei die jeweiligen Grenzen
merken und bis zu 2n zusatzliche Speicherplatze bereitstellen.

Al ------ - B1 Die durchgezogenen Pfeile
I bezeichnen das Zusammenfuhren
>\ ,,:>\ zweier sortierter Folgen. Das sor-
A2 — |- > B2 tierte Ergebnis des Verschmelzens

wird abwechselnd Uber einen der

Ein-Phasen-Mischemwobei 4 Wege moglich sind. ~ 9estrichelten Pfeile weitergeleitet,
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3-Wege-Mischen:

Man kann auch mit drei Feldern A, B und C arbeiten. Zuerst wird
die zu sortierende Folge auf zwei Bander A und B verteilt und
zwar F, sortierte Teilfolgen auf Band A ung _Fsortierte

Teilfolgen auf Band B (Fist die k-te Fibonaccizahl, siehe 8.4.7;
falls die Anzahlen nicht "aufgehen”, so fulle man mit "dummy"-
Folgen auf die nachste Fibonaccizahl auf). Nun werden sortierte
Teilfolgen von A und B nach C gemischt, bis das Feld B keine
sortierte Folge mehr besitzt. Dann besitzen C gepaurkd A

genau k- F _, = F_, sortierte Teilfolgen. Nun werden die
sortierten Teilfolgen von A und C nach B gemischt, bis das Feld
A keine sortierte Teilfolge mehr besitzt (auf den Feldern B und C
befinden sich nun E, bzw. F_; sortierte Teilfolgen). Nun wird A
das Ziel-Feld, d.h., es werden sortierte Teilfolgen von B und C
nach A gemischt usw., bis am Ende auf einem der Bander die
sortierte Gesamtfolge steht. (Man wahlt hier Fibonacci-Zahlen,
weil man dann nicht standig die Folgenlangen abfragen muss.)
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Beispiel:Zu sortierende Folgel4 5 8 2 10 19 7 16
Dies sind E = 8 Elemente. Verteile alsq E 5 und i = 3 Ele-
mente auf zwel Bander A und B und mische diese auf Band C:

F F,

4
A 14,5,8,2,10\< > A 2,10

Verschmelze nunf= 3 sortierte Teilfolgen von A mit,/= 3
sortierten Tellfolgen von B. Das Band B wird hierbel leer.

22.6.2006 © Volker Claus, Informatik 85



Beispiel:Zu sortierende Folgel4 5 8 2 10 19 7 16

Verschmelze F= 2 sortierte Telilfolgen von A mit;= 2
sortierten Tellfolgen von C. Das Band A wird hierbei leer.
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Beispiel:Zu sortierende Folgel4 5 8 2 10 19 7 16

WVAZ: /
A <—< ~A28141619~—<
s

Verschmelze = 1 sortierte Teilfolge von B mit,= 1
sortierten Tellfolge von C. Das Band C wird hierbel leer.
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Beispiel:Zu sortierende Folgel4 5 8 2 10 19 7 16

b/ /
Al2 8 14 16 13— ) A —
\ \

Verschmelze F= 1 sortierte Tellfolge von A mitf= 1
sortierten Teilfolge von B auf Band C. Fertig.
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10.5.6 Naturliches Mischen:

Eine Teilfolge aa,, ... g der Folge @a, ... 3, heil3t einLauf,

wenn dies eine maximal lange nicht fallende Teilfolge ist, d.h.,
wenn @ >g<a, <..<£a>3, glt(wenni=1oder|=n

Ist, so entfallen die entsprechenden Ungleichungen am Rande).
Statt Teilfolgen der Lange 1, dann der Lange 2, 4, ... usw. zu
mischen, kann man in jedem Durchgang die vorhandenen Laufe
mischen, wodurch sich die Rekursionstiefe und damit die Zahl
der Umspeicherungen verringert, die Zahl der Abfragen aber
wegen des Tests, wo ein Lauf endet, insgesamt nicht geringer
wird. Ein solches Ausnutzen der zufallig vornandenen Teill-
Sortierungen bezeichnet man a#urliches MischenDadurch

wird das Mischen mit seiner garantiertelogy(n)-Laufzeit auch

zU einem ordnungsvertraglichen Sortierverfahren.

Aufgabe:Programmieren Sie das "naturliche 3-Wege-Mischen".
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10.5.7 Parallelisieren

Hat man einen Baustein, der das Verschmelzen zweier Folgen
vornimmt, so kann man in jeder Rekursionstiefe alle Operatio-
nen parallel ausfiihren (siehe die Kaskade zu Beginn von 10.5;
In der obersten Zeile kann man alle n/2 Vergleiche parallel
zueinander durchfiahren).

Man bendtigt dann n/2 solcher Bausteine zum Mischen von
Teilfolgen der Lange 1, man braucht n/4 dieser n/2 Bausteine
fur das Verschmelzen aller Teilfolgen der Lange 2 usw.
Durch geschicktes Zusammenschalten kann man also die
Kaskade mit n/2 solcher Bausteine realisieren.

Wie lange dauert dann das Sortieren? Die erste Schicht be-
notigt genau 2 "Takte", die nachste 4, die nachste 8 usw. bis
zur letzten Schicht mit n Takten. Folglich kann man wegen
2+4+8+...+n/4+n/2+n=2n-2 die n Daten mit diesem Parallel-
verfahren in 2n-2 Schritten sortieren. Der "Preis" hierfur sind
die n/2 Bausteine und ihr Verschaltungsnetz.
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Bringt dieses Verfahren trotzdem Vortelle, z.B. im Falle,
dass man viele Zahlenfolgen a, b, c, d, ... sortieren mochte?

Folgen nacheinander | > sortierte Folgen nacheinander
d ¢ b & Moglichst d, G by &
d ¢ b, & d, G, Db, a,
d, ¢, b, a paralleles d: c. b a,
d, c, b, a 0> | Sortieren| ==> d; ¢. b, a,
dn-l Cn-l bn-l an-l durCh din_l Cjn_]_ bkn 1 ahn_]_
dn Cn bn & Mischen din Cin bkn %,

Faktisch bringt unser Mischverfahren leider kaumaat weil ein "Pipe-
lining" zwar denkbar ist, aber wegen der sequeleniehbarbeitung des
letzten Schritts mit mindestens n/2 Schritten zg@echend langen War-
tezeiten fuhrt. Ein schnelles Verfahren, das dasgg@ Einschleusen der
nachsten Folge in den Verarbeitungsprozess erlsidiien wir in 10.7 vor.

22.6.2006 © Volker Claus, Informatik 91



10.6 Streuen und Sammeln

Manchmal liegen die zu sortierenden Werta, a. g, in einem
festen Intervall [UNT, OB]: UNK a < OB.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, disaen nattrliche
Zahlen und es seien UNT = 0 und OB = m-1.

Bucket sort Verteile ("streue") die n Elemente A(1..n) auf m
nacheinander angeordnete Facher bucket(0..m-1) ("Eimer"
genannt, daher "bucket sort"), hole sie anschliefl3end in der
Reihenfolge der Facher wieder heraus und lege sie im Feld A
ab.

Aufwand O(n+m) sowohl fur die Zeit als auch fur den Platz.

Einsatz Vor allem, wenn m in der Gréf3enordnung von n liegt.
Programmstickfligen Sie die Listenbearbeitung selbst hinzu):
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declareA: array(1..n) ofinteger; k: 0..n; -- n ist global
bucket: array0..m-1) of"liste von Integer,'...
begin
forjin 0..m-1 loopbucket(j) :="leer"; endloop;
foriin 1..n loop -- streuen
"hangeA(l) anbucket(A(i))an",
endloop;
K:=0;
forjin 0..m-1 loop -- sammeln
while "bucket(j)nicht leer"loop
k := k+1; A(k) :="erstes Element vaoucket(j)';
"Entferne auucket(j)das erste Elementéndloop;
endloop;
end
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10.7 Paralleles Sortieren

Das Sortieren von n Elementen kostet mindestéog(n)
Vergleiche, wenn nur eiRrozessor vorhanden ist. Ein guter
Rechner kann heute etwa 10 Millionen Vergleiche pro Sekunde
durchfthren, sofern man 32-stellige Zahlen als Schllssel
verwendet. Setzt man fur die Umspeicherungen usw. den
Faktor 10 an, so lassen sich mit einem Programm 1 Million
Vergleiche einschl. der tbrigen Operationen pro Sekunde
durchfthren. Will man maximal eine Minute auf das Ergebnis
warten, so lassen sich also¥B Vergleiche ausfiihren.
Berechne n so, dassag(n) = 601C° gilt, d.h., es lassen sich
knapp 3.000.000 Schlissel in einer Minute sortieren.

Solche GrofRenordnungen sind selten, so dass im Prinzip das
Sortieren heute kein Problem mehr darstellen sollte. Allerdings
entstehen Probleme, wenn eine Sortierung sehr schnell erfolgen
muss, well sicherheitskritische Systeme hiervon abhangen oder
andere Grunde vorliegen.
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Will man also schneller sortieren, so kann man entweder auf
noch schnellere Rechner warten oder man kann eine
Beschleunigung des Sortierens durch paralleles Vorgehen
erhoffen. Wir stellen hierzu zwel ,einfache“ Verfahren vor.
(Weitere Verfahren finden Sie z.B. in dem Buch von Ingo
Wegener, "Effiziente Algorithmen fur grundlegende
Funktionen", Teubner-Verlag.)

Verfahren 1;
Lineare Kette mit n Prozessoren.

Verfahren 2:
Divide and Conquer Verfahren mit (1#)og?(n) Prozessoren.
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10.7.1Verfahren 1: Lineare Kette

Hierzu betrachten wir einen Prozessor, der

zwel Speicherplatze fur Zahlen,
einen Eingang (links) und
einen Ausgang (rechts)

besitzt:

51| | 51
96

Grundbaustein, Grundbaustein Grundbaustein
leer mit einer Zahl mit zwel Zahlen

(Die Zahl darf auch unten stehen.)
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Der Grundbaustein kann nur folgendéefehlausfiuhren:

1. Falls er zwei Zahlen besitzt, gibt er die grol3ere der beiden
nach rechts aus.

2. Falls eine Zahl von links kommt, legt er sie in einen seiner
frelen Speicherplatze.

Die Befehlsteile 1. und 2. werden gleichzeitig ausgefuhrt!

Wenn die Bedingung in 1. und/oder in 2. zutrifft, dann
muss der Befehl auch ausgefuhrt werden.

Befehl
33 — = >

ausfuhren

33
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51
33
51
33 96,
96
51
01 oL,
33

Befehl
>

ausfuhren

Befehl
>

ausfuhren

Befehl
>

ausfuhren

o1

33

o1

33

91

33
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Nun koppeln wir n=5 solche Grundbausteine zu einer Kette
aneinander:

v
v
v
v
v
v

Wir verlangen, dass alle n Bausteine synchron arbeiten. Nun
geben wir in n=5 Takten die Zahlen 8, 4, 5, 1, 6 von links ein:

v
v
v
v
v
v
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4 38
5 8
4
1 S 38
4
6 1 8
4 5
1 | 4 8
6 5

Die Eingabe ist beendet. Die Kette arbeitet aber noch weiter, bis
In jedem Baustein genau eine Zahl stent.
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1 4 8
6 5
1 4 6 8
5
1 4 8
5 6
1 4 ‘ 8
5 6

Nach 2n-1 Takten endet das Verfahren und jeder Baustein gibt
Im 2n-ten Takt seine Zahl aus. Diese Folge ist sortiert.
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10.7.2Wie viele Schritte bendtigt dieses Verfahren?

Offensichtlich sind n Werte na&n-1 Schritten sortiert.

Hierflr bendtigt man n Prozessoren.
Fur grol3e Werte von n ist dies eine deutliche Verbesserung
gegenuber den bisherigen @gg(n))-Verfahren.

Hinweis:In 10.5.7 haben wir ein Verfahren skizziert, wie
man n Werte schon mit n/2 Prozessoren parallel in 2n-2
Schritten sortieren kann. Jene Prozessoren hatten aber zwel
Eingange und waren komplexer verschaltet.

Gibt es bessere VerfahreMbglichst solche, die viel
schneller als in O(n) Schritten arbeiten - dafir durfen sie
dann auch mehr als O(n) Prozessoren besitzen ...
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10.7.3 Verfahren 2: Divide and Conquer Ansatz

Der Divide-and-Conquer-Ansatz lautet:
Zerlege das Problem in z.B. zwei Tellprobleme, 10se diese und
setze aus den Teillosungen die Gesamtlosung zusammen.

Wir gehen nun von einer allgemeinen Struktur aus, bei der
die zu sortierenden Elemente nicht nacheinander, sondern
parallel zueinander eingegeben werden. Dies bedeutet, dass
wir mit mindestens O(n) Grundbausteinen rechnen mussen,
um n Elemente zu sortieren.
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10.7.4Als Grundbaustein verwenden wir einen elementaren
Sortierbausteisort fur zwei Werte:

X g > Min(x, )
sort
y = - Max(x, y)

Hiermit kann man beispielsweise n = 4 Werte wie folgt sortieren:

a sort | sort > Sortierte
b _ :

>< sort ' Folge der
C - »
q sort | sort Cabcd
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Beispiele:

2 —— - » 1
sort sort
1 22{ —3— i > 2
4 22— > 3
3 sort 44, sort 4 4
20 IO TN 1 ~
4 sort | © < | sort | — &
2 4 22— <ort > 2
3 3 > 3
1 sort 33, sort 4 .4

4 Elemente werden in 3 Schritten mit 5 Bausteinen sortiert.
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10.7.5 Divide and Conquer Ansatz fur n Eingabewerte

SORT (n)

v v v v v v v v

v v v v v v v v

SORT (n/2)

\ 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4

nNn Eingabewerte

v v v v v v v v

v v v v v v v v

SORT (n/2)

\ 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4

Mischen (n)

n sortierte Ausgabewerte
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Genauer: Gegeben sind n Eingabewejtex ..., X..
Wir erhalten 2 sortierte Folgen mit je m Elementen:

a, &, ..., a und Rk, b, ..., 1,
und n sortierte Ausgabewertg z,, ..., Z. SORT (n)

(m =n/2)

IEEEIRENENRN N

SORT (n/2)

: PO

SORT (n/2)

Mischen (n)

\ 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4 \ 4
- OOOO0O
OB OWDN PR

\ 4 \ 4
o)

—
—
—
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Die Rekursion sorgt dafur, dass die Folggmaa ..., &, und
b,, b, ..., b, sortiert sind (m=n/2).

Wenn es einen "guten" Baustd&hischen (n) gibt, dann lasst
sich hieraus auch ein "gutes" Sortierwerk fr rf = 2
Eingabewerte, flr jede natlrliche Zahl s, konstruieren.

In der Tat gibt es eine Technik, um zwei sortierte Folgen
parallel in relativ wenigen Schritten zu einer gemeinsamen
sortierten Folge zu mischen.

Diese Technik nennt sich "odd-even-merge" (dtsch.: gerade-
ungerad-Mischen) und wird ebenfalls rekursiv definiert.
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Definition 10.7.6: odd-even-merge "Mischen(2m)"
Gegebenzwei sortierte Folgen (fir m = #ir eine natirliche

Zahl k=0) g, 4a, ..., &, und Qh, b, ..., .

Ergebnis die zugehaorige sortierte Folge, z, ..., z,,.

Vorgeherzur Durchfihrung von "Mischen (2m)":

m = 1. Vergleiche mit dem Bausteiadrt"; fertig.

m > 1:

(1) Mische rekursiv die ungeraden Glieder der a- und der b-
Folge sowie die geraden Glieder der a- und der b-Folge,
d.h., mische die sortierten Folgen &, a,, ..., &,, und
b,, b;, b, ..., b, zur sortierten Folge,uu,, u,,..., U,
und mische die sortierten Folgen a, &, ..., &, und
b,, by, b, ..., , zur sortierten Folgeyv,, vs,..., V.

(2) z, = u,, z,, = V., und fihre parallel m-1 Vergleiche durch:
Z,i = Min(U, ¢, Vi), Z,;,; = Max(u,,, ;) far i=1,2,..,m-1.
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Beispiel 10.7. furm =1, 2, 4.

Wir konstruieren zunachst das Mischen fir einige Werte von m.

Der Fall m=1 bendtigt genau einen Sortierbaustein:

sort

Dies ist der BausteimMischen(2)
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m = 2 (beachte, dass;,a, bzw. b, b, sortiert sind.)

a Mo
a; | Mischen(2)i—, ;1
S
e mmmo - _ sort e
bl | ] L— g 23
b . Mischen(2) V1 .
2 o e e e e _' V2 - 4

a R
1 sort 21
a2 \ Zz
sort
| sort
b, , Z,
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Wir kiirzen diesen Baustein durch Mischen(4) ab:

a > > Z
1 sort 1
a2 \ > Zz
sort )
sort
b2 » » Z4
Mischen(4)
- - - - - = -=-=-=-=-"=-""=/-"=-"/=-=-"=-7==7 I
a — — Z,
| |
3 — — Z,
| |
1 ; | Z3
2 : b Z4
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S L £FHF &2

w

_hCT

Mischen(4)

sort

v

sort :
sort

_______ sort :
sort

|VQ S '

— |V, | sort :

| sort 1V, )

: , .

Mischen(4
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m = 4: Bereinigung der Verbindungen ergibt:

sort

sort

sort

a :
1 sort
a2 \
\ / - sort
% 1 sort
Sy
b,
h | sort
sor
b, —
h 1 sort
4

Beachte: g a,, &, a, bzw. by, b,, b;, b, sind sortierte Folgen.
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m = 4; Dies kilirzen wir erneut ab durch

Mischen(8)
r-r-———~~>~>"">""~>"="-" - - -"-"-"-"-"-"-"--"-=-=-- | 7
| —ee

&H — L
| :_> Z3
8 — !
|
ay —— — Z
|
I—’ Z
) 5
b, | ;
b, ! |
b, — !
4 " Zg
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10.7.8Betrachte nun den Gesamtalgorithmus SORT flr n=16:

SORT (16)

I __________________________ 1
Xl —sl |1 — Zl
X4 1™ 44
X5 — 1 45
Xg — — Z;
X7 —l l— 2
Xg — I

! 1 %8

| I
X9 . 7
X10 I 510
X1, — I— 2,5
X{3—1 1™ Z13
X14—’| |:: Zl4
X15— 1 415
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Rekursives Ersetzen fir SORT(16) ergibt:

Mischen(16)

SORT(8)

SORT(8)

NN NN NNNNNNN
O NouTh,h,wdNPEF

=
=)

ITTF

N NNNN
e e e
oA WN
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Einsetzen von Mischen(16) ergibt die Struktur:

1 U > 7
2 — 2 i ' Ug 7
3 . u
X3 — SORT(8) |[& 9! Mischen(8)! y; . %4
Xg — A u -, 50
Xaz — —1 I -6 Z
! % ’ | I u7 7
X8 B — 88 —_— “ ________ 8 L 28
_______ 'y
X, — 1 ‘ 1
o b, 'V, — Zjg
X5 — 3 I 1V3 11
X1p— Dy /7 I Mischen(8) ! V4 — Z12
x2— SORT(8) |bs |V — 7)3
13 b
X1 — 6 | Vg " Z14
X16—— 8 o Vg Z16

Setzt man alle kleineren schon konstruierten Baestsin, so erhalt man den
ausfuhrbaren Algorithmus (selbst durchfiihren, gghn letzte Folie in Kap. 10).
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10.7.9 Die rekursive Struktur des parallelen Sortierens:

SORT(n)

n/2
= | SORT(n/2)

V2_ || sorRT(n/2)

Mischen(n)

AnzahlG(n) der Bausteinsort: G(2) = 1 und fir n=2 k>1.

G(n) = 2G(n/2) + M(n),
wobel M(n) die Anzahsort in Mischen(n) ist.

n Ausgange

22.6.2006

© Volker Claus, Informatik

119



10.7.10 Mischen(n)st ebenfalls rekursiv definiert:

Mischen(n/2)

Mischen(n)

Mischen(n/2)

AnzahlM(n) der Bausteinsort im AlgorithmusMischen(n)
M(2) = 1 und far n>2: M(n) = ®1(n/2) + n/2-1.
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Nachdem der Aufbau des parallelen Sortieralgorithmus klar ist,
mussen wir beweisen, dass die Technik "odd-even-merge" die
beiden geordneten Folgep &, ..., &, und Q, b,, ..., b,
tatsachlich zu der geordneteolge 3z, z, ..., 2,1, Zp,
zusammenmischt.

Satz 10.7.11:

odd-even-merge sortiert die geordneten Folgena..., &,
und b, b,, ..., b, zur geordneten Folge,,z,, ..., 2,1, Zp

Bewels
Wenn m=1 ist, dann werden zwel Zahlen durch den
Sortierbausteisort geordnet und der Satz ist richtig.
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Sei daher m>1. Gegeben sind zwei sortierte Folges,a.., a,
und R, b,, ..., . Nach Definition von odd-even-merge werden
die sortierten Teilfolgen mit jeweils m/2 Elementen

a, &, &, ..., &, und h, b, b, ..., b, , zur sortierten Folge

U, W, U,..., U, bzw. 8, &, &, ..., &, und B, b, b, ..., b, zur
sortierten Folge y V,, Vs,..., Vi, rekursiv gemischt.

Die Ergebnisfolge ist definiert durch-=zu,, z,,=Vv,,, und
Z,i = Min(U,,4, Vi), Z,;,; = Max(u,,, v;) fur 1=1,2,..,m-1. Wir
zeigen, dass die z-Folge hierdurch korrekt sortiert ist.

u, muss das Minimum der beiden Folgen sein,,dand b die
Minima der a- bzw. b-Folge und beide Elemente in der u-Folge
sind. Analog gilt, dass ;,vdas Maximum der Ergebnisfolge sein
muss. Also sind,zund z_, richtig bestimmt worden.
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Um zu zeigen, dass,;z Min(u,,,, V;), Z,,,=Max(u,,,V;) richtig
festgelegt wurden, gentligt es zu zeigen, dass sich das Element
U, In der sortierten Ergebnisfolge an der Position 2i oder 2i+1
befinden muss (analog muss man dies fur das Elemeath-
weisen). Wir beweisen dies in acht Schritten (a) bis (h).

Wir betrachten y, fur ein i zwischen 1 und m-1. O.B.d.A.

nehmen wir an, dass dieses Element aus der a-Folge stammt und
das j-te Element der Teilfolge mit den ungeraden Indizes ist,
d.h.,esgibtein mit £]<m/2 mity,; = a, ;.

(a) Wie viele der Elemente der a-Folge sind kleiner @8 u
Genalw2j-2 Elemente;

denn weil y; = &, , ist, mussen die Elementg &, ..., 3;, der
geordneten a-Folge kleiner alg;sein.
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(b) Wie viele der Elemente der b-Folge sind kleiner gl®u
Mindestengi-2j+1 Elemente. Bewels hierflr:

Wegen y, = &;; und wegen g€ & < ag < ... < &, ; mussen sich
unter den ersten i Elementep u,, ..., yder u-Folge genau diese
(]-1) Elemente aus der a-Folge befinden. Folglich missen unter
diesen ersten | Elementen der u-Folge genau i-(j-1) = i-j+1
Elemente der b-Folge sein. Da in der u-Folge aber nur die
Elemente mit ungeradem Index sind, missen dies genau die
Elemente b b, b, ..., B.1); S€IN. Da die b-Folge sortiert ist,
mussen daher mindestens die Elemente,bb;, ..., Bi.1y4
kleiner als y, sein. Ihre Anzahl ist 2i-2j+1.

(c) Folglich stehen in der sortierten Ergebnisfolge mindestens
2]-2 + 21-2)+1 =2i-1 Elemente vou,, , d.h., In der
Ergebnisfolge kann,l fruhestens das Element gein.
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(d) Wie viele der Elemente der a-Folge sind grol3er.af8 u
Genaum-2j+1 Elemente,
denn wegenyy = &, mMUssen g, &;.4, .-, &, grofser als y, sein.

(e) Wie viele der Elemente der b-Folge sind grolder; a8 u
Mindestensn-2i+2j-2 Elemente. Bewels hierflr:

Wegen (b) muss .y < b,.,1)+1 S€IN; denn sonst ware unicht
das (i+1)-te, sondern ein spateres Element der u-Folge. Also
mussen mindestens die Elementg; B, 1, Doijr1yar - By

grof3er als Y, sein. Ihre Anzahl ist m - (2i-2J+3) + 1 = m-2i+2}-2.

(f) Folglich stehen in der sortierten Ergebnisfolge mindestens

m-2j+1 + m-2i+2j-2 =2m-2i-1 Elemente hinteu, ,, d.h.,
In der sortierten Ergebnisfolge muss gpatestens das Element
Zom-(2m-2i-1) = Zoi+1 SEIN.

22.6.2006 © Volker Claus, Informatik 125



(g) Nun fuhre man genau die gleiche Untersuchung;fdunch.
Auch hier erhalt man, dassfiihestens das Element and
spatestens das Element zin der Ergebnisfolge sein kann.
(Fuhren Sie diesen Beweils selbst analog zu (a) bis (f).)

(h) Aus (f) und (g) folgt nun, dass die Elemente und v sich
an den Positionen 2i und 2i+1 der z-Folge befinden mussen.
Daher muss z=Min(u,,,,V:), Z,,.,=Max(u,,, Vv;) flr die sortierte
Ergebnisfolge z z,, ..., z,,gelten.

Damit ist der Satz bewiesen.
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Skizze zum Bewei€D.B.d.A. sel |; = &, ;.

Es sind kleiner als;y Es sind grof3er als,y

H<H< ... <8y, < By, ... <@
S~ < < -
/—ui+1— ~—

bl S b2 S S b2(i-j+1)-1 <

2y Ly ooy By Doy Zyi Loy Loiv0y Lojyzr ooy by

b2(i-j+1)+1 < bg(i_j+1)+2 > ...

[Wenn u,; = a,, Ist, so ist y= b,;,,). Beilde missen an den
Positionen 2i oder 2i+1 in der sortierten z-Ergebnisfolge stehen.
Es ist nur noch zu prafen, ob akleiner oder grof3er als, b, 1

Ist. Folglich gilt z,=Min(u,,,V;), Z;,;=Max(u,,V;).]
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10.7.12 Zur Komplexitat (Grol3e, Tiefe, Breite)
Wie grol3, wie breit und wie tief ist dieser parallele
Sortieralgorithmus?

"Grofie soll ein Mal? fur die "Herstellungskosten" sein,
wenn man den Algorithmus hardwaremaliig realisiert:
G(n) = Anzahl der Bausteinsort in SORT(n).

"Tiefe" soll die Laufzeit des Sortierens angeben:
T(n) = Lange des langsten gerichteten Weges durch
Bausteinesort in SORT(n).

"Breite" soll die Anzahl der Mikroprozessoren angeben,

die fur eine Softwarel6sung bendétigt werden:

B(n) = Minimale Zahl der Bausteirsort, die parallel
zueinander liegen mussen, ohne die Tiefe zu
verandern.
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Wir gehen nun von 10.7.9 und 10.7.10 aus:

AnzahlG(n) der Bausteinsort: G(2) = 1 und fir n=2 k>1.:
G(n) = 2G(n/2) + M(n),
wobei M(n) die Anzahsort in Mischen(n)ist:

M(2) = 1 und far n=8 k>1:M(n) = 2M(n/2) + n/2-1.
Fur die Tiefe gilt: T(n) = T(n/2) + "Tiefe von Mischen(n)".

Die Breite betragB(n) = n/2. Denn von jedem Eingangmuss
ein langster Weg ausgehen und die Anzahl der Bausteine, die
unmittelbar hinter den Eingangen liegen, betragt n/2. Im
weiteren Verlauf der Rekursion kommt man mit dieser Zahl
auch aus, siehe die Formeln fur SORT(n) und far Mischen(n).
Dies lasst sich auch formal beweisen, worauf wir hier
verzichten.
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Einige Grol3en der Mischen-Bausteine: M(2) = 1, M(4) = 3
M(8) =9, M(16) = 25, M(32) = 65. Aus M(n) =N(n/2) + n/2-1
gewinnt man durch Einsetzen rasch die Gleichungen:

M(n) = 2M(n/2) + n/2-1
= 2(2M(n/4) + n/4-1) + n/2-1
=4M(n/4) + 2n/2-1-2
=4(2M(n/8) + n/8-1) + 2n/2-1-2
=8M(n/8) +3n/2-1-2-4

2'09(”)'lM(2) + (log(n)-1)n/2 - (209(N)-1- 1)
=n/2 + nfdog(n) -n/2-n/2 + 1
=n/2-(log(n)-1) + 1

Es gilt alsoM(n) =n/2- (log(n) -1) + 1
(Vgl. die ahnliche Gleichung in 10.5.4 far V(n).)
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Hiermit konnen wir nun die "Grol3e" G(n) ausrechnen:
G(n) = 2G(n/2) + M(n)
=2G(n/2) + n/2 (log(n) - 1) + 1
=2(2G(n/4) + n/4 (log(n/2) -1) + 1) + n/2(log(n) - 1) + 1
=4G(n/4) + n/2 (log(n) - 2) + n/2 (log(n) - 1) +1 +2
= 4(2G(n/8) + n/8 (log(n/4) - 1) + 1)
+n/2- (log(n) - 2) + n/2 (log(n) - 1) +1 +2
= 8G(n/8) + n/2 (log(n) - 3)
+n/2- (log(n) - 2) + n/2 (log(n) - 1) +1 +2 + 4
= 200(M-1G(2) + n/2(1+2+...+(log(n) - 1)) +1+2+...4BN)-2
= 209(M-1 + n/4log(n)(log(n)-1)) + 29)-1- 1
= (n/4)log(n)(log(n)-1)) + n - 1.

Ergebnis: G(n) = (n/4}log(n)-(log(n)-1)) + n - 100 O(nlog?#(n)).
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Entscheidend flr den praktischen Einsatz ist die Tiefe T(n).
Hierzu betrachten wir 10.7.10:

Die Tiefe von Mischen(nist dieTiefe von Mischen(n/2) +,1
woraus sofort die Tiefe log(n) fur den Teil Mischen(n) folgt.

Nach Folie 118 gilt dann:
T(n) = T(n/2) + log(n)
= T(n/4) + log(n/2) + log(n) = T(n/4) + log(n)-1 + log(n)
= T(n/8) + log(n/4) + log(n/2) + log(n)
= T(2) + log(n/29(M-2) + Jog(n/2°9(M)-3) + ...+ log(n)-1 + log(n)
=1+2+3+ ... +log(n)
= (1/2)-log(n)- (log(n) + 1).

Ergebnis: T(n) = (1/2)-log(n) - (log(n) + 1) O O(log?(n)).
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10.7.13 Resultat:

G(n) = (n/4)log(n)-(log(n)-1)) + n- 1

T(n) = (1/2)-log(n)- (log(n) + 1)

n G(n) T(n)
Eingange Grolde Tiefe

2 1 1

4 5 3

8 19 6

16 63 10
32 191 15
64 543 21
128 1471 28
256 3839 36
512 9727 45
1024 24063 55

Faustformel:
G(n) = n/2-T(n).
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n G(n) T(n)
Eingange Grol3e Tiefe

16 63 10
128 1471 28
1024 24063 55
16384 | 1490957 105

Mit etwa 100 Millionen
Bausteinersort kann man
In nur 210 Schritten rund
1 Million Zahlen sortieren.

Mit 24.063 Bausteinesort
kann man also in 55 Schrit-
ten 1024 Zahlen sortieren.

Solche Algorithmen sind technisch durchaus realisierbar. Sie konnen
In Zukunft die Leistungsfahigkeit beim Sortieren deutlich steigern.

22.6.2006 © Volker Claus, Informatik 134



10.7.14 Durchdenken Sie eine mogliche Realisierung weztét.:

- Gibt es Probleme bei der Hardware-Realisierungaem sich die
vielen Leitungen problemlos verschalten / auf Bratdrucken? ...
Jede Leitung in unserer Skizze besitzt eine "Brend3. 64 Bits
zuzuglich Kontrollbits.

- Wie kann man den Sortierbaustsmwrt realisieren? Nehmen Sie
an, dass die zu sortierenden Schlissel k-stellityd-0lgen sind,
wobei man wegen der vielfaltig moglichen Schlisss k=64
ausgehen sollte. Was ist dann die minimale Tiel@ngster Weg
Uber Gatter von einem Eingang zu einem Ausgangyoor?

- Wie kann man Millionen von Datagleichzeitigan alle Eingange
legen? Welche Strukturen mtssen die Speicher hie€sitzen?
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10.7.15 Wie sehen softwaremalige Realisierungen aus

Bel n Eingabewerten kann man n/2 Prozeduren definieren,
die jeweils "den nachsten Gesamtschritt" (= alle parallel
durchfihrbaren Sortierschritte) ausfuhren. Hierflr greifen
sie immer wieder auf das Feld der zu sortierenden Daten
X: array(1..n) of<Elementtyp> zu, aus dem in jedem Schritt
gelesen und in das in jedem Schritt geschrieben wird.

Im Algorithmus gibt es Telle, in denen ein Wert nur
weitergereicht wird. Hierfur fhren wir den zusatzlichen
Baustein "id" (Identitat) ein, der zwei Werte einliest und
unverandert wieder ausgibt:

Id
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Der Mischbaustein Mischen (4) (siehe 10.7.4)

X >
1 sort 21
sort ‘
‘ sort . 7
Xy > > Z,

P1

P2

A 4
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procedurePl is -- x: array(1..n) of<Elementtyp> ist global

hl, h2: <Elementtyp>;

begin(h1, h2) :=sort (x(1), X(3)); x(1) := h1; x(2) := hZ
(h1, h2) :=sort (x(2), X(3)); X(2) :=h1; x(3) := h2;

end

procedureP?2 is -- x: array(1..n) of<Elementtyp> ist global

hl, h2: <Elementtyp>;

begin(hi, h2) :=sort (x(2), x(4)); X(3) :=h1; x(4) := hZ
(h1, h2) :=d (X(1), x(4)); x(1) :=h1; x(4) .= h2;

end

$ steht fur "Synchronisation"
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Der Mischbaustein Mischen(8)

X P > Z
1 sort 1
0 e
sor sor ‘
X3 = — " 43
sort
X4 > Z4
sort 5
> 45
X5
| sort
X6/ > \ t > 26
X, — SOr | sort . Z,
sort .
Xg = > Zg

wird dann realisiert durch vier Prozeduren, die ihre
Arbeitsweise synchronisieren mussen:
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P1

P2

P3

P4

procedureMischen8 is

procedurePl!_s_g_be !n"'ﬂd Die Synchronisation
procedurdP?2 isbeqin... end .

rocedureP3 isbegin nd ISt iInnerhalb der
D = _g_ -+ ENC Prozeduren P1 bis P4
procedureP4 isbegqin... end

begin P1; P2; P3; P4; end sicherzustellen.
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10.7.16 Man erhalt auf diese Weise eine "normierte

Darstellung":
X Op. X Op. X X Op. X

x = Datenschicht, Op. = Operationsschicht. Jedar@mnsbausteisort
oderid hat zwei einlaufende und zwei ausgehende Verbinglung
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Jede Operationsschicht lasst sich durch n/2 Prozeduren
softwaremaliig beschreiben; diese Prozeduren kdnnen wir
ebenfalls fur die nachste Operationsschicht verwenden
usw., so dass wir aus Software-Sicht folgendes Ergebnis
erhalten (die Operationed kann man naturlich im
Programm weglassen, nicht aber die Synchronisierung):

Mit n/2 Prozeduretassen sich n Elemente in

T(n) = (1/2) log(n)- (log(n) + 1)

Schritten sortieren, wobei jede der n/2 Prozeduren aus einem
sequentiellen Programmesttck mit bis zu T(n) einzelnen
Sortieroperationenort besteht und T(n)-1 Synchronisations-
anweisungen besitzt.

Diese Prozeduren kdnnen automatisch durch ein Programm
erzeugt werden; sie hangen nur vom Parameter n ab.
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Wie mussen Programmiersprachen beschaffen sein, damit der
synchrone Ablauf und die Verzogerungen gesichert werden?

Diese Sprachen mussen in der Regel mehrere Anforderungen
erfullen:

- Telle eines Programms mussen unabhangig voneinander
ablaufen konnen (Nebenlaufigkeit, "tasks").

- Es muss Synchronisationsmechanismen geben.

- Man muss Zeitvorgaben (innerhalb von ... Mikrosekunden
fihre durch ....) machen kbnnen und es muss Verzogerungs-
elemente (delay) geben.

- Es muss der parallele Zugriff auf Daten madglich sein.
- ES muss ...

Siehe weiteres Studium, Praktika, Projekte .....
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10.7.17 Zum Abschluss das vollstandige Beispiel SORT(16)

SORT(8)

SORT(8)

Mischen(16)
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SORT(4)

SORT(4)

Mischen(8)

SORT(4)

SORT(4)

Mischen(8)

Mischen(8)

Mischen(8)
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SORT(16)

SORT(2)

Mischen(4)

SORT(2)

Mischen(8) Mischen(8)

SORT(4) -

SORT(4) -

™~
B v
| Mischen(8) % %
SORT(4) >
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SORT(16)

—| SORT(2) @
— 5 Z
—| SORT()|| £ - -
Mischen(8) —
SORT(4) ™ —
- e
| SORT(®4) ™ ™ —
e e
o X ™~ ™~ ™~ N
_ e e e
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SORT(16)

A >
X)%)
A >
X)%)

\ /

\ /

\ /

63 Bausteinesort, grofldte Tiefe: 10, Breite:
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