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Zid dieses 8. Kapitels:

Die meisten Probleme werden mit Mengen beschrieben und die
L 6sungsalgorithmen arbeiten auf Mengen. Dieses Kapitel stellt
Ihnen einige Datenstrukturen (Felder, Bitvektoren, Suchbaume,
optimale Suchbédume, AVL-, B- und digitale Baume, Tries) vor,
um Mengen darzustellen.

Am Ende sollen Sie gelernt haben, welche dieser Strukturen
wel che Eigenschaften besitzen. So sind (binére) Suchbaume im
Mittel gut zum Speichern und Wiederfinden von Elementen
geeignet, will man jedoch eine logarithmische Such-, Einflge-
und L Gschzeiten garantieren, so muss man spezielle Baume
verwenden (z.B. die hhenbalancierten B&ume). Deren Vor-
und Nachteile lernen Sie soweit kennen, dass Sie in konkreten
Anwendungen entscheiden kdnnen, welche Datenstruktur die
gunstigste ist.
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V orbemerkungen: Grundaufgabe des Suchens

Gegeben: Menge A ={a,, ..., &} [I B sowie ein Element b1 B.

Readlisere A in einer geeigneten Datenstruktur, so dass die
folgenden drel Operationen "effizient" durchgefuhrt werden:

- Entscheide, ob b in A liegt (und gib ggf. an, wo). FIND

- FigebinA ein. INSERT
- Entferneb aus A. DELETE
Statt des meist sehr umfangreichen Elements b betrachten wir
nur eine Komponente s von b, durch die b eindeutig bestimmt
ist. Dieses s nennen wir "Suchelement” oder meistens
"Schlissal" (englisch: "key™).

Weitere Operationen sind denkbar, zum Beispid:
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Weitere Aufgaben: Wahle eine Datenstruktur so, dass alle oder
einige der folgenden Tétigkeiten fir zwel Mengen A,, A, I B
effizient durchfihrbar sind.

- Vereinige A, und A,,. UNION

- Schneide A, und A, INTERSECTION
- Bilde das Komplement B\ A;. Complement

- Entscheide, ob A, leer ist. EMPTINESS

- Entscheide, ob A; = A, ist. EQUALITY

- Entscheide, ob A; O A, ist. SUBSET
- Entscheide, ob A; n A, leer ist.

Empty Intersection

Wir beschrénken uns in diesem Kapitel aber auf die drei
Operationen FIND, INSERT und DELETE.
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Annahme: Die Mengen haben keine Struktur (insbesondere
sind sie nicht geordnet). In diesem Fall muss man die die
Elemente der Menge "wie sie kommen" in ein Feld oder eine
Liste einflgen. Dies kennen wir bereits (vgl. 3.5).

Worst-Case-Aufwand der drei Operationen der Grundaufgabe
mit Listen, wenn die Menge A genau n Elemente enthdlt:

FIND:  Durchlauf durch die Auflistung, aso O(n).

INSERT: Fuge das neue Element am Anfang ein: O(1).
(Elemente treten dann evtl. mehrfach in der
Struktur auf. Will man dies nicht, dann: O(n).)

DELETE: Zunéchst das Element finden, dann aus der
Auflistung entfernen: O(n).

Hinwels: Ist die Gesamtmenge B klein, so lohnen sich Bitvektoren,
siehe unten; hierfr muss man B in irgendeiner Weise anordnen.
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Wir nehmen im Folgenden stets an, dass die zugrunde
liegenden Mengen angeordnet sind.

Grund: Alle Elemente werden im Rechner durch eine Folge
von Nullen und Einsen dargestellt. Diesimpliziert eine
(Iexikografische) Anordnung, die wir stets ausnutzen
konnen.

[Auch konnen wir eine Menge ohne Anordnung stetsin
irgendeiner beliebigen Weise ordnen. Wurde eine solche
Ordnung festgelegt, so darf sie anschlief3end nicht mehr
verandert werden.]
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8.1 Suchen in " flachen" Strukturen

Flache oder sequentielle Strukturen sind Ublicherweise

- (eindimensionale) Felder,

- Listen,

- Bitvektoren,

wobei egal ist, ob die Felder linear oder zyklisch sind und ob
die Listen zusdétzlich einfach oder doppelt verkettet werden.

In eindimensionalen Felder n sucht man nach einem Element
s, indem man das Feld linear durchl&uft. Ist das Feld geordnet,
so kann man eine bindre Suche (Intervallschachtelung, siehe
6.5.1) durchfihren. Listen werden prinzipiell von vorne nach
hinten oder von hinten nach vorne durchsucht. Im Falle
zyklischer Strukturen muss man sich mit einem Index oder
einem Zeiger merken, ab wo die Suche begonnen wurde.
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Struktur 1: Das array. Durchsuchen eines Feldes:

s. element; i: Integer; A: array (1..n) of element;

ey 1121

whilei <=nandthen A(i) /=sloopi :=i+1; end loop;

if i <= nthen < das gesuchte Element s steht an der Position i >
else <sist nichtim Feld A vorhanden > end if; ...

Mit einem Stopp-Element kann man eine Abfrage sparen:

s. element; i, n: Positive; A: array (1..n+1) of element;

ey 11215 A(NtD) =5, -- Stopp-Element setzen!
while A(i) /= sloopi :=i+1; end |oop;

if i <= nthen < das gesuchte Element s steht an der Position i >
else <sistnichtim Feld A vorhanden > end if; ...
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Struktur 2: Die Liste. Durchsuchen einer linearen Liste;

Suche sin einer Liste, auf die die Variable Anker zeigt:
p := Anker;
while p /= null and then p.inhalt /= sloop
p := p.next; end loop;
if p=null then < sist nicht in der Liste enthalten >
else < p verweist auf das erste Element mit Inhalt s>

end if;
Aufwand:

Zeit: Dielineare Suche erfordert O(n) Vergleichsschritte, dauert
also relativ lange. Im Falle binérer Suche (geordnetes Feld)
bendtigt man maximal O(log(n)) Vergleiche. Eine genaue
Analyse hierzu erfolgte bereitsin Abschnitt 6.5.1, wobei dort
zwei Programme im Detail untersucht wurden.

Platz. Es sind nur wenige Speicherplétze zusétzlich erforderlich.
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Wie sieht es mit den Operationen der Grundaufgabe aus?

Wir wéhlen ein array a's Datenstruktur, in das die Menge
der Grofl3e nach geordnet eingetragen wird. Dann

- dauert FIND nur O(log(n)) Schritte, sofern man ein
geordnetes array verwendet und hierauf mit der Intervall-
schachtelung sucht,

- dauert INSERT aber O(n) Schritte, da beim Einfiigen
alle groferen Elemente um eine Komponente nach
hinten verschoben werden miissen,

- dauert DELETE ebenfalls O(n) Schritte, dabeim
Loschen ale grofieren Elemente um eine Komponente
nach vorne verschoben werden miissen.

Darstellung als Liste: Ahnlich wie beim array, alles dauert
hier O(n) Schritte, sofern man beim Einflgen keine
doppelten Elemente zul&sst (Details selbst ausftihren).
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Erinnerung an Abschnitt 6.5.1, Darstellung durch ein array:
Hier ist n=15=24-1:

Suchenach s

23|27|34|44|45|51|56|58|67|68|72|75|78|82|88
1 2 3 4 5 6 7 8

9 10 11 12 13 14 15

Die Tiefe dieses Index-Baums, der Uber dem array liegt,
betragt hier 4, so dass man spétestens nach 4 Schritten
(allgemein: spétestens nach log(n) Schritten) die Suche
beenden kann.
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L&sst sich eine der Operationen noch beschleunigen? Unter
der folgenden Bedingung, ja, fur die Operation FIND.

Beachte: Bel der Intervallschachtelung (= binére Suche)
halbieren wir jeweils das gesamte noch verbleibende Feld
A(links..rechts). Als Teilungsindex "Mitte" wahlen wir:
Mitte = (rechts + links) / 2 = links + (rechts - links) / 2.

Verbesserung: Kann man mit den Schlsseln "rechnen” und
sind die Schltissel recht gleichmaliig tber den Indexbereich
verteilt, so kann man den ungefahren Bereich, wo ein Schilissel
sim Feld A(links..rechts) liegen muss, genauer angeben durch
den folgenden Teilungsindex

s- A(links)
A(rechts) - A(links)

p = links + (rechts - links).

So geht man beispielsweise beim Suchen in einem Lexikon vor.

Man kann zeigen, dass mit dieser "Interpolationssuche” die
Operation FIND bei einem geordneten Feld nur noch den
uniformen Zeitaufwand O(log(log(n))) bendtigt. Fallsdie
Schltsseal gleichvertellt sind, so braucht man fir den gesamten
Suchprozess nur mit 1-log(log(n)) + 1 Schritten zu rechnen.

Dalog(log(n)) eine sehr schwach wachsende Funktion ist, sollte

man die Interpolationssuche einsetzen, wo immer es moglich ist.

(Inder Praxisliegt log(log(n)) fast immer unterhalb von 10.)
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Struktur 3: Darstellung der Menge durch Bitvektoren

DaA ={a,..,a} O B={Db;, ..., b} eineTellmengeist
(mitg <a undb; < b, furi<j), kann man A auch durch
einen Bitvektor x = (Xy, ..., X;), mit x; {0, 1}, der Laénger
darstellen, wobei fur alei gilt: x,=1 < bOA.

Wird nach dem Element sC1B gesucht und kennt man die
Nummer, die sin der Anordnung von B trégt (also dagenige
i mit s=by;), dann gilt fir eine Tellmenge A mit Bitvektor x:
FIND: s=b0A < x=1

INSERT: Setze x;:=1.

DELETE: Setze x;:=0.

Im uniformen Komplexitdtsmall 1auft dann allesin O(1),
also in konstanter Zeit ab!

Dennoch verwendet man diese Darstellung mit Bitvektoren
nur selten, well in der Praxis B meist sehr grof3 (wenn nicht
sogar unendlich grofd) ist. Auch bendtigen alle Operationen
der "weiteren Aufgaben” (UNION, INTERSECTION usw.) den
Aufwand O(r), wahrend man in der Praxis hochstens auf
O(n) oder O(n?) kommen darf (n = GrofRe der betrachteten
Teilmenge von B, wéhrend r = |B| ist). Oft l&sst sich auch
dasr gar nicht bestimmen, z.B. wenn man die Menge dller
Namen zugrunde legt.

Ist dagegen die Kardinalitét r=0B0O relativ klein, dann sind
Bitvektoren eine geeignete und vor allem eineleicht zu
implementierende Darstellung fir Mengen; auch die tblichen
M engenoperationen wie Vereinigung, Durchschnitt usw.
lassen sich hiermit leicht realisieren. (Selbst durchdenken!)
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8.2 Baumeund (binare) Suchbdume

Wiederholen Sie bitte die Abschnitte 2.6 und 3.7 tber Baume
(bzw. Uber Ableitungsbaume in kontextfreien Grammatiken/
BNF). Dort wurden die Begriffe Baum, Wurzel, Vorganger,
direkter Vorganger, Blatt, Hohe usw. erlautert.

Wir stellen diese Begriffe nochmals auf den folgenden Folien
zusammen. Wir setzen voraus, dass die Begriffe ungerichteter
und gerichteter Graph, Nachbar (im ungerichteten Fall) bzw.
Vorganger und Nachfolger (im gerichteten Fall), Wegin
einem Graphen, Kreis (oder Zyklus), azyklischer Graph,
Zusammenhang und Zusammenhangskomponente bekannt
sind. Die auf Graphen bezogenen Definitionen finden Siein
Abschnitt 3.8. Weiterfihrende Definitionen sind in Abschnitt
8.8 zusammengefasst.

Definition 8.2.1: Essa G=(V,E) ein Graph, [V|=n=0.

(1) Ein KnotenwV heil3t Wurzel von G, wenn esvon w zu
jedem Knoten des Graphen einen Weg gibt (im gerichteten
Fall muss der Weg naturlich auch gerichtet sein).

(2) Der ungerichtete Graph G = (V, E) heildt Baum, wenn er
azyklisch und zusammenhéangend ist (insbesondere ist dann
jeder Knoten des Baums auch Wurzdl).

(3) Der gerichtete Graph G = (V, E) heil3t Baum, wenn er eine
Wurzel w besitzt, die keinen Vorgénger hat, und jeder
Knoten ungleich der Wurzel genau einen Vorganger besitzt,
d.h., zu jedem xV, xZw gibt es genau einen Knoten y mit
(y,x)TE, und es gibt kein ulV mit (u,w)OE.

(4) Ein Graph heif3t Wald, wenn alle seine (schwachen)
Zusammenhangskomponenten Baume sind.

27.4.2006
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Folgerung: Uberzeugen Sie sich von folgenden Aussagen:

(@) Essel G=(V, E) ein ungerichteter Baum. Wahle irgendeinen
Knoten w als Wurzel aus und ersetze jede ungerichtete
Kante {x,y} durch die gerichtete Kante (x,y), wobei x ndher
an der Wurzdl liegt alsy, d.h., die Richtung zeigt stets von
der Wurzel weg. So erhdt man aus G in eindeutiger Weise
den gerichteten Baum G'=(V, E") mit Wurzel w.
Anwendung fUr die Programmierung: Man kann einen
Baum stets a's gerichteten Baum auffassen/implementieren.

(b) Essei G'=(V, E) ein gerichteter Baum mit Wurzel w.
Ersetze jede gerichtete Kante (X, y) durch die ungerichtete
Kante {x,y}, so erhdlt man aus G' in eindeutiger Weise den
ungerichteten Baum G=(V, E).

Folgerung (a) begriindet, warum wir Baume mit Hilfe von
Zeigern darstellen. Figt man fur jeden Knoten noch einen
Inhalt hinzu, so erh&lt man folgende Ada-Darstellung;

hierbei ist MaxG der maximale Ausgangsgrad des Baums:

MaxG: constant Positive := ...;

type Grad is 1..MaxG;

type Element is ...

type Baum; type Ref Baum is access Baum,

type Baum (ausgangsgrad: Grad := MaxG) isrecord
Inhalt: Element;
Nachf: array (1..ausgangsgrad) of Ref Baum;

end record;

Hier hat jeder Knoten mindestens einen Nachfolger. Knoten
ohne Nachfolger mussen daher einen null-Zeiger erhalten.
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Folgerung (Fortsetzung):

(c) Ineinem ungerichteten Baum gibt es von jedem Knoten zu
jedem Knoten genau einen doppel punktfreien Weg.

(d) In jedem gerichteten Baum gibt es zu jedem Knoten x 1V
genau einen Weg von der Wurzel w nach x.

(e) Wenn esin einem gerichteten Baum einen Weg vom
Knoten x zum Knoten y gibt, dann fihrt der Weg von der
Wurzel w nach y tiber den Knoten x.

Definition 8.2.2: Essel G=(V,E) ein Graph.

(1) Zu jedem Knoten x eines ungerichteten Graphen G=(V,E)
heildt N(x) ={y[{x,y} OE} die Menge der Nachbarn von x.
Ihre Anzahl |N(x)| heif3t Grad des Knotens x. Der maxima-
le Knotengrad heil% Grad des Graphen G.

(2) Zu jedem Knoten x eines gerichteten Graphen G=(V,E)
heildt Vor(x)={y|(y,x) JE} die Menge der Vorganger von
x und Nach(x)={y|(x,y)JE} die Menge der Nachfolger
von Xx. Ihre Anzahlen [Vor(x)| bzw. |[Nach(x)| heiRen
Eingangsgrad bzw. Ausgangsgrad des Knotens x. Der
jewells maximale Grad heif Eingangsgrad bzw.
Ausgangsgrad des Graphen G.

27.4.2006 © Volker Claus, Informatik
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Definition 8.2.2 (Fortsetzung): Essei G=(V,E) ein Baum.

(3) Ist G ein gerichteter Baum mit Wurzel w, soist
[Vor(x)|=1fur alle Knoten x#Zw und [Vor(w)|=0. Der
eindeutig bestimmte Knoten vorg(x) =y [0Vor(x) heil3t
direkter Vorganger oder Elternknoten oder Vaterknoten
von x. Jeder Knoten, der auf dem Weg von der Wurzel w
nach x liegt, heil3 Vorfahr von x (aber nicht x selbst).
Verschiedene Knoten, die den gleichen direkten
Vorganger besitzen, heil3en Geschwister oder Briider.
Jeder Knoten x [1Nach(y) heif3t direkter Nachfolger oder
Kind oder Sohn von x.

(4) Gerichteter Baum: Ein Knoten x mit x#w und mit
INach(x)|=0 heif¥ Blatt des Baums.
Ungerichteter Baum: Ein Knoten x mit x#w und mit
IN(X)|=1 heil Blatt des Baums.

Folgerung: Uberzeugen Sie sich von folgenden Aussagen:

(f) Essei G=(V,E) ein Baum mit Wurzel w. Der von einem
Knoten x in G erzeugte Unterbaum (oder Teilbaum) ist
G, = (V,,E,) mit
V, ={y | jeder doppelpunktfreie Weg

von w nach y fuhrt Gber x},

E, = E|vy (= aleKanten zwischen Knoten aus V,).
Offenbar ist G, ein Baum mit Wurzel x. Beachte, dass G,
nicht leer ist, dastets x G, gilt. Speziell ist G, =G.

(g) Wenn esin einem gerichteten Baum einen Weg vom
Knoten x zum Knoten y gibt, so liegt y in dem von x
erzeugten Unterbaum.

27.4.2006 © Volker Claus, Informatik

22

27.4.2006 © Volker Claus, Informatik 23




Folgerung: Uberzeugen Sie sich von folgenden Aussagen:

(h) Wenn G ein Baum mit n Knoten ist, so besitzt G genau
n-1 Kanten (fir n>0).

(i) Jeder Baum lasst sich mit zwei Farben férben, d.h., es
gibt eine Abbildung f: V - {1,2} mit f(x) £ f(y) fur ale
Kanten {x,y} bzw. (x,y).

Baume sind 2-farbbar. Definition hierzu: Sei KOIIN.
Ein beliebiger Graph G=(V, E) lasst sich mit k Farben férben
(man sagt auch, G ist k-farbbar), wenn eine Abbildung

f: V- {1,2,..,k}
existiert mit f(x) # f(y) fur ale Kanten {x,y} bzw. (x,y). Die
minimale Zahl k, so dass sich G mit k Farben féarben 18sst,
heil% Férbungszahl von G; sie zu bestimmen, heil3 "Farbungs-
problem”. Diese Zahl lasst sich nach heutiger Kenntnis fr
beliebige Graphen nur mit grof3em Zeitaufwand berechnen.
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Definition 8.2.3: Essa G=(V, E) ein Baum.

(1) Ist for jeden Knoten x die Menge N(x) bzw. im gerichteten
Fall die Menge Nach(x) geordnet (d.h., die Knoten y; der
Menge N(x) bzw. Nach(x) sind angeordnet: y, <y, <...<y,),
dann heil3 G ein geordneter Baum.

(2) Essai kIN eine positive Zahl. Sei G=(V, E) ein Baum mit
00V. Dieser Baum zusammen mit einer Abbildung
v:Vx{1l,..,k} - VO{0}, sodassfuralexOV gilt:

Nach(x) O {v(x,i) |1 =1,...,k},
ausv(x,i)#£0, v(x, j))Z0und i#j folgt v(x,i) Zv(X,)),
heif3t k-ndrer Baum.

(Diedirekten Nachfolger stehen also in einem k-stelligen V ektor, wobei
Komponenten mit leerem Unterbaum - durch O bezeichnet - auftreten
dirfen/missen, sofern der Ausgangsgrad von x kleiner alsk ist.)

Soezidl: Im Fall k=2 heil3 der Baum binar oder Binarbaum.
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Definition 8.2.4: Essel G=(V,E) ein Baum mit Wurzel w.

(1) Die Anzahl der Knoten in einem langsten Weg von der
Wurzel zu einem Blatt heil die Tiefe des Baumes G. (Dies
ist also die Lange des langsten Weges im Baum, der von w
ausgeht, plus 1.)
(2) Zu jedem Baum mit Wurzel w gehort die Levelfunktion
level: V - IN,, rekursiv definiert durch
level(w) =1 und
level(x) = level(vorg(x)) + 1 fur x#w.
Hinweis. Das maximale Level kann offenbar nur von einem
Blatt angenommen werden. Die Tiefe des Baumes ist das
maximale Level eines Knotens x im Baum:

Tiefevon G = Max{level(x) | x OV}.
Weiterhin wird auch der leere Baum mit Tiefe O zugel assen.
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Hinweis: Statt "Tiefe" verwendet man auch das Wort Hohe.
Achten Siein der Literatur genau auf die Definition;
teilweise werden auch die um 1 verringerten Werte al's Hohe
oder Tiefe definiert.

Wir haben die Baume "wie tblich" definiert. Allerdings
haben wir nichts Gber den Grenzfall V =00 gesagt. Diesen
Fall wollen wir zulassen, dawir es regelméaldig mit leeren
Unterbdumen zu tun haben werden.

Die rekursive Definition von Baumen umfasst diesen Fall
unmittelbar. Der Vollsténdigkeit halber definieren wir daher
Baume nochmals auf diese Weise.
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8.2.5: Rekursive Definition
Man kann k-nére Baume leicht rekursiv definieren; sei kCJIN:
1) Dieleere Mengeist ein Baum.

2) Wenn x ein Knotenund U={U,, U,, ..., U,} eine geordnete
Menge von k Baumen ist, soist auch x(U) einBaum.

x bildet die Wurzel des Baums x (U), die Elemente von U sind
Unterbdume oder Teilbdume im Baum x (U).

Skizze: Leerer Baum: 0 Tiefe dieses Baumes=0

gerichtet Rekursion: X

Tiefe dieses Baumes =
oder . .
ungerichtet / Max (Tiefe eines U) +1.
Die k Nachfolger von U, U\ - /U,

x sind hier geordnet.

Beispiel fur einen "beliebigen geordneten Baum'™:
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Spezidfall: Bindre Baume

Bindre Baume sind al so gerichtete und geordnete Baume, bei
denen jeder Knoten genau einen linken und einen rechten
Nachfolger besitzt (diese Nachfolger kdnnen auch leer sein;
wichtig ist, dass der linke und der rechte Nachfolger stets
unter schieden werden).

Die Darstellung bindrer Baume in Adalautet bekanntlich
(hier: mit dem Inhalt vom Typ Integer):
type BinBaum,
type Ref_BinBaum is access BinBaum;
type BinBaum is record
Inhalt: Integer;
L, R: Ref_BinBaum;
end record:;

8.2.6 Binarisierung von beliebigen geordneten Baumen

Jeder geordnete Baum I8sst sich eindeutig in einen binéren
Baum umwandeln, indem

- der linke Zeiger L stets auf das erste Kind und
- der rechte Zeiger R stets auf den néchsten Geschwister-

knoten zeigt.
geordneter Binarisierung
O Baum O R dieses Baums
RN LN

L«QWQ»R
L«O ?9796
SO

Man gewinnt den urspriinglichen
O Baum hieraus eindeutig zuriick!
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Folgerung aus dieser eindeutigen Umwandlung:

Essal C, die Anzahl aler bindrer Baume mit n Knoten.
Essal B, die Anzahl aler geordneter Baume mit n Knoten.

Danngilt: B,=C,, furalen>0.

Vielleicht stutzen Sie hier, weil die binaren Baume doch

eigentlich eine Teillmenge der geordneten Baume sein

missten?! Dies stimmt aber nicht, weil geordnete Baume

nicht zwischen linkem und rechtem Unterbaum unter-

scheiden, sondern nur die Reihenfolge notieren. Z. B..
aber zwei bindre

Baume mit nur /O\ \/O\

einem Nachfolger: O O

nur ein geordneter O
Baum mit nur
einem Nachfolger: O

Hinweis. Eine zu unserer Binarisierung verwandte
Darstellung ist die Ordnerhierachie in einem
Betriebssystem; dort listet man untereinaner die
Geschwisterknoten und nach rechts abzweigend die
Kinderknoten auf.

Zentrale Frage nun:
Wie viele bindre Baume mit n Knoten gibt es?

Das heif3: Man berechne C,..

Wir werden fur C, eine geschlossene Formel angeben.
Zunéchst berechnen wir C,, Cy, ..., C, durch Aufzéhlen
aller zugehoriger Binarbaume.
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Wir listen ale bindren Baume mit hochstens 4 Knoten auf. Die
Wurzel des bindren Baumsist hier grau dargestellt. Die leeren
Zeiger wurden weggel assen.

n=0 <leerer Baum>
O

n=2 Q Q C,=2
/ N\
O O
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Durch Ausprobieren
erhdt man die Werte:

Far C,, die Anzahl der
Binarb&ume mit n Knoten,
gilt die Rekursionsformel:

/ / \ \ n Anzahl )
/Q Q\ O O 0 Q\ D 0 ; Co = 1, undfir allen= 1:
/ 1 1 A
O O o O - 2 | 2 Ch= Y GG
3 5 i=1
O ofike ¢ wu wegen
5 42 1 Knoten (Wurzel)
© Q\. Q\ O\ N\ Q’/ 6 132 /O
) O /Q\ Q\ Q\ /O\ 7 429
/ O O O 8 1430
Joliogiio R ol RN \ /N
O O O O O
: o . 8.2.7 Satz "Catalansche Zahlen"
Erinnerung aus der Mathematik: Binomialkoeffizient
1 2n
N n 1) n2)..(nk+l) Cn= i1 (n)
K] “kink)l — 1.2-3... K
y e~ 4" "
Bedeutung fiir die Anwendung: Néherung: C, = () VTN fir n>0

Es gibt genau " n Uber k " Méglichkeiten, um k verschiedene
Dinge auf n Bereiche zu verteilen bzw. um k Dinge ausn
verschiedenen Dingen (ohne Zurticklegen und Wiederholun-
gen) auszuwahlen.

Beispiel: Lotto 6 aus 49: Es gibt genau " 49 Gber 6" =
(49-4847-4645-44)/(1.2-3-4.56) = 13 983 816 Moglichkeiten,
aus 49 Zahlen 6 Zahlen auszuwahlen, sofern die Reithenfolge
des Auswahlens keine Rolle spielt.
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Wir beweisen nur den Satz. Die Néherung ergibt sich aus dem Satz
unter Verwendung der Stirlingschen Formel fir die Fakultét (8.8.8).

Wir zeigen zunéchst: Die Anzahl C, der Bindrbdume ist gleich der
Anzahl der Mdglichkeiten, um n ,, Klammer auf* und n , Klammer
zu" wiein korrekt geklammerten Ausdriicken aneinander zu reihen.
Z.B. gibt es genau 5 korrekte Klammerungmoglichkeiten fir n = 3:

(€0, OO, O)YO., OCO), OOO.
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Behauptung: Die Anzahl C, der Bindrbdume ist gleich der
Anzahl der Moglichkeiten, um n,, Klammer auf und n

» Klammer zu“ wie in korrekt geklammerten Ausdriicken
aneinander zu reihen:

(€())).(O0).(0)0O.000)).000.

Wir geben diesen Zusammenhang prézise an:
1. Jeder korrekt geklammerte Ausdruck fangt mit "(" an.

2. Esgibt zu dieser "(" genau eine zugehdrige ")", namlich die
erste "Klammer zu", bel der die Anzahl der "Klammer auf”
und "Klammer zu" gleich sind (von links nach rechts gezéhlt).

3. Also hat jeder Klammerausdruck die Form (u)v, wobei sowohl
u alsauch v korrekt geklammerte Ausdriicke sind. u und v
sind eindeutig bestimmt. (u und v kénnen leer sein.)
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4. Ordne dem leeren Wort den leeren Bindrbaum zu.

5. Ordne dann rekursiv dem Ausdruck (u) v folgenden Baum zu:

7\
BU BV
wobei B, der zu u und B,, der zu v gehdrige Baum ist.
Umgekehrt gewinnt man aus diesem Baum den Ausdruck (u) v.

Auf diese Weise |&sst sich jedem korrekt geklammerten
Ausdruck umkehrbar eindeutig ein bindrer Baum zuordnen.

Folglich ist auch die Anzahl der korrekten Klammerungen
aus n Klammerpaaren gleich C..

Damit ist die Behauptung bewiesen.

[Fir u=v=e wird () aso der einknotige Baum zugeordnet: Q ]
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Wie viele korrekt geklammerte Ausdriicke gibt es?

Man muss n "Klammer auf" auf 2n Positionen verteilen.

2“} Méglichkeiten,

Hiervon gibt es genau L n

Von dieser Anzahl muss man die abziehen, die zu keinen
korrekten Klammerungen fuhren. Diese besitzen eine erste
Position, bis zu der mehr "Klammer zu" as"Klammer auf"
stehen; sie haben also die Form:

X)y
wobei x korrekt geklammert ist und y genau eine "Klammer auf"
mehr besitzt als "Klammer zu".

Ersetzenuniny jede"(" durch )" und umgekehrt. So moge die
Klammerfolgey' entstehen. Fir X ) y'  gilt dann:
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x moge k Klammerpaare besitzen (0 < k < n).

Dann besitzt y n-k "Klammer auf" und n-k-1 "Klammer zu".
Dann besitzt y' n-k-1 "Klammer auf" und n-k "Klammer zu".
Also besitzt x)y' n-1"Klammer auf" und n+1 "Klammer zu".

Weiterhin gilt: Geht man von zwel verschiedenen unkorrekten
Klammerungen aus, so erhédt man auch zwei verschiedene
Ausdriicke der Form x)y'. Ware namlich x)y' = x,)y,", dann
muss X=X, sein, dax und x,; beide korrekt geklammert sind und
")" an der ersten Position steht, an der die Anzahl der "Klammer
zu" die Anzahl der "Klammer auf" Ubersteigt. Ebenso muss
danny' =y, sein, dadie Langen der beiden Ausdriicke gleich
lang, némlich 2n, sind, und folglich gilt auchy =y,.

Wir haben also gezeigt: Jeder unkorrekten Klammerung von n
Klammerpaaren |8sst sich eindeutig eine Folge von n-1
"Klammer auf" und n+1 "Klammer zu" zuordnen.
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Die Umkehrung gilt aber auch:

Wenn eine Folge aus n-1 "Klammer auf" und n+1 "Klammer zu"
gegeben ist, SO muss es genau eine erste Stelle geben, an der die
Zahl der "Klammer zu" die Zahl der "Klammer auf" erstmals
Ubersteigt. Die Folge hat also die Form x)y', wobei in x Uberall
die Anzahl der "Klammer auf" grof3er oder gleich der Anzahl der
"Klammer zu" biszu dieser Stelleist. x ist also ein korrekt
geklammerter Ausdruck. Iny' gibt es dann eine "Klammer auf"”
weniger, alses"Klammer zu" gibt. Wandlenuny'in einy um,
indem jede" (" durch )" ersetzt wird und umgekehrt. So erhélt
man eine Folge x)y, die gleich viele "Klammer auf" und
"Klammer zu" besitzt und die nicht korrekt geklammert ist.

Diese Zuordnung ist offenbar ebenfalls eindeutig.
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Daher qilt:

Jeder unkorrekten Klammerung von n Klammerpaaren |&sst sich
umkehrbar eindeutig eine Folge von n-1 "Klammer auf" und
n+1"Klammer zu" zuordnen. Hierausfolgt:

Die Anzahl der unkorrekten Klammerungen mit n
Klammerpaaren ist gleich der Anzahl der Folgen von n-1
"Klammer auf" und n+1 "Klammer zu".

Deren Anzahl ist aber Lfrﬂ

Wir haben also gezeigt:

e, (2] (2= (2]

Damit ist Satz 8.2.7 bewiesen.
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Folgerung 1:
—~ M2 _ , ~ 1 6
Cn+l - Cn n+2 =4 Cn (l n+2 )

Dieser Formel kann man zum einen das exponentielle
Wachstum entnehmen, das in der N&herungsformel
ausgedrickt wird. Zum anderen lassen sich hiermit die
Catalanschen Zahlen, ausgehend von C,=1, leicht iterativ
berechnen.

Hinweis. Aus dem Satz lasst sich sofort schlief3en:
Der Binomial koeffizient LGn} ist stets durch n+1 teilbar.

(Unter welchen Bedingungen auch durch n+2?
Man erhélt oft solche "nebenséchlichen" Resultate.)
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Folgerung 2 aus diesem Satz:

Wir werden anstreben, Mengen in geordneten oder in bindren
Baumen zu speichern. Will man n Elemente auf diese Weise
ablegen, so gibt es C,, verschiedene Baume, die hierfir in Frage
kommen. Deren Anzahl wéchst gréf3enordnungsmaliig wie 4",
so dass man "geeignete” Baume in der Praxis nicht durch Aus-
probieren aler Moglichkeiten finden kann!

Vielmehr folgern wir aus Satz 8.2.7:

Wir missen "intelligente” Verfahren entwickeln, um spezielle
Baume, die fur gewisse Anwendungsprobleme niitzlich sind,
aufzusplren. Wie solche speziellen Béaume aussehen kénnen
und welche "intelligenten™ Verfahren es fir ihre Bearbeitung
gibt, wird im weiteren Verlauf dieses Kapitels 8 betrachtet.
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Erinnerung an Abschnitt 3.7
(Einige Details sind im Anhang 8.8.8 aufgefihrt.)

Ein binérer Baum kann preorder, inorder oder postorder in
linearer Zeit durchlaufen werden, siehe néchste Folie (L ist
der Verweis zum linken Unterbaum, R der zum rechten).

Man kann eine Folge sortieren, indem man ihre Elemente
nacheinander in einen Bindrbaum einfligt und diesen am
Ende inorder ausgibt (siehe 3.7.7).

Hierzu muss jeder Knoten einen "Inhalt" erhalten und die
Elemente missen in die Knoten "richtig" eingeordnet
werden. Solch einen Baum nannten wir einen " Suchbaum®.

procedure Preorder (K: Ref_BinBaum) is
begin if K /=null then < bearbeite den Knoten K >;
Preorder (K.L);
Preorder (K.R);
end if;
end Preorder;

procedure Inorder (K: Ref_BinBaum) is
begin if K /=null then Inorder (K.L);
< bearbeite den Knoten K >;
Inorder (K.R);
end if;
end Inorder;

procedure Postorder (K: Ref_BinBaum) is
begin if K /=null then Postorder (K.L);
Postorder (K.R);
< bearbeite den Knoten K >;
end if;
end Postorder;
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8.2.8 Definition " Suchbaum"

Ein bindrer Baum, dessen Inhalts-Datentyp geordnet ist
(z.B. ganze Zahlen), heil3t bindrer Suchbaum, wenn fir
jeden Knoten u gilt: Alle Inhalte von Knoten im linken
Unterbaum von u sind echt kleiner als der Inhalt von u und
ale Inhalte von Knoten im rechten Unterbaum von u sind
grofier oder gleich dem Inhalt von u.

g g
5 &

Diesist ein Suchbaum Diesist kein Suchbaum

8.2.9 Suchbédume zu einer festen Folge

Essd a, &, ..., 8, eine sortierte Folge von n ganzen Zahlen
und es sei B ein Suchbaum mit dem Inhalts-Datentyp
Integer. Dann kann man die Zahlen g auf genau eine Art so
in die Knoten von B legen, dass der Inorder-Durchlauf von
B die sortierte Folge &, &,, ..., &, ergibt.

Diesist klar: Man durchlaufe B inorder und ordne demi-ten
Knoten bei dieser Besuchsreihenfolge die Zahl & zu.

Da es exponentiell viele (genauer: C,) bindre Baume mit n
Knoten gibt, muss man den fir elne gegebene Fragestellung
"besten Baum" mit guten Algorithmen ermitteln.

Wir untersuchen zunéchst Binarbaume (in Form von Such-
b&umen) und gehen ab Kapitel 8.3 zu spezielleren Baumen
Uber.
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8.2.10 Binare Bdume und die Grundaufgaben

Gegeben sa eine geordnete Menge. Hierflr werden wir die
ganzen Zahlen verwenden.

Eine Teilmenge oder eine Folge solcher Elemente (d.h., es
konnen Elemente auch mehrfach vorkommen!) soll in
einem Binarbaum verwaltet werden. Wir berechnen zu
konkreten Verfahren fir das Suchen (FIND), das Einfligen
(INSERT) und das L 6schen (DELETE) deren Aufwand im
schlechtesten Fall und im Durchschnitt (im worst case und
im average case). Die Datenstruktur fur Binarbaume ist:

type BinBaum;
type Ref_BinBaum is access BinBaum;
type BinBaum is record
Inhalt: Integer;
L, R: Ref_BinBaum;
end record;

Fur alle Suchbédume (auch fir die spéter vorzustellenden
AVL- und B-Béaume) und ale Elemente s gilt:

Suchen (FIND): Durchlaufe einen Pfad von der Wurzel
abwarts zu einem Blatt, wobei man entweder sfindet oder
feststellt, dass s im Baum nicht vorkommt.

Einflgen (INSERT): Gehe so vor, as ob s gefunden werden
soll; hierbei gelangt man schliefdich an einen leeren Verwels,
hénge genau hier einen neuen Knoten mit dem Element s an.

Loschen (DELETE): Suche den Knoten u mit Inhalt s. Falls
dieser Knoten keinen oder nur einen Nachfolger besitzt, kann
man ihn leicht [6schen. Falls er mehr Nachfolger hat, so suche
den Knoten v des Inorder-Vorgéngers oder -Nachfolgers s
von s, Uberschreibe sin u mit s und entferne v geeignet.
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8.2.10.a Suchen in einem Binarbaum

Der Bindrbaum ist durch den Zeiger "Anker" auf seine Wurzel gegeben.
Wir formulieren die Prozedur Suche, die zu dem Zeiger Anker und dem
zu suchenden Element s einen Verweis g auf den Knoten zuriickgibt,
dessen Inhalt sist. Ist snicht im Bindrbaum enthalten, wird der Verwels
null zuriickgegeben.

procedure Suche (Anker: in Ref_BinBaum; s. in Integer;
g: out Ref_BinBaum) is
begin q:= Anker;
while q /= null loop
if g.Inhalt = s then return;
elsf g.lnhalt > sthenq:=q.L; eseq:=q.R; end if;
end |oop;
end Suche;

An die Definition des Binarbaums besser angepasst ist
dierekursive Darstellung:
procedure SucheRek (p: in Ref_BinBaum; s: in Integer;
g: out Ref_BinBaum) is
begin
if p=null then q:=null;
else
if p.Inhalt > sthen SucheRek (p.L, s, Q);
esif p.Inhalt < sthen SucheRek (p.R, s, Q);
eseq:=p;
end if;
end if;
end SucheRek;

Verwendung dieser Prozedur:
SucheRek (Anker, Schllissal, Ergebniszeiger);
if Ergebniszeiger = null then .... else ... end if;
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8.2.10.b Einfigen in einen Binarbaum

Prinzipiell werden bei binéren Suchbdumen die neuen

Elemente als neues Blatt in den Baum eingetragen.

procedure Einflgen (Anker:inout Ref _BinBaum; s: Integer) is
p,q: Ref_BinBaum := Anker;

begin

if p=null then Anker := new BinBaum'(s, null, null);
else

whilep/=null loop q:=p;

if p.Inhalt > sthenp:=p.L; esep = p.R; end if;

end |oop;

if g.Inhalt > sthen g.L := new BinBaum'(s, null, null);

else q.R = new BinBaum'(s, null, null); end if;

end if;

end Einflgen;

Aufgabe: Schreiben Sie fir diese Operation eine rekursive Prozedur.
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8.2.10.c L 6schen in einem Binadrbaum

Der Schlissal s soll gel6scht werden. Die Suche ergibt, dass
sim Knoten u steht. Hat u keinen Nachfolger, sowird u
einfach gel6scht und der Verweis vom Vorgangerknoten von
u wird auf null gesetzt.

Hat u genau einen Nachfolger, so wird u geldscht und der
Verweis des Vorgangerknotens auf u wird auf den einzigen
Nachfolger von u gesetzt.

Hat u zwei Nachfolger, dann kann u nicht einfach gel 6scht
werden. Vielmehr ersetzt man den Inhalt von u durch einen
Schltissdl s, der in einem Knoten v mit héchstens einem
Nachfolger steht und |6scht dann v wie oben angegeben.
Damit der Baum ein Suchbaum bleibt, muss s' in der
sortierten Reihenfolge aller Inhalte des Baums unmittel bar
vor oder unmittelbar nach s stehen.
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S moge bzgl. der Sortierung der unmittelbar folgende
Schltissel von s sein. Da die sortierte Rethenfolge durch
einen inorder-Durchlauf erreicht wird, nennt man s und
seinen Knoten v den "Inorder-Nachfolger” von s bzw. von u.
s steht in dem Knoten v, der in der inorder-Reihenfolge auf
u folgt: v ist der linkeste Knoten im rechten Unterbaum von
u. Man geht also zum rechten Nachfolger von u und folgt
dann immer dem linken Verweis, bis dieser null ist.

In den Knoten u schreibt man nun s' und |8scht den Knoten
v, wobei dessen eventueller rechter Unterbaum an den Vor-
ganger von v gehangt wird.

Man kann auch den Schliissel s unmittelbar vor s wahlen,
den sog. "Inorder-Vorganger": Er steht im Knoten v', der
der rechteste Knoten im linken Unterbaum von u ist.

In der Praxis entscheidet man sich jedes Mal zuféllig, ob
man den Inorder-Vorganger oder den Inorder-Nachfolger
fUr das Ldschen heranzieht.
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Skizze: Losche s=13. s steht im Knoten u. u hat zwei Kinder.

N u / \
!
@ @ Snachukopleren

v wird geléscht und ; \

sein rechter
Unterbaum an
Der Inorder-Nachfolger-Knoten v von u hat hier den Inhalt s =15.

den Vorganger

' @ &
von v gehangt

(beachte: v hat keinen
linken Unterbaum).
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Man hétte auch den Inorder-V organger-K noten v' nehmen kénnen:

@\ /‘ ‘8 ah
s nachu kOpI eren.
v' wird gel 6scht und
sein linker
Unterbaum an
den Vorganger
von V' gehangt

(der linke Unterbaum
von V' ist hier leer).

0\

Der Inorder-Vorganger-Knoten v' von u hat hier den Inhalt s'=11.

L 6schen in einem Bindrbaum (Uber den Inorder-Nachfolger)

procedure Loschen (Anker: in Ref_BinBaum; s: in Integer) is
u,v: Ref_BinBaum := null;
begin Suche(Anker, s, u);
if u/=null then
if (u.L = null) or (u.R = null) then
< |6sche u, hénge Unterbaum um, sofern einer existiert > ;
else -- Suche den Inorder-Nachfolgerknoten v
V= UR;
while v.L /=null loop v :=v.L; end |oop;
u.Inhalt := v.Inhalt; -- s wird nach u kopiert
< |6sche v, hénge Unterbaum um, sofern einer existiert > ;

-- siehe 8.2.10q; fallsu=null ist, nichts tun

end if; -- Hier ist noch ein Problem: Firr < lésche u >
end if: -- und < l@sche v > muss man den jeweiligen
T -- Vorgénger von u bzw. v kennen. Also muss
end L 6schen; -- die Prozedur Léschen modifiziert werden.
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Hinweis zur Realisierung: Man lasst einen Zeiger "vorg" mitlau-
fen, der auf den zuvor betrachteten (Vorganger-) Knoten zeigt:

procedure Loschen (Anker: in Ref_BinBaum; s: in Integer) is
u, v, vorg: Ref BinBaum := null; links: Boolean;
begin "Suche(Anker, s, u, vorg, links);"
-- diesist neu zu programmieren: vorg zeigt auf den Elternknoten von u
-- (sofern vorhanden) und linksist true, falls u linkes Kind von vorg ist
if u/=null then
if (u.L =null) or (u.R =null) then <loscheuy, ... >
else -- Suche den Inorder-Nachfolgerknoten v
V= Uu.R; vorg = u;
while v.L /=null loop vorg:=v;Vv:=v.L; endloop;
u.lnhalt := v.Inhalt; -- s wird nach u kopiert

<lbschev >;
end if; Bedeutet < 16sche v > nun einfach:
endif; vorgL :=v.R; ?(Vorsicht: Fehler!)
end L 6schen; Wie miissen < |ésche u > und Suche
programmiert werden?? Selbst |6sen!

8.2.10.d: Welchen Aufwand erfordern die Operationen Suchen,

%b

Einflgen und Ldschen, wenn der Suchbaum n Knoten besitzt?

Man misst diesen Aufwand meist in der Anzahl der Vergleiche,
die erforderlich sind, um die Operation durchzufihren.

Suchen, Einfigen und L 6schen: Im schlechtesten Fall bendtigt
man jeweilst Vergleiche, wobei t die Tiefe des Baumes mit n
Knoten ist; zur Definition "Tiefe" siehe 8.2.4 (1).

Welche Beziehung herrscht zwischen nund t? Im
schlechtesten Fall ist t = n, im besten Fall ist t = log(n).

Tiefevon

\‘Q Schlech- | bindren | Bester e

0 | BEUMEN 5::::::::::::::::::i'1::«5{ log(n)

tester Fall| ~ mitn Fall
N Knoten OO
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Ein Baum kann also zu einer Liste "entarten” und man braucht
dann entsprechend viele Vergleiche.

Besonders guinstig ist dagegen ein Baum, bei dem jeder Knoten
hochstens das Level log(n+1) besitzt; zu "Level" siehe 8.2.4 (2).

Was genau ist hier "log" (der Logarithmus zur Basis 2)? Wir
bendtigen ihn als eine Funktion zwischen natirlichen Zahlen
und modifizieren daher die Ublicherweise Uber den positiven
reellen Zahlen definierte L ogarithmusfunktion wie folgt:

Definition 8.2.11: Diskreter Zweierlogarithmus. Wenn nicht
anders vermerkt sei in Zukunft log: IN — IN, definiert durch
log(1) =0, undfirn=2:

log(n) =k fir das eindeutig bestimmte k mit 2k < n< 2k,
Esgilt dann aso log(2)=1, log(3)=log(4)=2, log(5)=3 usw. Vom
Ublichen Logarithmus weicht dieses |og hochstens um 1.0 ab.

Folgerung 8.2.12:
log sel wiein 8.2.11 definiert, dann gilt fur die Tiefe t jedes

bindgren Baums mit n Knoten log(n+l)<t<n firalen=0.

Beweis: t < nist klar, dajeder doppel punktfreie Weg in einem
Baum mit n Knoten hochstens n Knoten besitzen kann.

Ein bindrer Baum der Tiefe k kann hochstens 2k-1 Knoten
haben, wie man durch Induktion leicht sieht:

Fur k=1 ist diesrichtig, und wenn Baume der Tiefe k hochs-
tens 2-1 Knoten enthalten, dann kann ein Baum der Tiefe
k+1 hochstens "Wurzel plus zwel Unterbdume der Tiefe k",
also 1+2k-1+2k-1=2k+1-1 Knoten besitzen.

Folglichist n< 2t-1, also log(n+1) < log(2) =t.

(FUr den Fall n=0 trifft die Aussage ebenfalls zu.) n
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Hinweis: Inder Ungleichung log(n+l)<t<n firalen=0
werden beide Grenzen angenommen, d.h., es gibt Baume mit

n Knoten, deren Tiefe nist, und es gibt Baume mit n Knoten,
deren Tiefe log(n+1) ist.

Ubungsaufgaben:

a) Berechnen Sie, wie viele verschiedene bindre Baume mit n
Knoten es gibt, die genau die Tiefe n besitzen.

b) Versuchen Sie zu berechnen, wie viele verschiedene binéare
Baume mit n Knoten es gibt, die genau die Tiefe log(n+1)
besitzen.

¢) Berechnen Sie die "mittlere Suchzeit im besten Fall" fur
den Fall n=2%-1, d.h., summieren Sie fir eéinen Baum mit
diesen n Knoten und minimaler Tiefe alle Level seiner
Knoten auf und dividieren diesen Wert durch n. Machen Sie
das Gleiche fur den schlechtesten Fall.

Zur Komplexitét der Grundoperationen Suchen, Einfligen und
Ldschen in bindren Suchbaumen:

Jede Operation bendtigt im Mittel O(log(n)) Schritte.

Beim Einfligen muss man sich hierbei auf die Folge von zu

speichernden Zeichen (und nicht auf die Suchbaume) beziehen.

Diese Aussagen werden im Folgenden genauer beleuchtet.
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Fur die Praxisist die "mittlere Suchzeit" eines bindren Baums
wichtig. Hier gibt es zwei verschiedene Ansétze. Ansatz 1:

Definition 8.2.13.ac Man betrachte ale C,, bindren Baume mit
n Knoten (n>0). Fur jeden Baum B mit n Knoten v, ..., Vv,
berechne man das mittlere Level oder die mittlere Suchzeit
mil:

mi (B) = - Zlevel(v)
i=1

und ermittle hiermit das mittlere Level ML, aler bindren
B&aume mit n Knoten:
> ()

N Bist binarer
Baum mit n
Knoten

Zwei Binarbaume als Beispiele fur ml:
Baum B,

@%ﬂ R Qo

@ k
mi(B,)
= (1+2+2+3+3)/5 5
=11/5=22 mi(B,) = p
O

= (1422+4:3+4+5+6+7)/11

Man sieht, dass ml von =39/11 = 3,55.

den Inhalten in den
Knoten unabhéngig ist.
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Machen Sie sich die Definition von ML,, genau klar: Unter
der Annahme, dass ale C, bindaren Baume mit n Knoten
gleichwahrscheinlich sind, ist ML, deren mittlere Suchzeit.

Beispiel (selbst nachrechnen, vgl. die Auflistung der bindren
Baumein826fiurn=1,...,4):

ML, =1/1=1
= (U2)((1+2)/2 + (1+2)/2) = 1,5

ML, = (U5)-((1+2+2)/3 + 4(1+2+3)/3) = 29/15 = 1,9333...
= (1/14)-(80+32+18)/4 = 130/56 = 2,3214...
= (1/42)(562/5) = 2,67619...

Man kann beweisen, dass ML, mit O(vn) wéchst.
(Der Beweisist relativ aufwandig, siehe Literatur.)

Wir kommen zum Ansatz 2:

Definition 8.2.13.b: Gesucht wird die mittlere Suchzeit aller
Baume, die zu allen Folgen von n Elementen gehdren. Das
heif3: Man gehe von den n! Folgen mit n Elementen aus,
flge jede Folge entsprechend ihrer Reihenfolge in einen
bindren Suchbaum ein und frage dann nach der mittleren
Suchdauer dieser n! Baume.

Essa aso a= & a,...a, eine Folge aus n Elementen. Man
bavue hieraus den bindren Suchbaum B, auf, indem man den
Algorithmus 8.2.10.b auf &y, &,, ..., 8, (und danach auf alle
Permutationen) anwendet. Dann sai die mittlere Suchzeit MS.

DieFolgeaist irrelevant.
Wichtig ist nur, dasssie
aus n Elementen besteht.

Ms, = L D mE.

1(a) ist eine
Permutation

der Folgea
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Beispiel fir n= 4: Essei a=1234. Neben jede Permutation
(@) wird der zugehdrige Baum B, gezeichnet:

®\

1234 C§3
@

®\
1243 @
/
®

®\
1324 jo)
@ @

®\
1342 jo}
@ @

)

\
@
1423 @\/
®
1432 /
e
@
2134 Cfazj
@
@
2143 @ é)
®

@
2314 @ @
@

@
2341 @& @
@

@
2413 <5/KD
®

@
2431 <5/@D
®
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Die Baume zu den restlichen 12 Permutationen 3124, 3142,
3214,3241,3412,3421,4123,4132,4213,4231,4312
und 4321 mogen Sie selbst zusammenstellen.

Esl&sst sich nun MS, hieraus leicht berechnen:

MS, = (1/24) (10/4 + 10/4 + 9/4 + 9/4 + 10/4 + 10/4
+8/4+8/4+8/4+8/4+8/4+8/4+..)
=53/24 = 2,20833...

MS, ist kleiner als ML,. Diesist kein Zufall, sondern es
gilt stets MS, < ML,

Ubungsaufgabe: Diese Aussage kann man anschaulich
leicht einsehen; Uberlegen Sie sich, wie. (Notfalls finden
SieHinweisein8.7.5undin 8.7.7.)
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Problem: Mit welcher mittleren Suchzeit MS, muss man
rechnen, wenn man einen Bindrbaum aus einer zufélligen
Folge mit n Elementen erzeugt?

Bevor Sie weiterlesen: Versuchen Sie eine Rekursions-
formel aufzustellen, um diese Suchzeit zu beschreiben.
Im Folgenden wird eine Formel und die Herleitung der

L 6sung angegeben.

27.4.2006

© Volker Claus, Informatik

74

Losungsansatz: Wir betrachten nur Binarbdume. Es sei F(n) die
zu berechnende mittlere Suchzeit fur alle n Knoten zusammen.
Die mittlere Suchdauer ist dann MS, = F(n)/n. Es gilt F(0)=0
und F(1)=1.

Betrachte einen Bindrbaum mit n>1 Knoten. Dann gibt es eine
Wurzel, die einen linken Unterbaum mit i-1 Knoten und einen
rechten Unterbaum mit n-i Knoten besitzt fir ein i mit

1<i<n. lstnunjedesi gleichwahrscheinlich (und dies darf
man beim zufdligen Aufbauen annehmen), dann erhalt man

F(n)=(1/n)-((F(0) + F(n-1) + Erh6hung der Pfadlangen) +
(F(1) + F(n-2) + Erh6hung der Pfadlangen) + ...
(F(n-1) + F(0) + Erhéhung der Pfadlangen))

Die "Erhthung der Pfadlangen" berticksichtigt die Verlange-

rung aler Pfade durch die Wurzel. Diese Erhéhung ist aber
fur jeden Knoten 1, d.h. "Erhéhung der Pfadléngen” = n.
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Somit erhalten wir die Formeln: F(0) =0 und F(1) =1 und
F(n)=(1n)-((FO) + F(n-1) + n) + (F(1) + F(n-2) + n) + ...
(F(n-1) + F(0) + n)

= (Un)-2-(F(0) + F(1) + F(2) + ... + F(n-1)) + n

Folglich gilt
F(n-1) = (/(n-1))-2:(F(0) + F(1) + F(2) + ... + F(n-2)) + n-1

= (n/(n-1))-(1/n)-2:(F(0) + F(1) + F(2) +... + F(n-2)) + n-1
Den Wert fir
(Un)-2-(F(0) + F(1) + F(2) + ... + F(n-2)) = (n-1)/n-(F(n-1) - n+1)
setzen wir nun oben ein und erhalten die Rekursionsformel:
F(n)=(/n)-2-F(n-1) + (n-1)/n-(F(n-1) - n+1) + n

Hiermit kann man die mittlere Suchzeit F(n)/n, die man fir zu-
fallig aufgebaute Bindrbdume erwarten muss, bereits berechnen:

F(2)/2 = (3/2-F(1) + 3/2)/2=3/2=15
F(3)/3 = (4/3-F(2) + 5/3)/3 = 17/9 = 1,8888...
F(4)/4 = (5/4-F(3) + 7/4)/4 = 106/48 = 2,20833...

Um eine geschlossene Formel fur die exakte Lésung zu
erhalten, probiert man einige Umformungen aus, zum Beispiel
vereinfacht man die Formel durch Division durch (n+1);
anschlief3end setzt man F(n-1) und danach F(n-2), F(n-3) usw.
ein, bis man eine geschlossene Darstellung erhdlt.

F(n) =(n+1)/n-F(n-1) + (2n-1)/n wird also umgewandelt in

= (n+1)/n-(F(n-1) - (n-1)2/n + n = (n+1)/n-F(n-1) + (2n-1)/n Fy _ 201 | Find)  Wirersetzen F(n-1)/n
n+1 n-(n+1) n nun mit dieser Formel:
Fir Interessierte: Wie findet man Losungen fiir solche Gleichungen? Siehe hierzu 8.9.1.
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Fm) _ 2nl R Fn) & ”z
n+1 n-(n+1) n ntl i—o (- |+1) =0 (n DE (n i+1)
_ 2n-1 N 2n-3 N F(n-2) n+1 L n
n-(n+l) (n-1)-n n-1 = — Z
|:2 ' i b (""1)

2n-1 2n-3 2n-5 F(n-3)
+ + +

n-(n+1) (n-1)-n (n-2)-(n-1) n-2
usw. So erhélt man folgende Summenformel (F(0)=0):
Fn) ”Zl 2n-0)-1 . FO)
1l & 0 (n-i)-(n-i+1) 1

n-1
- = (n|+1) Z (i) (nei+1) (nl+1)

1
N
~
I
—~
S
+
=
1
Nk
]
-
~
|~
1
T
h
~

1
|

n
=2-H(n+1)-2-1+ H(n) =
(n+1) e mit H(n) gl

F(n) =2-(n+1)-H(n+1) - 3-(n+1) + 1 =2-(n+1)-H(n) - 3:n

Definition 8.2.14: H(n) heif3 "harmonische Funktion".
Hierbel wird H(0) =0 gesetzt. (Illustration: siehe 1.5 und 8.9.2.)
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Losung: F(n) =2-(n+1)-H(n) - 3-n

Ausder Analysisist bekannt: H(n) - In(n) — Yy furn — o .
Inist der natlrliche Logarithmus (zur Basis e = 2,7182818284...),
Y =0,5772156649... ist die Eulersche Konstante. Einsetzen ergibt:

Hier ist log der reellwer-
F) = 2 (mD)-(n(n) +y) -3 e g e e e,

2-(n+1)-log(n)/log(e) + 2-(n+1)-y - 3:n
1,3863-n-log(n) - 1,8456-n + O(log(n)). Bilde nun F(n)/n.

n

n

n

Satz 8.2.15: Die mittlere Suchzeit MS,

Die mittlere Suchzeit in einem zufdlig aufgebauten Bindrbaum
mit n Knoten betragt 1,3863-log(n) - 1,8456. Sieist um rund
39% schlechter als die mittlere Suchzeit im besten Fall.

(Zu letzterer sehe Hinweisin 8.2.12; sie liegt bei log(n+1)-1.)
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8.2.16: Zeitkomplexitét des Sortieralgorithmus Baumsortieren (= 3.7.7):
Sortiere n Elemente, indem sie nacheinander in einen Suchbaum eingefligt
und anschliefRend mit einem Inorder-Durchlauf ausgelesen werden.

Nach Satz 8.2.15 bendtigt dieses Verfahren im Mittel (average case)
1,3863-n-log(n) + O(n) Schritte. Im schlechtesten Fall kann allerdings
€in zu einer Liste entarteter Suchbaum entstehen, so dass das Verfahren
im worst case O(n?) Schritte braucht.

Hinweis: Da Quicksort (siehe 7.3.3) ein Verfahren ist, welches zuféllig
einen binéren Suchbaum erzeugt (das erste Pivot-Element wird die Wurzel
dieses Baumes, danach rekursiv links und rechts weitermachen), ist
1,3863-n-log(n) - 1,8456-n + O(log(n)) zugleich die mittlere Zeitkom-
plexitét fur Quicksort (wir kommen hierauf in Kapitel 10 zuriick).

Haben wir nun wirklich bewiesen, dass beim Einfligen und L 6schen stets
Binarbdume entstehen, deren mittlere Tiefe O(log(n)) ist? Nein, diesist
nicht der Fall, weil mit unserem Verfahren beim Léschen keine
gleichwahrscheinliche Auswahl des zu 16schenden Knotens erfolgt.

Denn eswurde bei uns stets der "Inorder-Nachfolger" ausgewahlt, also
ein Knoten, der immer im rechten Unterbaum liegt!
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Daher ist nach einer |angeren Folge von Einflige- und L schoperationen
damit zu rechnen, dass immer mehr Knoten mit grof3en Inhalten nach oben
wandern und somit die entstehenden Bindrbaume sténdig "links-lastiger"
werden! (Umgekehrt wiirde bei standiger Wahl des Inorder-Vorgangers ein
immer rechtslastigerer Baum entstehen.)

Diestritt in der Praxis auch tatséchlich ein. Es konnte sogar theoretisch
gezeigt werden, dass nach etwa n? Einflige- und L éschoperationen die
mittlere Suchzeit bereits in der Grofenordnung von "Wurzel(n)", also
weit Uber 1,3863 log(n) liegt. In der Praxis wéahlt man daher beim

L 6schen zuféllig den Inorder-V orgénger oder den Inorder-Nachfoger
aus, um diesem Effekt der "Links-Rechts-Lastigkeit" entgegen zu
wirken. (Zu weiteren analytischen Aussagen siehe das Buch von
Ottmann und Widmayer, dort im Abschnitt 5.1.3.)

Kann man den Suchbaum so einschrénken, dass Entartungen moglichst
nicht eintreten kdnnen und auch im schlechtesten Fall nur O(n-log(n))
Schritte benétigt werden? Ja, siehe spéter AVL-Baume.

Doch zunachst wollen wir uns den "besten" Suchb&umen zuwenden.
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8.3 Optimale Suchbaume

Eine geordnete Folge von Elementen a;, &, &, ..., &, (mitg < g
fur i <j) wird oft as Bindrbaum gespeichert. Unter den C,
maoglichen Bindrbdumen wird man sich denjenigen auswahlen,
in dem man jedes Element mdglichst schnell finden kann.
Wird nach allen Elementen mit gleicher Wahrscheinlichkeit
gesucht, so wird man einen moglichst gleichférmigen, einen
sog. "ausgeglichenen™ Baum nehmen, vgl. 8.4.11.

Ausgehend von der Wurzel wird hierbei O

die nachste K notenschicht von links /Q\/ \/Q\
aufgefillt, bis n Knoten vorhanden
geru I V . o S 5

sind. Bis auf Verschiebungen von VANYANNY
Knoten in der untersten Schicht O 00 OO0
sind diese Baume eindeutig.
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Einschub:

Man kann diese "ausgeglichenen" Baume auch formal
definieren. Im Vorgriff auf Abschnitt 8.4 sei diese Definition
bereits hier angegeben,dawir siein den Ubungen diskutieren
wollen:

Vorgriff auf die Definition 8.4.11:

Ein nicht-leerer, k-nérer Baum [vgl. Definition 8.2.3] heil3t
ausgeglichener Baum, wenn es eine nattrliche Zahl r gibt,

so dass jeder Knoten, der mindestens einen null-Zeiger
enthalt, das Level r-1 oder r besitzt und es mindestens ein
Blatt mit Level r gibt. (Diese Zahl r ist dann zugleich die
Tiefe des ausgeglichenen Baums.)

Solche ausgeglichenen Baume garantieren eine Suchzeit mit log(n)+1
Vergleichen, wobei n die Zahl der Knoten des Baumes ist. Liegen jedoch
Informationen Uber die Haufigkeiten, mit denen auf die Knoten zuge-
griffen wird, vor, so kann man diese Suchzeit oft noch verringern.
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Wir nehmen nun an, dass nach jedem Element a im Baum mit
der Wahrscheinlichkeit (oder der Haufigkeit) p, gesucht wird.
Dann werden selbstverstandlich den Binarbaum auswahlen, fur
den die mittlere Suchdauer (= Summe der Suchzeiten gewich-
tet mit den Haufigkeiten) minimal ist (vgl. 8.2.13 aund b).

Definition 8.3.1: Gegeben sind eine geordnete Folge von n Ele-
menten (&, &, &, ---, &), Mit g < a furi<j, mit zugehdrigen
Haufigkeiten oder Wahrscheinlichkeiten p;, p,, P, --., P,
(insbesondere sind alle p, = 0) sowie ein bindrer Suchbaum B
mit n Knoten vy, ..., v, wobei g der Inhalt des Knotens; ist.

Die gewichtete mittlere Suchdauer S(B) von B ist definiert als

n
S(B) =D p-level(v) .
i=1
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Man kann in dieser Definition die Werte p, als Haufigkeiten
verwenden: Man fuhrt p Anfragen durch und zahlt hierbei,
wie oft nach jedem Element g gefragt wurde; diese Anzahl
sei jewellsp. Esqilt p, +p,+ps+ ... +p,=p.

Man kann in der Definition zum einen diese Werte p, ver-
wenden, man kann aber auch die relativen Haufigkeiten p,/p
benutzen; diese sind eine Naherung fur die Wahrscheinlich-
keit, dass nach dem i-ten Element & gesucht wird. Dawir
spéter die Suchzeiten in Unterbdumen betrachten werden,

brauchen wir von den Werten p, nur zu wissen, dass p;=0 ist.

Das folgende Ldsungsverfahren arbeitet sowohl mit Haufig-
keiten a's auch mit Wahrscheinlichkeiten.
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Hinweis. Die in 8.2.13.a bereits definierte mittlere Suchzeit
ml(B) eines Baumes B ist die gewichtete mittlere Suchdauer
fur den Fall, dass alle Elemente die gleiche Wahrscheinlichkeit
p; = 1/n besitzen.

Hat man die Elemente &, &, &, ..., &, in einem Suchbaum B
abgelegt und wird mit den Wahrscheinlichkeiten p; nach ihnen
gesucht, so gibt S(B) die zu erwartende Anzahl der Vergleiche
an, um irgendein vorgegebenes Element g zu finden.

Hierbei suchen wir zunachst nur nach Elementen g, diein der
ursprunglichen Folge (a, &, as, ..., 8,) vorkommen. Wird auch
nach Elementen gesucht, die nicht zu den g gehtren, so muss
man die Baume leicht abéndern; dies wird am Ende dieses
Abschnitts 8.3 im Hinweis 4 erl&utert.
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Bevor wir die Definition eines optimalen Suchbaums angeben,
erinnern wir an 8.2.9:

Gegeben sei eine sortierte Folge &, &, &, ..., &, Dann gibt es zu
jedem binéren Baum B mit n Knoten v,, V., Vs, ...,V,, genau eine
Bijektionf:{a;,&,a;,...,a} - {Vy,V, V3, ...,V } der Folgen-
elemente g zu den Knoten v;, so dass B hierdurch zu einem
Suchbaum wird und der Inorder-Durchlauf von B die sortierte
Folgeay, &, a;, ..., &, liefert. (Hierbei ist f-1(v;) der Inhalt des
Knotensv,.)

Jeder solche bindre Baum B mit der Zuordnung f heil3t ein zur
Folge a;, &, &;, ..., &, gehorender Suchbaum (mit dem Inhalt f).

Ein Suchbaum, dessen mittlere Suchdauer unter alen zur Folge
gehdrenden Suchbaumen minimal ist, heif3t optimal. Formal:
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Definition 8.3.2: Gegeben sel eine geordnete Folge von n
Elementen a;, 3, &, ..., d, (Mit g < a fur i <j) mit ihren Wahr-
scheinlichkeiten p;, Py, P, ---, P, (9,20 und p;+p,+...+p,=1)
oder Haufigkeiten p,, py, Ps, ---» Py (05 2 0).

Ein Suchbaum B mit n Knoten vy, ...,v,,, wobei g der Inhalt
des Knotensy; ist, heil3t optimaler Suchbaum (zur Folge &, &,
..., &, mit ihren Wahrscheinlichkeiten bzw. Haufigkeiten),
wenn fur ale zur Folge a,, &, &, ..., &, gehdrenden Suchbaume
B' gilt: S(B) < S(B").

In dieser Definition sind nicht die konkreten Elemente a,
sondern nur deren Wahrscheinlichkeiten bzw. Haufigkeiten p;
von Bedeutung.

Die Aufgabe lautet nun, zu n und p,, p,, Ps, ..., P, €iNEN
optimalen Suchbaum zu konstruieren. Daes C,, mogliche
Suchbaume gibt (Satz 8.2.7), dauert das systematische
Durchprobieren viel zu lange.
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8.3.3 Beispiel

Als Beispiel betrachten wir einen Compiler, der ein Programm
Ubersetzen soll. Hierzu muss er zunéchst die Schltisselworter
der Sprache erkennen. Diese Worter treten mit gewissen
Wahrscheinlichkeiten in einem Programm auf und wir nehmen
an, wir hétten diese Wahrscheinlichkeiten gemessen. Wir ver-
wenden hier die Folge aus n=11 Woérter begin, do, else, end,

begin: 0.04, do: 0.13, else: 0.09, end: 0.04, fi: 0.12, for: 0.08,
if: 0.12, od: 0.13, then: 0.12, to: 0.08, while: 0.08.

Wir figen die 11 Folgenelemente zunéchst in einen beliebigen
Binérbaum B, ein und berechnen dessen gewichtete mittlere
Suchdauer S(B,).
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Irgendein Binarbaum B,

0.08
/ \

/ 0.13 /
) \

0.04 / 0.13
I 0.09 : 0.12 : 0.12

/N
Schltsselworter eintragen (inorder-Durchlauf)

Wahrscheinlichkeiten hinzuftigen
Gewichtete mittlere Suchdauer nun ausrechnen (bitte selbst
durchfhren, dann erst zur nachsten Folie klicken).

0.12

0.05

27.4.2006

© Volker Claus, Informatik 91




Irgendein Binarbaum B, ‘ 008
0.13 /&1‘2
0 \ @m @m

Q @ @ 0008

0.09

Berechne die gewichtete mittlere Suchdauer

S(B,) =0.08:1+0.13-2+0.12-2+ 0.04-3+0.04-3+0.13-3+0.05-3 +
0.09-4+0.12-4+0.12-4+0.08-4 = 3.00

Konstruieren Sie nun einen Suchbaum mit kleinerem S(B). [Man sieht sofort,

dass man to ein Level hinauf und while eines hinab schieben sollte, usw.]

Ein anderer Bindrbaum B, @ 012
0.13

@0.12
. . 0.08
0.05
0.12-:3+0.04:4+0.08:4+0.08:4+0.05-5=2.80

0 13 /
‘0 04 0 09 0.12
0.08
Berechne die gewichtete mittlere Suchdauer
S(B,)=012-1+0.13-2+0.13:2+0.04-3+0.09-3+0.12-3 +
Konstruieren Sie nun weitere Suchbdume mit kleinerem S(B). Versuchen Sie,
den optimalen Suchbaum zu finden. Erkennen Sie hierbel ein Verfahren?
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Ein anderer Bindrbaum B, @ 012

0 09 /2

O,

@

0 @ @
0.04 0.04

Berechnen Sie selbst die gewichtete mittlere Suchdauer dieses Suchbaums.
Ist dieser Baum B, besser a's B,? Gibt es bessere? Welche? Sollte man das

mittlere Element der Folge (hier: for) moéglichst in die Wurzel setzen? .

Hilfssatz 8.3.4:

Jeder Unterbaum eines optimalen Suchbaumsist ebenfallsein
optimaler Suchbaum.

Beweis: Wére der Unterbaum U eines optimalen Suchbaums B
nicht optimal, so gébe es einen anderen Suchbaum U', der bzgl.
der in U enthaltenen Elemente optimal ist, fir den insbesondere
S(U") < §(U) gilt. Tausche dann im Baum B den Unterbaum U
gegen den Unterbaum U' aus, wodurch der Baum B’ entsteht. Es
gilt dann (g U U bezeichnen die Elemente, die im Unterbaum U
liegen; x+1 sei das Level der Wurzel von U inB; inU und U’
liegen nattrlich die gleichen Elemente):

S®) =3 prlevdv) =Y p-levd(v) +3 pleve(v)
i=1 3 0B-U 30U
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()

S(B) :Z pi - level(v;) +i pi-(le'vel(vi)-;) +Z Pi- X

a B-U alu alQu

Hierbei ist x+1 das Level der Wurzel des Unterbaums U in B;
diesist zugleich das Level der Wurzel des Unterbaums U' in B'.

S(B) =2 p-level(v) + S(U) +2 p-X

a 0B-U alu

> Z p;-level(vy) + S(U7) "'Z i - X

a 0B-U adu

= 2 plevel(v)) + 2 p-(level(v)) -x) + 2 p-x =S(B)

a 0B-U adu adu
Also war B kein optimaler Suchbaum, im Widerspruch zur
Voraussetzung. Folglich muss U optimal gewesen sein. [
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Hieraus folgt, dass man einen optimalen Suchbaum schritt-
wel se aus selnen (optimalen) Unter baumen aufbauen kann.
Um den optimalen Suchbaum fur g, ., .., 8.4, & zu finden,
pruft man alle Paare von Unterbdumen fur &, a4, ..., 8., und
&1 B4y - § durch und wahlt die Kombination aus, deren
Summe den kleinsten Wert ergibt. Skizze hierzu:

/@\ Der beste Fall liegt vor, wenn

! I S(Byinks) + By rectts)

minimal ist. Ein solchesk ist
also zwischen i und j zu suchen.
Dieser Baum enthélt genau die Elemente g, a4, -, 8.1, &
undesisti <k <j.
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8.3.5 Bezeichnungen und Formeln: Gegeben seien n und die
Haufigkeiten P[1], F[2], ..., P[n]. Sei 1<i<j<n.

Essa GJi,j] = P[i] + P[i+1] + ... + F[j] (man bezeichnet diesen
Wert auch als das "Gewicht” der Teilfolge g bis g).

Mit §i,j] bezeichnen wir die gewichtete mittlere Suchdauer fur
einen optimalen Suchbaum fir die Elemente g, &, -, 8.1, & -
S[i,j] I8sst sich leicht rekursiv berechnen: @
gi,i]=Hi] fari=1,2,..,n.

Die Formel fir i ] liest man leicht TN

der Erhdhung aler Level um 1 A
(dieser Summand ist genau GJi,j]):

aus der nebenstehenden Skizze ab.
gi,j] ist §i,k-1] + §k+1,j] plus
gi,j] =Min{ §i k-1] + Sk+1,j] |i<k<j} + G[i,j] fori<j.

Den Wert gi,j] kann man berechnen, wenn man alle Werte
S[r,s] mit sr<j-i kennt. Setze also diff:=j-i und berechne
for diff=0,1,2,...,n-1 ale Werte i i+diff].
Fur diff=0 setze §[i,i] =F[i]. Fur diff > 0 verwende die
Rekursionsformel fur §i,j] mit j=i+diff.
Zeitaufwand: Das eigentliche Verfahren benutzt drei ineinander
geschachtelte Schleifen:
for diff in 1..n-1 loop
fori in 1..n-diff loop
j =i+ diff;
forkini..j loop berechne das Minimum aller Werte
S[i,k-1] + S[k+1,j]; end loop; setze F[i,j] entsprechend;
end |oop;
end loop;
Das gesuchte Ergebnis S(B) steht am Endein §1,n]. Daalle
Schleifen linear von n abhangen, betragt der Aufwand ©(n3).
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Erlauterungen zum Programm:

Wir verwenden G[i,j] und S]i,j] wie angegeben, wobei wir

rund 50% des Speicherplatzes verschwenden, dawir diese

Werte nur fur i <j brauchen.

Weiterhin berechnen wir in diesem Programm auch die

Wourzeln der Unterbaume zu g bis g. Diese legen wir in

einem Feld R ab, wobei gilt

R[i,j]] =k < & stehtinder Wurzel des optimalen Such-
baumsvon g,a,,...,§. (Dieses k wird im Programm
in der innersten Schleife als k_min berechnet.)

Mit den RJi,j] kann man am Ende den optimalen Suchbaum

re-konstruieren (dies programmieren wir aber nicht aus).

Die Minimumbildung erfolgt wie tblich, indem man ale

Werte durchprobiert und das aktuelle Minimum speichert.

Die Werte GJ[i,j] kann man zu Beginn des Programms berech-

nen; wir fihren dies jedoch in der mittleren Schieife durch.

8.3.6: Programm fur einen optimalen Suchbaum in Zeit ©(n3)

Global gegeben seien: Die Zahl n und n Haufigkeiten P[1], ..., P[n].
Ergebnisist der Wert §1,n] = die Suchdauer eines optimalen Suchbaums zu
diesen Wahrscheinlichkeiten. Aus den Wurzeln R[i,j] der Teilb&ume kann man
den optimalen Suchbaum rekonstruieren. (Wie? Selbst hinzu programmieren!)
var i, j, k, k_min, diff: natural; min; redl;
S, G: array [1..n+1, 1..n] of real; R: array [1..n, 1..n] of natural;
begin fori:=1tondo
SJi+1,i] :=0.0; gi,i] := P[i]; C[i,i] := Hi]; R[i,i]:=i od;
for diff:=1ton-1 do
for i:=1to n-diff do
j =i +diff; G[iyj1:=Gi,j-1] + P[j]; min:=g[i+1,j]; k_min:=i;
for ki=i+1toj do
it S[ik-1]+k+1j] <min then
min := §i,k-1] + §[k+1,j]; kK_min:=k fi od;
S[i,j] := min+Glij]; R[i,j] :=k_min
@ @ -- Die gewichtete mittlere Suchdauer eines optimalen Suchbaums steht nun
en_d --in §1,n]; der Suchbaum selbst kann aus den RJi,j] konstruiert werden.
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8.3.7: Hinweise

Hinweis 1: Diesesist ein "garantiertes’ n3-Verfahren. In der
Praxisist es deshab nur fur kleinere Werte von n einsetzbar.
Hinweis 2: Das Suchen (FIND) lasst sich optimal schnell durch-
flhren. Dagegen muss man beim Einfligen (INSERT) und beim
L6schen (DELETE) den Baum neu aufbauen. Daher setzt man
optimale Suchbaume nur dann ein, wenn der Datenbestand sich
Uber l&ngere Zeitrdume nicht éndert. Beispiele hierfur sind Lexika
oder die Erkennung von Schltisselwdrtern und anderen Textteilen
durch einen Compiler.

In zeitkritischen Anwendungen kann man eine Doppel-Strategie
verfolgen: Der "grof3e Datenbestand” ist in eéinem optimalen
Suchbaum gespeichert, die (seltenen) Neuei ntragungen speichert
man in einem gesonderten Bindrbaum, bis dieser eine gewisse
Grof3e erreicht hat; dann baut man aus den beiden Baumen einen
neuen optimalen Suchbaum auf.

Hinweis 3: Man kann nachweisen, dass die Wurzel des
jewells zu konstruierenden Unterbaums innerhalb bestimmter
Grenzen liegen muss, die von den im letzten Durchlauf
konstruierten Wurzeln bestimmt werden, genauer:

Esgilt stets R[i,j-1] < R[i,j] < R[i+1,j]. Dies nennt man die
"Monotonie der Wurzeln".

Den Beweis finden Sie in Lehrbiichern oder in weiterfihren-
den Vorlesungen (siehe "Effiziente Algorithmen" (EA)?).

Mit dieser Eigenschaft |&sst sich obiges Verfahren zu einem
©(n?)-Verfahren beschleunigen. (Selbst durchdenken. Obiges
Programm muss nur leicht modifiziert werden.)

Aber auch diese Beschleunigung reicht fr die Praxis nicht
aus, wenn sich der Datenbestand und/oder die Haufigkeiten
oft andern. In solchen Féllen verwendet man in der Praxis
dann meist AVL-Baume oder B-Baume (siehe 8.4 und 8.5).
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Hinweis 4: Zum Abschluss erlautern wir kurz, wie man dieses
Verfahren auf den Fall der erfolglosen Suche erweltert.

Sucht man nach einem Element, das nicht in der Folge a,, a,,
as, ..., &, vorkommt, so endet die Suche bei einem der n+1 null-
Zeiger des Suchbaums.

Man ersetzt nun diese null-Zeiger durch Knoten, deren Inhalt
alle die Elemente bilden, mit denen man im Suchbaum hierhin
gelangt. Ihre Inhalte sind daher offene Intervale der Form
(.j)={r]i<r<j}.

Jetzt muss man den Intervallen ebenfalls Haufigkeiten
zuordnen, mit denen nach einem Element in ihnen gesucht
wird. Auf diese Weise kann man einen optimalen Suchbaum

Beispiel: Gegebene Folge:
2,4,16, 30, 61, 91
und ein zugehoriger @

Suchbaum.
@

Flge an den sieben

null-Zeigern neue

Blétter an, diedie

nicht enthaltenen @

Element_e représen- / \

e wadenmt 2
/N /N
O O O O

den offenen In-

auch fir den Fall der "erfolglosen Suche" mit dem gleichen tervallen (i..j)
Verfahren konstruieren. beschriftet. (0.2) (2.4) (4.16) (16.30) (30.61) (61.91)
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8.4 Balancierte Baume, AVL-Baume o
Definition 8.4.1:

Unter der Balance eines Knotens in einem Bindrbaum
versteht man ein Verhaltnis, in dem seine beiden Unterbdume
zueinander stehen.

Dieses, Verhdltnis* kann sehr verschieden festgel egt werden.

Ublich sind zwei Festlegungen:

» Die Gewichts-Balance von u gibt die Knotenanzahl eines
Unterbaums relativ zum gesamten Unterbaum an.

» Die Hohen-Balance von u gibt die Differenz der Hohen
(bzw. Tiefen) der beiden Unterbdume von u an.

Entscheidend ist: Liegt die Balance in gewissen Bereichen,
dannist die Tiefe des Baumsin O(log(n)). Dadurch kann die
Suchzeit stets logarithmisch beschrankt werden.

Es sei u ein Knoten und es seien UB;; s UNd UB, ooiis
seine beiden Unterbaume. Es bezeichnen
IV gy di€Anzahl der Knotenim linken
Unterbaum und
[V UB, oyl i€ Anzahl der Knoten im rechten
Unterbaum von u.
IV UBjirkel + IV UB eyl 1St dann die Anzahl aller Knoten,
die sich unterhalb des Knotens u befinden.
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Definition 8.4.1 (Fortsetzunq):

Essa a eine Zahl aus dem reellen Intervall (O, ¥2]. Ein
Knoten u eines Bindrbaums hei 3t a-gewichtsbalanciert,
wenn gilt

a< |VUBIinks| +1

- IVUBIinksl + |VUBrechts|

T <l-a

|VUBIinks| +1
IVUBIinksl + |VUBrechts| +2

nennt man auch die Gewichts- oder Wurzelbalance von u.

Den Ausdruck B(u) =

Die Anzahlen der Knoten in den Unterbaumen werden hier
jewells um 1 erhoht, well die Unterbdume leer sein kOnnen.
Wenn ein Knoten a-gewichtsbalanciertistund0<a'<sa <%
gilt, dann ist der Knoten auch a'-gewichtsbalanciert.
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Beispiel 8.4.2: An jedem Knoten sei die Zahl der Knoten in
dem Unterbaum, dessen Wurzel er ist, angegeben. Bestimme
fur folgenden Baum ein geeignetes a.

Dieser Baum Am Wurzelknoten muss gelten
ist also 1/3- — a<4/10<1-aq.
gewichts-

balanciert.

03/09\05
AN /\3
7\

O1 O1 O1
An diesem Knoten
1 1
muss gelten: O O
a<2/4<1-aq. An diesem Knoten muss  Blatter sind
geltenna<2/6<1-aq. stets 1/2-
gewichts-
balanciert.
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Folgerung 8.4.3: Symmetrie der Balance

Wenn
a< |VUBIinks| + <1-a
IVUBIinksl + |VUBrechts| +2
gilt, dann gilt auch
a< IVUBrechtsI +1 <1-q

- |VUBIinksl + IVUBrechts| +2

Der Beweisist einfach: Seien [V g, |=Nn; und [Vyg . /=1y,
dann folgt die Aussage folgt sofort aus
a < (n+1)/(n+n,+2) = 1- (n,+1)/(n+n,+2) < 1- 0. -
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Betrachte einen Bindrbaum B mit n Knoten und der Wurzel w:
w

AN
/N

n, Knoten

Die Gesamtzahl der Knoten
imBaumist n=n; +n, + 1.

n, Knoten

Fur a-gewichtsbalancierte Baume B gilt dann an der Wurzel
wflri=1,2:
n+1
n+1

a< <l-a,dh,n<@-a)n+1)-1=A-a)n-a
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Dies gilt auch fur das néchste Level, d.h.:

Anzahl der Knoten in eéinem Unterbaum zwel Level tiefer
<(1-0)n-a
<@-a)((1L-0)n-a)-a=(1-a)’>n-a((1-a)+1)

Analog weiter einsetzen! Dies ergibt (beachte a > 0):

Anzahl der Knoten in eéinem Unterbaum k Level tiefer
<(1-a)*n-a((1-0)t+ (1-a)? + (1-a)' + (1-a)°)
=(1-a)*n-a-@-(1-a)/(1-(1-a))
=(1-0)*n-(1-(1-a)"
<(1-o)%n

Wenn (1-a)k-n < 2 geworden ist, gibt es hdchstens noch

einen Knoten und dieser muss dann ein Blatt sein.

Aus (1-a)*n < 2 folgt mit z:=2/(1 - a):

n<2-z d.h., log(n/2) < k-log(z) = - k-log(1-a)

Suche das kleinste k, fur das diese Ungleichung zutrifft:
k=1-(log(n) - 1) / log(1-a) O O(log(n)).

Dieses (reelle) k ist eine obere Schranke fur die Tiefe des
Baums (minus 1). Somit haben wir gezeigt:

Satz 8.4.4

Die Tiefe eines a-gewichtsbalancierten Baums mit n Knoten
ist hochstens 2 - (log(n) - 1) /log(1-a) ,

d.h., die Tiefeist stets von der GréRenordnung O(log(n)).

Je mehr a sich der Zahl 0.5 ndhert, um so mehr nahert sich
die Tiefe dem minimalen Wert [ log(n+1) | (vgl. diskreter
Zweierlogarithmus 8.2.11 und Folgerung 8.2.12).
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Kann man die Operationen FIND, INSERT und DELETE auf
solchen a-gewichtsbalancierten Baumen so ausfihren, dass
diese Operationen schnell durchfihrbar sind (z.B. in O(log(n))
Schritten) und dass nach Ausfiihrung jeder Operation der
entstandene Baum wieder ein a-gewichtsbalancierter Baum ist?

Ja, das geht tatsachlich.

Wir fuhren dies hier jedoch nicht durch, sondern verweisen
auf die Literatur.

An Stelle der gewichtsbal ancierten Baume untersuchen wir
die hthenbal ancierten Baume genauer, die besonders
angenehme Eigenschaften haben.

Fur das Folgende beachten Sie, dass hier "Hohe" und "Tiefe"
synonym verwendet werden (8.2.4). T bezeichnet die Tiefe.

Definition 8.4.5:

Ein bindrer Baum heif3t AVL-Baum (oder héhenbalancierter
Baum), wenn fir jeden Knoten u gilt:
T (UBreehis) - T (UByje) =
("Hohe" des rechten Unterbaumsvon u -
"Hohe" des linken Unterbaumsvonu) 0O{-1,0, 1},
d.h., fur jeden Knoten unterscheiden sich die Hohen (= Tiefen)
seiner Unterb&dume hochstens um 1.

T (UB,ecnis) - T (UByinke) heil?t die Hohenbalance von u, oft
auch Balancefaktor oder kurz Balance von u genannt.

AV L-Baume wurden benannt nach ihren beiden Erfindern
Adelson-Velski und Landis.
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Beispiel: Der bereitsim Beispiel 8.4.2 betrachtete Baum ist
hohenbalanciert, d.h. ein AVL-Baum. Wir tragen die Héhen-
balancen neben jedem Knoten ein:

O-1 Od
5 5 \f&
o QOo

Beispiel: Dagegen ist folgender Baum nicht héhenbal anciert:

A~

O-2 QO
SN
]! AN
Qo oo O\l‘
Oo

Betrachte nun einen AVL-Baum, in dem nur wegen eines

Knotens (hier: unten rechts) die AVL-Eigenschaft verletzt ist:

O-1 O
O'o/ Q‘o/ \ 1
/C\
Oo O
- O/O
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Betrachte nun einen AVL-Baum, in dem nur wegen eines

Knotens (hier: unten rechts) die AVL-Eigenschaft verletzt ist:

¢ Dann kann man durch eine leichte Korrektur an der untersten
"\ erletzungs-Position die AV L-Eigenschaft wieder herstellen:
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Oo 1P4

Oo

Dies nennt man eine "Links-Rotation" (= Drehung der blauen
Kante nach links, also gegen den Uhrzeigersinn).

O-1 02
Qo Qo \\\\Yzi
Oo -1
Oo
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Nur die drel gestrichelten Kanten werden verzerrt.

O-l \\\ o 1
/ \\ /,”’ /lC\
Oo /Oz ,,' ;)-1
Oo do Oo

Nun muss man die drei gestrichelten Kanten neu orientieren,
wobei die Suchbaum-Eigenschaft erhalten bleiben muss,

und schon liegt wieder ein AVL-Baum vor:

1

i :
dgl Og/// ;D&

N\

Oo Oo Oo

Durch Ausprobieren stellt man fest, dass man mit vier
Rotationsarten auskommt, um alle solche Félle zu korrigieren.
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Wir betrachten das Einfiigen in einen AVL-Baum. Dies
geschieht wie bei eéinem beliebigen Suchbaum stets in einem
Blatt. Dabei kann durch den neu eingefiigten Knoten die AVL-
Eigenschaft der Hohenbal ancierung verletzt werden.

In diesem Fall fihren wir eine Rotation an dem untersten
Knoten, der nicht mehr hohenbalanciert ist, durch, Dadurch
wird die AV L-Eigenschaft wieder hergestellt (siehe unten).
Wir untersuchen nun die moglichen Fale, die zu einer
Verletzung fuhren. Da durch einen Knoten das Level hochstens
um 1 steigen kann, muss die unterste Verletzung an einem
Knoten u in einer Balance 2 oder -2 bestehen. Dann muss aber
der direkte Nachfolgeknoten von u, der auf dem Weg zum
eingeflgten Blatt liegt, jetzt 1 oder -1 geworden sein (wére er
0, hétte sich die Tiefe dieses Unterbaums nicht geandert und
damit hétte sich auch nicht die Balance von u &ndern kénnen).
Somit gibt esdievier Félle (2,1), (2,-1), (-2,1) und (-2,-1).
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L-Rotation | B; B, B,

F- Levelr ---1
t- Levelr+l ---
Lo Level r2 —-mmmmmm e

Dieses Blatt wurde eingefiigt, wodurch die neuen Balancen 2 und 1 bei u und v entstanden.

Situation an der untersten Verletzungsstelle u—v: Balancen 2 und 1.
= Links-Rotation durchfihren (3 Zeiger umhéngen, Balancen O und 0).
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Symmetrisch hierzu -, Der Fall (2,-1): mit ™,
der Fall (-2,-1): der Balance 1 fiir w. e
. «
v ~0 0
Ve 10 FOS 0
.
B, R-Rotation | Bt B By RL-Rotation | B, BQ B,
By i b i B,
EEEE R TR R - Lever e e e fmmmmmmmoee - -- Lever -- SN i ----- F--
R N M i R Level r+1 ---1—l . S - i -- Llevelr+#l -l - --
e Level r42 —----mmmmmmm e ) Level r+2 —-----mmmmmmm e
Dieses Blam@efum, wodurch die neuen Balancen 2 und -1 bei u und v entstanden.
Situation an der untersten Verletzungsstelle u—v: Balancen -2 und -1. Situation an der untersten Verletzungsstelle u—v: Balancen 2 und -1.
= Rechts-Rotation durchfiihren (3 Zeiger umhéngen, Balancen O und 0). = Rechts-Links-Rotation durchfiihren (4 Zeiger umhangen).
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Der Fal (2,-1): mit
der Balance -1 fir w.

RL-Rotation |B,| (B, |7°| |4
s FHHHS 4

Ctever oo e el
- levelr+l -l
Level r2 —-----mmm oo

Diese{att\'/vurde eingefiigt, wodurch die neuen Balancen 2 und -1 bei u und v entstanden.

Situation an der untersten Verletzungsstelle u—v: Balancen 2 und - 1.
= ebenfals Rechts-Links-Rotation durchfihren (4 Zeiger umhangen).

Der Fal (-2,1) ist symmetrisch und wird mit einer Links-
Rechts-Rotation (L R-Rotation) geldst.

Zusammenfassung zum Einfligen eines Elements s

- Flge ein neues Blatt mit Inhalt s und Hohenbalance O in
den Suchbaum ein, siehe 8.2.10 b.

- Setze von diesem Blatt aufsteigend die Hohenbalancen
(eventuell bis zur Wurzel hinauf) neu.

- Wird dabel einmal die neue Hohenbalance 0 elngetragen
oder wurde die Balance der Wurzel bearbeitet, so ist man
fertig.

- Wird dabei einmal der Wert 2 oder -2 angenommen, so
fUhre man die zugehorige Rotation durch; ebenfalls fertig.
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Flge ein Blatt v mit Inhalt s und Hohenbaance B(v)=0 ein;
Beachten Sie: u := direkter Vorgangerknoten von v; Abbruch:=falsg;

(1) Bel jedem Einfligen muss hochstens eine Rotation
durchgefihrt werden, um die AV L-Eigenschaft wieder
herzustellen. (Beim Ldschen gilt dies nicht, siehe unten.)

(2) Die "Rotation” ist eine Drehung um den Mittel punkt
einer Kante. Logisch betrachtet findet dabel eine vertikale
Verschiebung von Knoten statt (sonst wirde die Suchbaum-
Eigenschaft verletzt werden).

Genauere Nachfrage:
Wie wird die Hohenbalance B(...) neu berechnet? Dieser
Algorithmus wird auf der folgenden Folie vorgestellt.

while u # null and not Abbruch [oop
if vist linkes Kind von u then
if B(u) =1 then B(u) :=0; Abbruch:=true;
elsf B(u) =0 then B(u) :=-1,
else “fuhre R/LR-Rotation durch;” Abbruch:=true; end if;
else -- Vv ist rechtes Kind von u
if B(u)=-1 then B(u) :=0; Abbruch:=true;

elsf B(u) =0 then B(u) :=1;

else “fuhre L/RL-Rotation durch;” Abbruch:=true; end if;
end if;
if not Abbruch then v :=u;
u := direkter Vorganger von u; end if;
end loop;
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Das L dschen in einem AVL-Baum erfolgt zun&chst wie beim
Suchbaum: Finde den Knoten x mit Inhalt s. Hat x weniger als
zwel Nachfolger, so |6sche x und setze den Zeiger, der vom
direkten Vorganger auf x zeigte, auf den eventuell vorhande-
nen Nachfolger von x.

Hat x zwei Nachfolger, so ersetze s durch den Inorder-Nach-
folger s, l6sche den Knoten y, in dem s stand, und biege die
Kante, die auf y zeigte, auf den rechten Nachfolger von'y
(eventuell ist dieser null) um.

Ausgehend vom Vorganger von x bzw. y missen (zur Wurzel
hin aufsteigend) die Hohenbalancen neu gesetzt werden. Im
Gegensatz zum Einfligen, kénnen nun mehrere Rotationen
notwendig sein, bis die Wurzel erreicht ist oder bis man aus
einem anderen Grund abbrechen kann. Der Algorithmus zur
Berechnung der Hohenbalancen lautet ab dem L Gschen,
beginnend mit dem direkten VVorganger des gel 6schten Knotens
(im Programm heif3t der gel 0schte Knoten "v"):
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u := direkter Vorgangerknoten von v; Abbruch:=falseg;
u.Links:= v.Rechts; -- Knoten v wird hierdurch unerreichbar
while u # null and not Abbruch loop
if vist linkes Kind von u then
if B(u) = -1 then B(u):=0; v:=u; u:=direkter Vorganger von u;
elsf B(u) = 0then B(u) := 1; Abbruch :=true;
else flhrein Abhangigkeit von B(v)/4-1,0,1} eine
Rotation durch; v:=u; u:=direkter Vorganger von u; end if;
else -- v ist rechtes Kind von u
if B(u) =1 then B(u):=0; v:=u; u:=direkter Vorganger von u;
elsf B(u) = 0then B(u) :=-1; Abbruch := true;
else fuhrein Abhangigkeit von B(v)/4-1,0,1} eine
Rotation durch; v:=u; u:=direkter Vorganger von u; end if;
end if;
end |oop;

Aufgabe: Fihren Sie die kursiven Teile des Algorithmusim Detail aus.
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Zusammenfassung;

FIND: Wie beim Suchbaum.

INSERT: Wie beim Suchbaum, aber die Balancen langs des
Einflgepfades aufsteigend korrigieren. Dabel ist hdchstens eine
Rotation erforderlich.

DELETE: Wie beim Suchbaum, aber aufsteigend vom Inorder-
Nachfolger- (oder -Vorganger-) Knoten entlang des Pfads zur
Wurzel die Hohenbalancen (evtl. mittels Rotationen) andern.

8.4.6 Ergebnis: Jede der drei Operationen erfordert auchim
schlechtesten Fall hdchstens O(log(n)) Schritte.

Der Grund hierfir: Ein AVL-Baum mit n Knoten kann
hochstens die Tiefe 1,4404 - log(n) besitzen.
Diesen Satz beweisen wir im Folgenden.
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Aufgabe: Man stelle fest, wie viele Knoten in einem AVL-Baum der Tiefet
maximal und minimal liegen kénnen.

Maximal kénnen es 2-1 Knoten sein (klar, 8.2.12).

Sei m, die Anzahl der Knoten, die sich mindestensin einem AVL-Baum
der Tiefe t befinden miissen, dann gilt: m;=0, m;=1 und fir allet=2:
m,=1+m,; +m,,. (Wurzel pluslinker Unterbaum und rechter Unterbaum,
die Folgeder Zahlenist 0,1,2,4,7,12,20,...).

Die Losung der Gleichung lautet: m, = F,,,- 1, wobei F, die t-te Fibonacci-
zahl ist. Diesist durch Einsetzen in die Gleichung leicht nachzuwei sen.

8.4.7 Die Fibonaccizahlen sind definiert durch:

F~=0, F=1, F, = F_, + R, furallek=2 (Folge: 0,1,1,2,3,5,8,13,21, 34, ...).
Man nehme an, F, erfillt eine Gleichung der Form F, = ax, dann muss

xk = xk-14xk2 gelten, d.h., man muss die Gleichung x2 = x +1 |6sen. Deren
Ldsungen sind ¢, und ¢, (siehe néchste Falie).

Da auch deren Linearkombinationen L8sungen darstellen, erh@t man fir die
Fibonaccizahlen die Formel F, = a,¢c /¥ + a,¢c,X. Mit den Anfangsbedingungen
Fo=0und F,=1 ergibt sich a, =-a,=f, woraus man F, =f(ck-c)) erhdlt.
Wegen |c,| < 1ist F, stets die ndchste natiirliche Zahl zu f-c*.
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Einschub: Fibonaccizahlen
F,=0, F,=1 und F, =F _,+F, firadlek=2.

~ 5Nk Nk
F=-L LW 1 =k
k \/5 [\ 2 ) 2 ( 1 CZ)
e \/_
. 1+
mit ¢, = > > | - 1.618035,
~ J
e -\/_\ 1
1- _
c,= ~-0.618035, f=—= =0.447213
L 2 J V5

und F, = ndchste natlirliche Zahl zur Zahl f-c k.

Sei dso ein AVL-Baum mit n Knoten der Tiefet gegeben.
nzm=F,,-1=fc'"2-1
= 0.447213:1.618035-1.618035-1.618035! - 1
=~ 1.17082-1.618035!- 1
Esfolgt mit 1/1og(1.618035) = 1.4404 :
< log((n+1)/1.17082) / 109(1.618035)
= 1.4404 log(n+1) - log(1.17082) / 10g(1.618035)
= 1.4404-1og(n) [Diese Abschatzung ist sehr genau.]

Satz 8.4.8: Ein AVL-Baum mit n Knoten
besitzt hdchstens die Tiefe 1.4404 1og(n).

Hinweis: Messungen ergaben, dass diese maximale Tiefein

der Praxis fast nie auftritt und sich die Tiefe der AVL-Béaume
meist nur sehr wenig von log(n) unterscheidet. Aber: Der Fall
der Tiefe= 1.4404 log(n) kann auftreten, siehe im Folgenden.
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8.4.9 Fibonacci-Baume o}
. S O
P, ist der leere Baum, @, ist der einknotige Baum. O o
Definition: O
(1) @, und @, sind die Fibonaccibdume der Ordnung 0 und 1. o, O\ Q/ q;s\o
(2) Wenn @, _; der Fibonaccibaum der Ordnungi-1 und @, , /O\ /O O\_/ \O O/ \O
der Fibonaccibaum der Ordnung i-2 sind (i = 2), dann ist 5 /O O© O O/ O O/ O/
O Q‘/
7N\
D, D, O
der Fibonaccibaum ®, der Ordnung i. Q/ ® \‘O
Der Fibonaccibaum der Ordnung i ist der "dinnste” AVL- / ° TN o
Baum der Tiefei, also der AVL-Baum mit minimal vielen <~ \O O/ \O O‘/O\O <
Knoten zu gegebener Tiefei (hieraus folgt auch 8.4.6). Der O/ O\O d O/ 7 O
Baum @, besitzt genau m;=F,,,- 1 Knoten. < O ©
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8.4.10 Ist jeder AVL-Baum zugleich gewichtsbalanciert?

Nein! Betrachte hierzu folgenden AVL-Baum der Tiefei:

O
7N\
Ti—l q)i—2
wobei T, , der AVL-Baum der Tiefei-1 mit maximal vielen
Knoten. (Ein Beispiel steht auf der néchsten Folie.)

Der Quotient 2-1/F, wachst exponentiell ini. Daraus folgt,
dass esfir jede vorgegebene reelle Zahl a [ (0, ¥2] AVL-
Baume gibt, die nicht a-gewichtsbalanciert (siehe Definition
8.4.1) sind.
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Der folgende Baum ist ein AVL-Baum. Man erkennt, dass
seine Tiefe durch log(n)+2 beschréankt ist; seine 39 Knoten
(i=6undn=39=1+ 251+ 8-1) sind jedoch sehr unter-
schiedlich auf die beiden Unterbdume der Wurzel verteilt.

/ O\
5 / O\ /O\/O

e "
Q O O o O @)
S AVAN AN INIANIWA
OO0 O0000OOOOOOOOOO
~~
Ts >,

Abschliefiender Hinweis: Es werden haufiger Baume, die
sehr gleichverzweigt sind und nur Blétter auf dem Level
log(n) oder eins weniger besitzen, verwendet. |hnen wollen
wir einen Namen geben, namlich "ausgeglichene" Baume,
vgl. Anfang von Abschnitt 8.3:

Definition 8.4.11:

Ein nicht-leerer, k-nérer Baum (siehe Definition 8.2.3)

hei 3 ausgeglichener Baum (der Tiefer), wenn eseine
natirliche Zahl r gibt, so dass jeder Knoten, der mindestens
einen null-Zeiger enthalt, das Level r-1 oder r besitzt und
wenn es mindestens ein Blatt der Tiefer gibt.

Man kann diese Definition leicht von k-néren auf beliebige
geordnete Baume Ubertragen. Die B-Baume des néchsten
Abschnitts 8.5 bilden solch ein Beispiel.
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Sofern es Knoten mit null-Zeigern in verschiedenen Leveln
gibt, ist in eéinem ausgeglichenen Baumen das Level r-1
komplett mit Knoten besetzt. Uberschiissige K noten kénnen
sich dann nur noch auf dem néchsten Level r befinden.

Beispiele fur k=2 (also bindre B&aume) und fur r=3,4 und 5:

AN
AN KR KRR

O O O O O O pOOO
A PN =N
A r A r AR
ORQR ARAIAR HRIAR

OO OO0 OOOOOOOO O?QOOOQO
o O o
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Beispiele fur k > 2 (null-Zeiger wurden nicht eingetragen, wo-

durch zu jeder Skizze mehrere k-ndre Baume gehoren kénnen):

‘//O\\ k=4,r=3
0 B £

AN A

QOO0 Q00O OQq K3r=4
océ 3 é\o é o/cl>\o o/cl> o\\oo

8.5 B-Baume (fur externe Speicherung)

AVL-Baume eignen sich gut als Darstellung von Mengen,
wenn sich die gesamte Menge im Hauptspeicher befindet.
Liegen die Elemente dagegen auf einem Hintergrundspeicher,
so muss man bei jedem Ubergang zu einem Kindknoten auf
diesen externen Speicher zugreifen. Heute ist der Hintergrund-
speicher meist elne Festplatte mit einer Zugriffszeit vonim
Mittel 5 Millisekunden. Hat man einen AVL-Baum der Tiefe
20 (dies entspricht einer Menge mit 1 Million Elementen), so
werden aleine 100 Millisekunden fir den Zugriff benétigt,
wéhrend die durchgefiihrten 20 Vergleiche weniger adseine
Millisekunde erfordern. Der Rechner verbringt seine Zeit daher
zu Uber 99% mit Warten und ist nach rund 101 Millisekunden
mit der Suche fertig.
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Ziel ist daher eine Datenstruktur, die mit moglichst wenigen
externen Zugriffen die gesuchten Daten findet bzw. einfugt
bzw. |6scht.

Nahe liegend ist eine gute Mischung aus baumartiger und
sequenzieller Suche: Man holt bei jedem Zugriff - sagen wir -
500 Werte in den Hauptspeicher und grenzt den Bereich, wo
der gesuchte Schlissdl zu finden ist, nicht wie beim AVL-
Baum um den Faktor 2, sondern um den Faktor 500 ein.

Bei einem Datenbestand von 1 Million Werten sind dann nur
noch drel Zugriffe erforderlich. Zusammen mit dem (internen)
Durchlaufen der 500 Werte braucht man jetzt nur noch eine
Gesamtlaufzeit von unter 20 Millisekunden, wobei 15 Milli-
sekunden aus Warten bestehen.

27.4.2006

© Volker Claus, Informatik 146

Idee: Wir betrachten nun also Baume, in deren Knoten sich
nicht nur ein Schllissel, sondern ein sortiertes k-Tupel von
SchlUsseln befindet. Um effizient suchen zu kdnnen, durchlauft
man dieses k-Tupel und folgt je nachdem, zwischen welchen
Elementen der gesuchte Schllissel liegt, einem Zeiger in den
néchsten Unterbaum. Beispidl:

(2831 ,61>

Um schnell suchen zu kénnen, miissen solche
Baume folgende Suchbaumeigenschaft erfillen.
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Definition 8.5.1: Allgemeine Suchbaumel genschaft

Gegeben sei ein geordneter Baum. In jedem Knoten steht ein
nicht-leeres sortiertes Tupel von Schllisseln einer geordneten
Menge. Fur ale Knoten u muss gelten:

Sinds;,s,, ..., S, die sortierten Schllissel von u (s,<s,<...<3),
so besitzt u genau k+1 Kinder und es gilt:

Alle Schltssel im Unterbaum des ersten Kindes sind kleiner
ass,, alle Schltissel im Unterbaum des zweiten Kindes sind
grofer oder gleich s, und kleiner als's,, ale Schlussel im
Unterbaum des i-ten Kindes sind grof3er oder gleich s_; und
kleiner als s (furi=2,3,...,k), und alle Schlissel im
Unterbaum des (k+1)-ten Kindes sind grof3er oder gleich s,.
Ein geordneter Baum mit dieser Eigenschaft hel (3t
(allgemeiner) Suchbaum.

Hinweis: Wenn gleiche Schliissel zugelassen sind, so
wird man diese wie ublich in dem rechten Unterbaum zu
einem Schliissel ablegen (siehe Zahl 61 in der Abbildung
auf der vorletzten Folie). Bel den nun zu definierenden
B-Baumen kann man diese Eigenschaft jedoch nicht
garantieren, vielmehr kénnen durch Einflige- oder

L 6schoperationen gleiche Schlissel auch in den linken
Unterbaum verschoben werden. Wir werden diesen Fall
daher verbieten und ihn am Ende des Abschnitts
gesondert betrachten.

In Anwendungsfallen informiere man sich zuvor genau,
ob dort gleiche Schliissel zugelassen sind und wie sie
behandelt werden.
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Definition 8.5.2:

Essal m > 1 eine nattrrliche Zahl. Ein geordneter nicht-
leerer Baum, in dem jeder Knoten eine sortierte Folge von
Schltisseln aus einer geordneten Menge enthélt, heif3t
B-Baum der Ordnung m, wenn fur ale Knoten gilt:

1. Jeder Knoten enthalt hdchstens 2m Schllissel.

2. Die Wurzel enthadlt mindestens einen Schiiissel.

3. Jeder andere Knoten enthdlt mindestens m Schllissel.

4. Ein Knoten mit k Schlisseln besitzt entweder genau k+1
Kinder oder kein Kind.

5. Alle Blétter (= Knoten ohne Kinder) besitzen das gleiche
Level.

6. B erfillt die allgemeine Suchbaumei genschaft.

Hinweis: Wir werden in diesem Abschnitt 8.5 nur B-Baume mit
Inhalten behandeln, bei denen alle Schllissel ver schieden sind!

Ausschnitt aus einem
biné&ren Suchbaum.

Zusammenfassung zu einem B-

Baum-Knoten, dessen Inhalt
linear (oder mit Intervall-

schachtelung) durchlaufen wird.
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=t

G GBH@ED

Hinweis: B-Baume der Ordnung 1 heif3en auch 2-3-Baume.

Beispiel fur einen B-Baum der Ordnung 1
Man beachte, dass alle Blétter das gleiche Level besitzen.

23,48

(50,64
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m m (59661075 (84,90 96,1023

DOOOOBEEOHOOE)
6465

Beispidl fir einen B-Baum der Ordnung 2:

BB

86 87 91 92 97 98
88 89 93 94 99 10 106 10

Ubliche Ordnungen liegen in der Praxis zwischen 128 und 4096.
(Begriinden Sie diese GrofRenordnung!)
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Tiefe eines B-Baums:

Dajeder Knoten (aul3er der Wurzel) mindestens m+1
Kinder besitzt, muss die Tiefe bei n Schltisseln kleiner
alslog,,,(n)+1 sein. Andererseits kann sie nicht
weniger alslog,,,.;(n) betragen.

Hinweis: Die Terminologieist in der Literatur
unterschiedlich. Oft verwendet man auch "2m" oder
"2m+1" asdie Ordnung des B-Baums. Vergewissern
Sie sich daher bei B-Baumen stets Uber die zugrunde
liegenden Definitionen.

Die Operationen auf B-Baumen verandern die Struktur
durch zwei Mal3nahmen: Aufspalten (Splitten) eines
Knotensin zwel Knoten und Verschmelzen zweler
Knoten zu einem Knoten.
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In vielen Anwendungen speichert man die Daten zwar im
B-Baum, moéchte die eigentlichen Inhalte beim L éschen
und bei manchen Implementierungen auch beim Einflgen
aber nicht im Baum verschieben. Dann legt man alle
Daten in die Blé&tter des Baums und errichtet hiertiber
einen Baum aus Zeigern. Da ein B-Baum nur an der
Wurzel wéchst und schrumpft (siehe spéter), wird eine
solche Struktur bei B-Baumen automatisch aufrecht
erhalten.

Ein B-Baum, bei dem alle Daten nur in den Bléttern
liegen, nennt man B*-Baum.

(Solche Baume kdnnen auch Effizienzvorteile haben,
siehe Analyse von Search2in 6.5.1.)
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Wir betrachten nun die drel Operationen Suchen, Einfligen
und L éschen.

8.5.3 Suchen in einem B-Baum

Das Suchen erfolgt wie oben angegeben: Man durchlaufe
das sortierte Tupel des Knotens und folge dem "richtigen”
Zeiger entsprechend der Suchbaumeigenschaft. Der Zeit-
aufwand ist proportiona zur Tiefe des Baums. Man muss
jedoch noch die sortierten Listen der Schliissel in jedem
betrachteten Knoten durchlaufen. Dies kostet mindestensm
und héchstens 2m Vergleiche (durch Intervall schachtelung
kommt man auch mit log(2m) Vergleichen aus, wenn die
Schltissal in einem array abgelegt sind). Insgesamt muss
man daher mit bis zu 2m-log,,,,,(n) Vergleichen rechnen, je
nach Implementierung weniger, vgl. néchste Folie.

27.4.2006

© Volker Claus, Informatik

156

68

Suche nach dem Schliissel 68:

@ 6253% 8182) (86 87\ (91 92\ (97 98) (103 10
6465 8889/ \93 94/ \99 103/ \106 109

Fur n Elemente im Baum gilt offenbar:

Zahl der Vergleiche< 2m- Tiefe des Baumes < 2m - 10g,,,,(N).

Fir m =512 ist dies beispielsweise fiir eine Wertemenge bis 134 Millionen
Elemente durch 6m = 3072 Vergleiche und 3 Zugriffe auf den externen Speicher
beschrankt. (Durch Intervallschachtelung bei der Suche in der Schilisselmenge
jedes Knotens reduziert sich die Zahl der Vergleiche auf 3-log(2m) = 27.)
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8.5.4 Einflgen in einen B-Baum

Beim Einflgen ermittelt man zunéchst das Blatt, in das der
neue Schitissal s einzutragen ist. Befinden sich weniger as
2m SchlUssel in diesem Blatt, so flige man den neuen
Schliissel s sortiert ein. Anderenfalls liegt ein Uberlauf im
Knoten vor und das Blatt mussin zwel Blétter mit jem
Schltisseln aufgespalten werden, wobel der mittelste der
2m+1 Schliissel an den Elternknoten weitergereicht und
dort eingetragen wird. Eventuell muss nun auch der Eltern-
knoten aufgespalten werden usw. Hierbei kann von unten
nach oben ein Aufspalten bis zur Wurzel hin erfolgen.
Wird die Wurzel aufgespalten, so wird eine neue Wurzel
mit genau einem Schllssel erzeugt.

Das Vorgehen wird in den folgenden Beispielen illustriert.
Der Aufwand ist wie bei der Suche, jedoch muss ggf. der
Pfad bis zur Wurzel zurtickverfolgt werden. Hinzu kommt
das Einsortieren der Schliissel in die Knoten.
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35
Einflgen des Schliisseals 35:

=

Esist noch Platz, also wird der
Schltissal 35 sortiert hier eingetragen.
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Schliissels 35 ist nun eingefluqt:

B=B>

m m (59661075 (84,90 96,1023

..‘. . 6263 6768 ‘ 8182 8687 9192 9798 1031
6465 8889 9394 99 10 106 109

Weiteres Einfugen des Schliissels 57: 57

84,90 96,102

’.‘. . 6263 6768 ‘ 8182 8687 9192 9798 1031
6465 8889 9394 9910 10610

Beim Einfligen der 57 lauft der Knoten Uber, da er jetzt flnf
Schlissel enthdlt. Also wird er in zwei Knoten aufgespalten mit
den Inhalten "53 55" bzw. "57 58". Der mittlere Wert "56" wird
zum Elternknoten hinauf gereicht.
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Weiteres Einfugen des Schliissels 57:

2452305
(13,18
EDENEIED (G @D EBEIOEOOEHEIEDED

Beim Einflgen der 56 l&uft aber nun der Elternknoten Uber. Also
wird er in zwel Knoten aufgespalten mit den Inhalten "56 59"
bzw. "70 75". Der mittlere Wert "66" wird zu seinem Elternknoten
(diesist hier die Wurzel) hinauf gereicht.

Ergebnis des Einfiigens von Schllissel 57:

HOOOE OEROHOCROBE

Die Wurzel darf (wiejeder Knoten in einem B-Baum der Ord-
nung 2) bis zu 4 Schltissel besitzen, folglich ist dieser Baum das
Ergebnis, wenn der Schliissel 57 eingefuigt wurde.
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Weiteres Einfugen des Schliissels 95:

ww

@ 6263\ (67 68 8182) (86 87\ (91 92\ (97 98 (103 10)
6465 88 89/ \9394) \90 101/ \106 109

Die 95 muss in den mit "91 92 93 94" beschrifteten Knoten eingetragen werden. Dieser
lauft Uber und wird in zwei Knoten mit den Inhalten "91 92" und "94 95" aufgespalten;
der Schliissel 93" wird nach oben gereicht. Der Elternknoten wird auch aufgepalten
und reicht den Schilssel "93" weiter nach oben. Auch die Wurzel 1&uft nun tber, wird
gespalten und reicht den Schliissel 66 weiter. Dieser wird neue Wurzel des Baumes.
Man erhdt also folgenden B-Baum der Ordnung 2 (mit einer um 1 groReren Tiefe):

Ergebnis nach Einfligen der Schliissal 35, 57 und 95:

EERRTIED
COBOHOLEBOBE

Man beachte, dass die Blétter hierbel stets auf dem gleichen
Level liegen. Ein B-Baum kann nur an der Wurzel wachsen (und
schrumpfen), wahrend AV L-Baume an den Blattern wachsen.
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8.5.5 Ldschenin einen B-Baum

Beim Ldschen wird zunéchst der Knoten, in dem der gesuchte
Schlissel s steht, ermittelt. Ist dieser Knoten kein Blatt, so
wird der Schltissal s durch seinen Inorder-Nachfolger s' ersetzt
(Erinnerung: wie findet man diesen? Siehe 8.2.10 ¢). Da der
Inorder-Nachfolger in einem Blatt steht, muss also auf jeden
Fall ein Schltissel s (oder s) im Blatt gel 6scht werden.

Fall 1: Besitzt das Blatt mindestens m+1 Schlussel, so wird
der Schliissal s geldscht und man ist fertig.

Fall 2: Besitzt das Blatt genau m Schliissel (esliegt hier ein
"Unterlauf" vor), so prift man, ob ein Geschwisterknoten

mit mindestens m+1 SchlUsseln existiert. Ist dies der Fall,

so fuhrt man einen Ausgleich unter Verwendung des
zugehorigen Schltissels des Elternknotens durch. Hierbel
genigt eine Verschiebung von 2 Schltisseln.

Genauer: Das Blatt besitzt nach dem Loschen von s nur m-1
Schliissel, aber ein Geschwisterknoten besitzt mindestens m+1
Schliissel. Dann wird der zugehorige Schiissel des Eltern-
knotensin das Blatt geschoben und an seine Stelle tritt der
néchstgel egene Schliissel aus dem Geschwisterknoten. Skizze:

T AN —

Indiesem Blait Geschwis- In diesem In diesem
wurde der Schliissel terknoten Blatt sind Blatt sind nun
S gestrichen. mitk >m m Schlissel > m Schllssel
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®

®
o

Beispiel zu Fall 2: Lésche den Schliissel 28

wird um eins nach links geschoben

unter Benutzung des Elternknotens.

@@

+
@

Die sortierte Folge 26 29 33 35 37

Man beachte, dass der Knoten mit dem
Inhalt "19 20 22" nicht zum Ausgleich
herangezogen werden kann, da er kein
Geschwisterknoten ist.

Fall 3: Das Blatt besitzt m Schltissdl und die Geschwister-
knoten besitzen ebenfalls m Schliissel. Dann wird das Blatt
mit einem Geschwisterknoten verschmolzen unter Einbe-
ziehung des zugehdrigen Schllssels im Elternknoten (falls
das Blatt das rechteste Kind des Elternknotensist, so nimm
den links daneben liegenden Geschwisterknoten, anderen-
falls kann man stets den rechts daneben liegenden nehmen):

CEATR o, SRS
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In diesem Blatt Im Geschwis- In diesem
wurde der Schltssel  terknoten sind Blatt sind nun
S gestrichen. m SchlUssel 2m Schl Gissel
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Fall 3 (Fortsetzung): In diesem Fall wird die Zahl der
Schltssal im Elternknoten verringert. Wende daher rekursiv
auf den Elternknoten die Félle 1 bis 3 an.

Hierbel kann es geschehen, dass jedes Mal Fall 3 auftritt und
schliefdlich ein Schllissel aus der Wurzel entfernt wird.
Wenn die Wurzel hierbei noch mindestens einen Schltissel
behdlt, soist man fertig. Falls die Wurzel aber nur einen
Schltissal besal, so wird die Wurzel leer und der einzige,
neu entstandene verschmol zene Knoten unter ihr wird zur
neuen Wurzel des Baumes. Genau in diesem Fall wird die
Tiefe des Baumes um 1 verringert.

Dader B-Baum hochstens die Tiefe log,,,,,(n)+1 besitzt,
erfordert also auch das Ldschen nur O(log(n)) Schritte.

8.5.6 Speicherplatzausnutzung durch B-Béume

Ein B-Baum ist stets zu mindestens 50% gefillt. Wie viel
Speicherplatz wird aber tatséchlich ausgenutzt? Man wird
75% erwarten, jedoch zeigt eine theoretische Analyse, dass
esim Mittel ca. 69% sind.

In der Praxis wurde durch Messungen festgestellt, dass B-
Baume meist nur zu zwel Drittel (knapp 67%) geflllt sind.
Man sollte daher das Einfligen von Schltisseln so implemen-
tieren, dass das Aufspalten von Knoten mdglichst lange
vermieden wird (z.B., indem man die Geschwisterknoten
einbezieht, wie es beim Loschen geschieht). Beim L éschen
sollte man zufallig bestimmen, ob man beim Ldschen in
inneren Knoten den Inorder-Nachfolger oder -V organger
verwendet.

Selbst nachdenken!
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8.5.7 Zur Implementierung:
Far die Implementierung kann man in jedem Knoten ein
array[1..2*m] fur die Schlissel, ein
array[1..2*m] fur die zugehorigen Inhalte und ein
array[0..2*m] fir die Zeiger auf die Kinder
mitfuhren. Zusétzlich ist eine natirliche Zahl "Anzahl" zu
speichern, die die aktuelle Zahl der Schliissel angibt, sowie
eine Boolesche Variable fur die Eigenschaft "Blatt".

Dies fhrt zu folgender Datentypdefinition :

(selbst einsetzen!).

Alternative: In der Praxis nennt man einen B-Baum-Knoten auch " Seite".
Zeiger werden oft durch Ref__oder durch Ptr_ (von "pointer") bezeichnet.
m sei hier as Konstante vorgegeben. In einem Knoten stehen bis zu 2m
Schllissel mit den durch die Schllissel eindeutig charakterisierten Inhalten.
Schlissel Typ sei der Typ der Schlussel, InhaltTyp sei der Typ der Inhalte.
Einen Schlussel, einen Inhalt und einen Zeiger auf den Knoten mit den
nachstgroferen Schllisseln fassen wir als"Item" zusammen. Dann bilden
bis zu 2m Items plus ein Zeiger auf das linkeste Kind den gesamten
Knoten. Eine mdgliche Datentypdefinition fir B-Baume lautet daher:

type Seite;

type Ptr_Seiteis access Seite;

typeltemis record Schltssel: Schlissel Typ;
Inhalt: InhaltTyp;

Zeiger: Ptr_Seite;
end record;
type Seiteis record Anzahl: Natural;
Blatt: Boolean;

linkeSeite: Ptr_Seite;
Items: array (1..2*m) of Item;
end record;
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8.5.8 Gleiche Schliissel

Wenn gleiche Schltssel auftreten dirfen, dann 18sst sich
die allgemeine Suchbaumeigenschaft mit den bisher
vorgestellten Operationen nicht gewéahrleisten. Beispidl:
Betrachte den folgenden B-Baum der Ordnung m=1:

23,48

> @ G

Wird nun "15" geldscht, so wird vom Knoten "23 33" der
linke Schltissel "23" in den Elternknoten und dessen
linker Schitissel "23" in das Blatt geschoben. Ergebnis:

23,48

=

2>

Da"23" nun links von "23" des Elternknotens steht, ist die
allgemeine Suchbaumeigenschaft verletzt.

Diesléasst sich bei B-Baumen prinzipiell nicht verhindern.
Fugt man in einen B-Baum nacheinander den gleichen
Schlissel (z.B. 8) ein, so tritt der Elternschltissel zwangs-
laufig sowohl im linken wie im rechten Unterbaum auf
(die Ordnung sei hier erneut 1):

B-Baum B-Baum
nach Einflgen nach Einfligen B-Baum
der ersten "8" der zweiten "8" nach Einfligen
der dritten "8"
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Wir miissen a'so die Suchbaumei genschaft abschwéchen:
Definition: Abgeschwachte Suchbaumei genschaft

Gegeben sai ein geordneter Baum. In jedem Knoten steht ein
nicht-leeres sortiertes Tupel von Schliisseln einer geordneten
Menge. Fur alle Knoten u muss gelten:

Sinds,,s,, ..., S, die sortierten Schltissel von u (s,<s,<...<8),
so besitzt u genau k+1 Kinder und es gilt:

Alle Schltssal im Unterbaum des ersten Kindes sind kleiner
ass,, ale Schltssel im Unterbaum des zweiten Kindes sind
grof3er oder gleich s, und kleiner alss,, alle Schliissel im
Unterbaum des i-ten Kindes sind grof3er oder gleich s_; und
kleiner ass (furi=2,3,...,k), und ale Schltissel im
Unterbaum des (k+1)-ten Kindes sind grofier oder gleich s,.

Einen geordneten Baum mit dieser Eigenschaft bezeichnen
wir ebenfalls als (allgemeinen) Suchbaum.

Diese Definition erzwingt, dass zu jedem SchlUissel
(genauer: zu jedem Item, siehe 8.5.7) eine Boolesche
Variable mitgefuhrt wird, die angibt, ob sich im linken
Unterbaum ebenfalls gleiche Schitissel befinden. Diese
Variableist beim erstmaligen Auftreten eines Schitissels
false. Sie wird in einem Elternknoten auf true gesetzt,
wenn dieser Knoten beim Einfligen aufgespalten wurde
und hierbel der Schltissel in den linken Unterbaum
verschoben und durch den gleichen Schitissel ersetzt
wurde oder wenn beim L éschen ein Ausgleich Uber den
Elternknoten mit einem gleichen Schitissel erfolgte.
Andererseits muss sie auf false zuriickgesetzt werden,
falsalle gleichen Schitissel im linken Unterbaum

gel 6scht wurden.

Kriterium: Diese Boolesche Variable muss zu einem
konkreten Schliissel s genau dann den Wert true besitzen,
wenn s nicht in einem Blatt steht und wenn s gleich
seinem Inorder-Vorganger ist.
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Hierdurch missen nun alle Algorithmen fir die Operationen
modifiziert werden. Bei der vollsténdigen Suche nach alen k
V orkommen eines Schllissel s kdnnen nun bis zu
O(k-2m-log,,,,(n)) Vergleiche notwendig werden. Auch
beim Einfugen und Loschen erhoht sich die Zahl der Schritte.

Man kann dies vermeiden zum Beispiel durch:

- Man speichere jeden Schltissel im B-Baum nur einmal und
lege fur jeden Schitissel eine lineare Liste an, auf deren
Anfang von B-Baum-Knoten verwiesen wird.

- Man verwende B*-B&ume, bei denen die unterste Schicht,
in der ale Schltissel und Inhalte stehen, doppelt verkettet
ist.

Uber Details selbst nachdenken.
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