8.6 Digitale Suchbaume

Sind Schltssel Worter Gber einem Alphabet (und das sind
sie meistens), so kann man sie zeichenweise (digit per digit,
also "digital") lesen und hiermit gleichzeitig einen Baum
durchlaufen, entweder vollstandig oder bis die restliche
Zeichenfolge eindeutig auf den Schlissel schliel3en lasst.

Beispiel: Die Schlissel lauten "ich", "du”, "er", "sie", "es".

75@@ G o ®

Durchlaufen der Schlissel von vorne (links) und hinten (rechts).
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Baum mit vollstdndigen Pfaden (von vorne nach hinten
durchlaufener Schlissel):
Die Schlussel lauten wieder "ich", "du”, "er", "sie", "es".

&

@
uj i/ \s ¢ N
06@@
(ch
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Einen solchen geordneten digitalen Suchbaum nennt man
einenTrie.

Meist fasst man die Schlussel s als Zahl zur Basis m auf,
also 413" ={0,1,...,m-1}; mist die Zahl der Alphabet-
zeichen. Betrachte s$ss...S, dann erhalt man den

Knoten, der zu s gehort, indem man die Zeichen von
hinten nach vorne mittels Modulo-Bildung berechnet:

Z :="Wurzel des Baums"; zahl :='s;:

fori:=1tok do -- oder: while zahl >0 do ...
X := zahl modm; zahl := zahl diwm;
Z ;= "Xx-tes Kind von z" od

"Untersuche den Inhalt von z"
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Der Pfad von der Wurzel zu einem Knoten mit dem
Schliussel &,...s ist mit genau diesen Zeichemsarkiert.
Dabel kann man Abklrzungen vornehmen, sofern die
weitere Zeichenfolge eindeutig (= eine Kantenfolge ohne
Abzweigungen) istWir lesen hier die Schlissel von hinten,
da sie auch in dieser Reihenfolge berechnet werden!

Viele Knoten dienen nur als Verzweigungs-

vielen S6hnen rechnen, wie es Zeichen im
Alphabet gibt. Z.B.: Buchstaben und Ziffern
fir Bezeichner oder alle Nicht-Steuerzeichen
des ASCII-Alphabets (62 bzw. 96 Elemente).

Am Beispiel des Alphabefs= {0, 1} lasst
sich dies gut demonstrieren.

|
Hree knoten zu den Knoten der Schlissel.
/33 \ Prinzipiell muss man in jedem Knoten mit so
S,
S
S
SIS
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Beachte: Wir speichern hier
die Schlussel im Baum von

/@\
/ N v g

/\ 7\ 2N \1
W @ )

/\ /\1 ° /\ YA ANV A /\

Jeder Knoten entspricht der Beschriftung auf dem Pfad von der
Waurzel zu ihm. O = linkes Kind, 1 = rechtes Kind.

Darstellung der Menge
aller Worter Z*.

o
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Die Menge {0, 01, 010, 110, 001} im unendlichen Baum.




o T
N

Die Menge {0, 01, 010, 110, 001} als digitaler Baum.
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Etwas verklrzter Baum fur die Menge {0, 01, 010, 110, 001}.
Beim Suchen und Einfigen muss man dann ab dem aktuell im
Knoten stehenden SchllUssel weiter vergleichen.
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Digitaler Suchbaum tber {0,1}:

Ansatz 1 Gegeben sind Schlissel als 0-1-Folgen. Fir jeden
solchen Schlissel durchlaufe man den (binaren) 0-1-Baum
entsprechend der Binarfolge des Schlissels und platziere ihn
genau in dem zum Schlissel gehdrenden Knoten.

FIND, INSERT und DELETE verhalten sich nun wie bei
binaren Suchbaumen.

Vortelle dieser Struktur vor allem dann, wenn man auf
Maschinenebene programmiert oder die Binardarstellung
von Schlisseln vorliegt.

Nachtelil: Dies kostet oft viel Speicherplatz.
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Digitaler Suchbaum tber {0,1}:

Ansatz 2 Verkirzung der Pfade um lineare Ketten. Gegeben
sind Schllssel als 0-1-Folgen. Fir jeden solchen (stets vor-
warts- oder stets rlickwarts gelesenen) Schlissel durchlaufe
man den 0-1-Baum und platziere den Schltssel auf den ersten

freien Knoten.

FIND, INSERT und DELETE wie bei bindren Suchbaumen,
jedoch muss in jedem Knoten auf Gleichheit wahrend des
Durchlaufs gepruft werden.

Digitale Suchbaume uber beliebigen Alphabeten ergeben sich
als nahe liegende Verallgemeinerung.
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Ubliches Vorgehen: Codiert man Zeichen eines bigi@bAlphabets binar, so
kann man entsprechend der Reihenfolge der Schitssginen einen

Binarbaum aufbauen und jeden Schlissel in dasIgeeeichte Blatt legen.
Beispiel (aus der Plodereder-Vorlesung 2Gfléymal von vorne nach hinten:

A: 00001

CTOEIXQZ-ITOAIMY

10011
00101
10010
00011
01000
01001
01110
00111
11000

: 01101
: 10000

01100

9

2N
<:>1 g);zll

@O@

oM

4

©

ONg!

()
YN\
0/® 0
®

Im Prinzip kdnnte man
verschiedenen Buchsta-

P . 10010 (- R).

ben sogar manchmal denp
gleichen Code geben, z.B.
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In der Praxis verwendet man ein Endezeichen flr Schliissel,
z.B.'#.

Die Schlissel 1, 10 und 101 werden also als
1#, 10# und 101# dargestellt,
wenn man einen digitalen Baum aufbaut.

Die Implementierung dieser Ideen sollte nun klar sein (?).
Hinweise zur mdglichen Datenstruktur flr digitale Baume
tber {0,1} und zum Suchen und Aufbauen finden Sie auf den
nachsten Folien. Das Loschen in einem digitalen Baum ist je
nach Ansatz unterschiedlich aufwandig.
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Maxlaenge: constamositive ;= ...,
type Stelle is(0,1,#);
type Schluesseltyp iarray(1..Maxlaenge) oStelle;

type Knotentyp;

type Baumtyp_isacces¥Knotentyp;

type Knotentyp_isrecord
Schluessel: Schluesseltyp .= (others#);
L, R: Baumtyp;
endrecord

Fur eine natdrliche Zahl (= Schllussel) s sei

bit(s,k) = if s < X thenk-tes Bit von hinten in der
Binardarstellung von s elgefi.

bit(s,1) ist also die letzte Binarstelle von s, bit(s,2) die

vorletzte usw. Vorne wird mit '# aufgefullt (nicht mit 0).
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Suche oder Einflugen fur Schluss€hach Ansatz 2)

h1, h2: Baumtyp; i: Natural := Maxlaenge; Code: Schluesseltyp;
beqgin hl:="Verweis auf den digitalen Suchbaum"; h2 :=null

"wandle s mittels bit(s,k) fur k=1, 2, ..., Maxlaenge in
Schluesseltyp um und weise dies Code zu";

while h1 /= nullandthenhl.Schluessel /= Code loop
h2 := hl;
if Code(i) = 0theml:=hl1.L;
elsif Code(i) = 1 theml1:=h1.R;

) Man hort hierbei
elsehl := null endif; auch auf, wenn '#
'=i-1 erreicht wird.

endloop;

If h1 =nullthen"s nichtim Baum; h2 verweist auf den Knoten,
an den ein Knoten mit Schlissel s angehangt wedaen"

else"h1 verweist auf Knoten mit dem Schlisseksidif;

end
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8.7 Datenstrukturen mit Historie

Dieser Abschnitt entstand nach einem Vortrag von Prof.
Thomas Ottmann (Universitat Freiburg) am 25.6.2004.

Entwicklungen und Vorgange unterliegen der Zeit. So
gibt es auch beim Aufbau einer konkreten Datenstruktur
stets eine Historie, also einen zeitlichen Ablauf, in dem
diese Struktur entsteht.

Wenn wir uns die zeitliche Reihenfolge merken mochten,
so mussen wir die Datenstruktur und die verwendeten
Operationen kennen. In diesem Kapitel 8 wirden wir
geordnete Baume und die OperatioR€HD, INSERT

und DELETE wahlen.

Wir betrachten ein Beispiel:
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8.7.1 Beispiel "Teilnehmer und Ergebnisse einer Klausur":
Die Datenstruktur sei ein binarer Suchbaum. Die
verwendeten Daten "(<Name>,<Note>)" bilden die Menge
{(Tilo, 3.2), (Linda,2.1), (Ralf, 2.7), (Maria, 4.0),

(Mark, 1.8), (Frank,2.3), (Pia, 3.2)}.
Diese 7 Elemente tragen wir in dieser Reihenfolge mittels
INSERT In einen binaren Suchbaum bzgl. des Schlissels

<Note> ein: /.\

..Maria, 4.0
S T e
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Wir mochten nun wissen, wer an der Klausur teilgenommen
hat. Hierzu lassen wir die Noten weg und tbermitteln den
verbliebenen Baum.

" Maria >
e T~ /

Konnen wir diesem fertigen Produkt, also dem binaren
Baum, mehr als nur die Teilnehmer ansehen? Jal!
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CErank>

Erstens erkennen wir die Rangordnung der Klausurergebnisse
mit einem Inorder-Durchlauf:
Mark, Linda, Frank, Ralf, Thilo, Pia, Maria.

Zweitens liefert uns der Baum eine Halbordnung der
Eintragungsreihenfolge: Jeder Pfad von der Wurzel zu einem
Blatt gibt die relative Reihenfolge beim Einfligen an.

So mussen Linda vor Ralf und Frank, Maria vor Pia, Linda
vor Mark usw. eingefugt worden sein.

Folgerung:Die Datenstruktur speichert also nicht nur irgend-
welche Fakten, sondern sie merkt sich zugleich Ausschnitte
aus ihrer Historie und gewisse zusatzliche Inhalte.

\
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Im hier betrachteten Fall sind die zusatzlichen Informationen
nichts anderes als Relationen auf der Menge der Daten.

ldee und intuitive Formulierung: Es sei M die Menge der
Daten, die in einer Datenstruktur D gespeichert sind. Eine
Relation RO Mk=MxMx...xM heif3tmit D vertrag-

lich, wenn jede Beziehung ¢qm,,...,m) R aus der
Datenstruktur D gefolgert werden kann.

Diese Formulierung ist nicht so genau, dass wir sie pro-
grammieren kdnnten. Es fehlt die Prazisierung, was es
bedeutet, dass eine Beziehung aus einer Datenstruktur
gefolgert werden kann. Hierzu mussten wir eine formale
Logik Gber den Datenstrukturen definieren. Siehe hierzu
Vorlesungen aus dem Gebiet "sichere und zuverlassige
Systeme". Wir verfolgen daher eine andere Idee.
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Eine Datenstruktur;e@ntsteht aus der Menge der Daten M,

Indem zulassige Operationen auf Elemente aus M und die
bis dahin gewonnene Datenstruktyy angewendet werden.

Anfangs ist die Datenstruktur leeg; € 'empty".

Definition 8.7.2

- Es sel M eine Menge. Es sei D eine Menge von Daten-
strukturen, deren Inhalte aus M seien. Es sei 'empty' eine
spezielle Datenstruktur aus D (die "leere Struktur").

- Es selQ eine endliche Menge von Operationen.

- Der Einfachheit halber nehmen wir hier an, dass flr jedes
wlQ gilt: w: MxD - D.

Eine Folge von Operationen und Elementen

h = (w,m), (w,,m,), ..., @,m) heildt eineHistorie der

Lange r von d =o.(m,,...(,(m,, w,(Mm;, empty)))... 1 1D.
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Wir vollziehen also den Aufbau der Datenstruktur schrittweise
nach. Wenn wir nacheinander die Operationg,, ..., mit

den Elementen jim,, ..., m durchfihren, so erhalten wir
nacheinander die Datenstrukturepdi, d,, ..., d:

dy = 'empty’, d = o, (m,, empty), d = w,(M,, dy),
d; = w;(Mg, d,), d=w((m,d,) farallei>0, ..
und am Ende:

dr = @ (M, d.) = @ (M, ... [@,(M,, 0y (M;, empty)))...).
Frage 1:Wenn man gkennt, was lasst sich dann Giber dessen
Historie (;,m,), (w,,m,), ..., (,,m,) aussagen?

Frage 2:Wieviele verschiedene Historien (der Lange r
oder<r) kann eine DatenstrukturL.dD haben?

Frage 3:Was muss man tun, um aus d stets auf die Historie
schliefl3en zu kdnnen?
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Dies muss man an Beispielen erlautern. Wir wahlen als
Menge M die ganzen Zahl@und als Menge D die Menge

der binadren (Such-) Baume mit ganzen Zahlen als Inhalten.

‘empty’ sei der leere Baum.

Als endliche Menge der Operation@wéahlen wir {FIND,

INSERT, DELETE}. FUr jedeswlQ istw: MxD — D klar:

- Im Falle vonFIND nehmen wir die Identitat,

- Im Falle vonINSERTwird das Element als Blatt eingeflgt,

- Im Falle vonDELETE wird Uber den Inorder-Nachfolger
geldscht, vgl. 8.2.10.

Wir betrachten nun einen binaren Baum und fragen danach,

welche Historie zu ihm gehdrt. Dies ist im Allgemeinen
nicht eindeutig. Daher interessiert uns die Anzahl aller
Historien, die ein solcher Baum haben kann.
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Beispiel 8.7.3 @ M={a, b, c,d, e}

@/ \@

\ besitzt genau 4
Historien, wenn

@ man nur die
Operation IN
\ (= INSERT)
@ verwenden darf
Beispiele:

Historie 1: (IN,d), (IN,a), (IN,b), (IN,c), (IN,e)

Historie 2: (IN,d), (IN,a), (IN,e), (IN,b), (IN,c)

Hinweis: Die Anzahl der Historien, drur die INSERT-
Operation verwenden, ist gleich der Zahl der toplogischen
Sortierungen des Baums (hierzu vgl. Anhang 8.8.2).

Historie 3: (IN,c), (IN,d), (IN,e), (DEL,c), (IN,a), (IN,s), (IN,c)
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@ M={a, b, c,d, e}
& @

/
&

Historie 1: (IN,d), (IN,b), (IN,a), (IN,c), (IN,e)

Historie 2: (IN,d), (IN,b), (IN,e), (IN,c), (IN,a) USW.
Dieser Baum besitzt genau 8 Historien, wenn man nur die
Operation IN verwenden darf. Seine Entstehung ist also
"unbestimmter"” als die des Baums auf der vorherigen Folie.
Unbestimmbheit bezeichnet man oft als Entropie.
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Definition 8.7.4

Es seien M, DQ undw: MxD - D (fur wlQ) wie in

Def. 8.7.2.

Fur eine naturliche Zahl r und eine Struktur@d sel
dier-Entropievon d die Anzahl der Historien der Lange r,
die zu d gehdoren.

Sofern es zu d nur endlich viele Historien gibt, bezeichnet
man die Anzahl aller Historien als ditropie von d

Hinweis: Die Strukturen mit hoher Entropie sind also
zugleich die "vergesslichen Strukturen”, in denen die
eigene Entstehung nur teilweise notiert werden kann.
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Fallstudie 8.7.5

Es seien M Z die Menge der ganzen Zahlen, D = die Menge
aller binaren (Such-) Baume (mit Inhalten dus> 8.2.10),

Q = {IN} eine einelementige Menge und I@xD - D die
Ubliche EinflgeoperatiofNSERT, die durch die Prozedur
procedureEinfigen (Anker:iroutRef BinBaum; s:Integer)

In 8.2.10.b exakt definiert ist (der neue Schliss& wird
hierbel in ein neues Blatt eingeflgt).

Gegeben sei eine naturliche Zahl n und die Menge der ersten n
naturlichen Zahlem :={0, 1, 2, ...,n-1}1Z. Betrachte die

Menge D, alle binaren Baume mit genau den n verschiedenen
Inhalten 0,1, 2, ...,n-1. Dann bildet die Menge

Sy ={iylp- 1| 5N, #1 fur j£k} (= die Menge aller
Anordnungen der n ersten nattrlichen Zahlen) genau die
Menge der Historien aller dieser binaren Baume.
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Jeder Anordnung,,...1, ist genau ein binarer (Such-) Baum
zugeordnet, der durch Einfigen hieraus entsteht und zu dessen
Historie sie gehort. Es gibt also eine (surjektive) Abbildung

¢: S, - D,.

Formal genauer: Die Historie h=(IN,I(IN,i,), ..., (IN,i.), die
wir mit der Folge ji, ... 1, identifizieren (mit j#i, fur J#Kk),
liefert genau einen binaren Baur(h).

Fur die inverse Abbildung™: D,, - 2™ gilt dann:
|$-1(d)| ist die Entropie des binaren Baumsiaj,

(¢(d) ={iyip..ip| @ (igip... 1) =d}UIS;.)
Faustregel: Je gleichverzweigter der Baum d ist, umso grof3er
ISt seine Entropie.

Dies beleuchten wir zunachst am Beispiel n=4.
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n=4 C,=14, nl =24, @

Fistorien: @ @ /@ ® ©® @ @
1 @ 1@ @ @1 @j: 1 @ @
ol o e s

o be 2
ol @@
@@

\@\@ \@ \@ \@1 @@

Alle bindren Baume fur n=4 und die jeweilige Zahl inre Historien.

@ @ @ @ @
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Wie viele Historien kann ein binarer Baum mit n Knoten
besitzen?

Fall 1. Der Baum hat die Tiefe n. Er bildet dann eine lineare
Liste, die nur genau eine Historie besitzen kann, namlich die
Folge der Zahlen von der Wurzel zum einzigen Blatt.

Fall 2: Fir n=8-1 kann man den vollstadndig ausgeglichenen
Baum mit genau*? Blattern betrachten. Es 9gj die Zahl der
Historien eines solchen Baumes nfit12Knoten. Dann gilt:

E,=1 und

2k-2 .
E, = {2k-1- J Eq By fr k>1.
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E,=1 und

2k-2 .
E, = {2k-1- J Eq By fr k>1.

BegriundungE, = 1 ist klar, weil es nur einen Knoten gibt.

Es liege nun ein binarer Baum m¥2 Knoten k>1 vor,

dessen Wurzel den Inhalt z besitzt.

Dann muss z am Anfang der Historie stehen und man kann fur
die Z1-1 Inhalte des linken Unterbaums der Wurzel irgendeine
beliebige Teilmenge dek2 Platze in der Historie festlegen.
Dies sind "(2-2) Uber (#1-1)" Mdglichkeiten. Auf diesen

2«1-1 Platzen gibt es,E Mdglichkeiten der Zuordnung zu den
Inhalten < z und ebenso viele Mdglichkeiten flr die Zuordnung
der Inhalte > z zu den restlicheh!?2l Platzen. Diese Auswah-
len kann man unabhangig voneinander treffen, woraus sich die
Rekursionsfomel flr Eergibt.
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E, ist eine schnell wachsende Funktion. Die ersten Werte:

k=1 und n=1: E1; nl=1.
k=2 und n=3: = 2; nl =6.
k=3 und n=7: &= 80; n! = 5040.

k=4 und n=15: = 21.964.800; n! =1.307.674.368.000.
E. ist ungefahr 7,80°2 (mit zugehoérigem n! = 31 8,210°%).

Vergleichswertvgl. 8.2.13): Der durchschnittliche Wert fur die
Entropie eines binaren Baumes mit n Knoten betragt,  .nH@
n=2-1 muss der Wert Edeutlich tiber diesem Wert liegen.

Fir k=5und n=31ist n!/& 5,611810, d.h., im Durch-

schnitt hat jeder binare Baum mit 31 Knoten rund 5,8118
Historien. Der Wert fur Eist um etwas mehr als das>iféiche
grol3er, was durchaus plausibel flr diesen Wert von n erscheint.

27.4.2006

© Volker Claus, Informatik 209



Fir k>2 gilt: (E)?> (2-1)!', wie man mit Induktion
unter Verwendung der Stirlingschen Formel beweist.

Aufgabefur Fortschrittenere und/oder an der Theorie
Interessierte: Untersuchen Sie die Funktionsweyte E
selbst weiter und versuchen Sie, eine genauere
Abschéatzung fur diese Werte zu finden.

Anmerkung fur FortgeschrittenerBie Zahl der Historien
zU einem binaren Baum ist gleich der Zahl der
topologischen Sortierungen dieses Baums (vgl. 8.8).
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Allgemeine Aussagen:

Jeder binare Baum mit n Knoten, der eine lineare Liste ist
(dessen Tiefe also genau n ist), besitzt genau eine Historie.

Ein bindrer Baum mit'21 Knoten besitzt hdchsteng E
Historien.

Alle binaren Baume mit n Knoten zusammen besitzen genau
|S,| =n! Historien.

Es gibt genau Qverschiedene bindre Baume mit n Knoten
(Satz 8.2.7). Im Durchschnitt entfallen somit n!/Bistorien
auf jeden binaren Baum. Diese Zahl wachst mindestens mit
(n/11)", wie auf der folgenden Folie bewiesen wird.

Es gilt naturlich stets & (Zk-l)!/Czk_l. (Beweis? Selbst versuchen.)
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8.7.6 Mittlere Entropie bel bindren Baumen:
Die Zahl der Historien wachst sehr viel schneller als die
Zahl der binaren Baume. Genauer:

Mit der Stirlingschen Formel 2,718 281 828 459 045)
n
n! = [%J Vv 2 1IN erhalt man:

n! n! — n}”

— = =~ ... =tV 2 -n-(n+1)- | ——

Cn 1 |2n ( ){4e
n+1| n

U

n
N
4.442882938n- (n+1)- [10 873127314

Diese Naherung ist auch fur kleine Werte von n recht genau.
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8.7.7 Mittlere Suchdauer und mittlere Tiefe binarer Baume

Mittleres Level eines Knotens in einem binaren Baum, wobel
jeder binare Baum mit seiner Entropie gewichtet wird

= Mittelwert der Suche in binaren Baumen bezogen auf alle
moglichen Eingabefolgen aus n verschiedenen Elementen

= (Summe Uber das Level aller Knoten von allen binaren
Baumen mit n Knoten mal inrer Entropie)/ ()

=~ 1,3863log(n)-1,8456 (MS,, siehe 8.2.15).

Da sich die mittlere Suche auf alle moglichen Eingabefolgen
bezieht, wurde hierbel also jeder Baum so oft gezahlt, wie er
Eingabefolgen als Historie besitzt.

Daher ist der Wert 1,386[®g(n)-1,8456 nichtlas mittlere
Level eines Knoten®IL,,, wenn man zufallig einen binaren
Baum und in ihm zuféllig einen Knoten auswabhlt.
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Wir beenden hiermit den Exkurs Uber die Entropie Baumen, die
sich auf andere Datenstrukturen Ubertragen lasstUbtersuchung
ergab zugleich eine Klarung Uber die auf Folgerstdtien)
bezogene mittlere Suchdauer bei bindren Baumenledigich
kleiner ist als das mittlere Level eines beliebig@otens in einem
beliebigen binaren Baum.

Interessanterweise sind AVL-Baume sowie gewichtarmaerte
Baume Strukturen mit einer hohen Entropie. Beirehwden
Entropie erreicht man im Mittel nach der Anwendanger
Operation schneller eine aquivalente Strukturynedsn eine geringe
Entropie vorliegt. Daher lassen sich AVL-Baume andere
entropiereiche Strukturen leicht (mit O(log(n)) Algfwand) beim
Ein- oder Ausfligen in eine gleichartige Struktur riideren,
wahrend beispielsweise lineare Listen beim Ein- ddesflgen
einen Aufwand von O(n) erfordern.

Man kann nun je nach Anwendungsproblem nach Strelktsuchen,
die ihre eigene Historie mitspeichern oder rasegessen und unter
dieser Nebenbedingung sehr effizient bearbeiteti@rekGnnen.
Hier gibt es noch viel Unbekanntes zu entdecken.
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Anhang zu Kapitel 8:
8.8 Weitere Definitionen zu Graphen

8.9 Sonstiges
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8.8 Weitere Definitionen zu Graphen

Graphen wurden in Abschnitt 3.8 auf 36 Folien ausfihrlich
erlautert Gehen Sie bitte jene Folien nochmals genau durch.
Die Begriffe gerichteter und ungerichteter Graph, adjazent bzw.
benachbart, inzident, (induzierter) Teilgraph, Grad, Weg, Kreis,
Lange von Wegen, erreichbar, azyklisch, starke und schwache
Zusammenhangskomponente, Adjazenzmatrix, Adjazenzliste
(mit zugehoriger Datenstruktur), transitive Hulle und
Graphdurchlauf sollten Innen gut vertraut sein.

Auf den folgenden Seiten erganzen wir jene Definitionen um
Begriffe, die zum Tell in diesem Kapitel aufgetreten sind. Wir
werden sie in den Ubungen vertiefen. Hiermit werden zugleich
die Graphalgorithmen in Kapitel 11 vorbereitet.

27.4.2006

© Volker Claus, Informatik 216



8.8.1 Erinnerungur Darstellung von Graphen:
Graphen kann man durch ibAeljazenzmatrid, durchAdja-
zenzlisteroder durchinzidenzlisterdarstellen (siehe 3.8.5 Q).

Us
O Ol
. | Diesen Graphen stellen
O" | wir als Adjazenzmatrix
/ und als Adjazenzliste dar.
U3©+\Ou2
71010 1)
70010 1 11100
8 8 (1) é 8 00110
\01000Y
01000
N > Erweiterte

Adjazenzmatrix A Adjazenzmatrix A'
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Darstellung als Adjazenzlis{siehe 3.8.6)

JederKnotenerhalt einen ldentifikator Id (z.B. einen
Bezeichner oder eine natirliche Zahl) und einen Inhalt.
Die Knoten werden in einer Liste zusammengefasst und
besitzen neben Id und Inhalt weitere Komponenten:

- Verweis auf demMNachsterK noten in der Liste "NKn",

- Verweis auf dieerstelnzidenteK ante "EIK".

Jede von einem Knoten ausgehekdatemuss enthalten:
den "Endknoten der Kante" (EKn), ihren Wert W ("weight")
und einen Verweis auf die nachste Kante "NKa".

NKn[ 1d
?

Inhalt

EIK

o

l

A

- N
Datentyp fur ,Knoten®

EKn| W |NKa
> 5) O—+—
/ _ANA

- N
Datentyp fur ,Kante“

27.4.2006

© Volker Claus, Informatik

218



/Anfang

NKnl Id | Inhalt [EIK
@ | Us O
NKnl Id | Inhalt [EIK
® | Ug O
NKnl Id | Inhalt [EIK
® | U O
NKnl Id | Inhalt [EIK
® | U O
NKnl Id | Inhalt [EIK
@ | W ©

Zunachst werden die Knoten
In beliebiger Reihenfolge in
einer Liste gespeichert (siehe
links).

Danach (siehe nachste Folie)
werden die Kanten uber die
EIK-Listen eingetragen.

Wir figen hier keine Werte
far die Komponenten
Jnhalt“ und ,W* ein.
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/Anfang

NKnl Id | Inhalt [EIK EKn[ W |NKa '

u O | _® o Graph
I 5 — s rap
NKn Id | Inhalt |EIK EKn[ W [NK4d
® | U O - ® o1
NKnl Id | Inhalt EII}%ggl‘(n W [NK4
NKnl Id | Inhalt [EIK [EKn[ W |[NKa [EKn NKa
® | U O "o o+—| © o+
NKnl Id | Inhalt EKEKH wW NKd\Efn NKa
o | U O >N O—4— ol
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Erinnerung Zusammenhang im gerichteten Fall

Dieser Graph besitzt drei starke Zusammenhangskoemben.
Vgl. hierzu 3.8.14.
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Definition 8.8.2 Topologische Sortierung von DAGS

Zu einem Graphen G=(V, E) heil3t G*=(V, E*) dransitive
Hulle, wenn im ungerichteten Fall gilt

E* = {{u,v}|u #v und es gibt einen Weg von u nach v in G}
bzw. Im gerichteten Fall gilt

E* = {(u,v) |u#v und es gibt einen Weg von u nach v in G}.
Stets gilt nattrlich EIE*.

Es sei G=(V,E) gerichtet. Eine Abbildung ord:VIN mit

L u, vV mit uzv gilt: (u,v)JE* = ord(u) < ord(v)
heil3ttopologische Sortierungon G.
Man ordnet also die Knoten so an, dass jeder von u aus
erreichbare Knoten eine hohere Nummer als u bekommt.

Genau jeder azyklische gerichtete Graph (,DAG") besitzt eine
topologische Sortierung; sie ist nicht eindeutig (selbst am Beispiel
klar machen!).
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Definition 8.8.3 Markierte oder gewichtete Graphen

In Anwendungen sind Graphen meistdrkiert' oder

"gewichtet, d.h., ihre Knoten und/oder ihre Kanten sind mit
Werten ("Markierung"” oder "Gewicht") aus einer Wertemenge
W bzw. W' versehenu: V- W und 0: E- W'

Man schreibt G=(V, H)) bzw. G=(V,EQ) bzw. G=(V,EL, d).
Meist sind die Markierungen ganze oder reelle Zahlen. Oft hat
man mehr als nur zwei solche Abbildungen.

Kantenmarkierunged: E— IR mit
IR20 = Menge der nichtnegativen reellen Zahlen
bezeichnet man auch als Entfernungen

[Die Summe aller Entfernungen nennt man das Gewicht des
Graphenssiehe unten bei "minimaler Spannbaum".]
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Definition 8.8.4 Lange von Wegen bzgd, Abstand

Sei G=(V,ED) ein Graph. Die reellwertige Abbildurtg E - IR
wird auf die Menge der Wege fortgesetzt durch
O ((Ug, Uy, -+, U)) = 0((Ug, Uy)) +0((Uy, W) + ... +O (U1, Uy)).
Dieser Wert heildt dieange des Weqgdsi,, Uy, ..., U,).
Seid: E - IR®® (= Menge der nichtnegativen reellen Zahlen),
dann bezeichnet man fur den Graphen G=(9) Hie klrzesté¢
Entfernungoder demAbstandoder dieDistanzeines Knotens u
zum Knoten v den Werd: VxV - IR20 [J {00} mit
o(u,v) =0, fir u=v,
o(u,v) = Min {0((Ug, Uy, ..., Y)) | U=y, Vv=u}, sofern es
mindestens einen Weg von u nach v gibt,
o(u,v) =oo, falls es keinen Weg von u nach v gibt.

Statto(u,v) schreibt man oft dist(u,v) oder d(u,v).
Die maximale Distanz in einem Graphen bezeichnet man auch
als den Durchmesser des Graphen
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8.8.3 Kurzeste Wege

Die Aufgabe, den Abstand dist(u,v) vom Knoten u zum Knoten v
und einen Weg von u nach v mit der Lange dist(u,v) zu ermitteln,
bezeichnet man als das Kurzeste-Wegablem.

Hierbel unterscheidet man die Probleme:

SSSP = single source shortest paths
= alle klrzesten Wege, die von einem gegebenen Knoten
zu jedem anderen Knoten fuhren,

SPSP = single pair shortest path
= klrzester Weg zwischen zwel gegebenen Knoten u und v

APSP = all pair shortest paths
= alle kurzesten Wege zwischen allen Paaren (u,v) von
Knoten
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Definition 8.8.6 (minimaler) Spannbaum, Gewicht

Sei G=(V,E) ein zusammenhangender gerichteter oder
ungerichteter Graph. Ein (gerichteter bzw. ungerichteter)
Teilgraph B=(V, E), der ein Baum ist, heifpannbaum
oder aufspannendeder spannender Bawon G

(beachte: in B kommen alle Knoten des Graphens vor).

Es sei G=(V, E®) ein Kanten-markierter Graph mit
0. E - IR. Die Summe aller seiner Entfernungt)

5(G) =Y de)
e lE
heil3t dagsewichtdes Graphen G.

Ein Spannbaum B=(V,E0) des Graphen G=(V, B) heil3t
minimaler Spannbaurg@ngl.: minimal spanning tree) von G,
wennd(B) < o(B') fur alle Spannbaume B' von G qilt.
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Definition 8.8.7 Hamiltonsche und Eulersche Wege

Ein Weg (Y, Uy, ..., U, In einem Graphen G mit n Knoten
heilstHamiltonscher Wegwenn er jeden Knoten genau einmal
enthalt. Ein Weg ({Juy, ..., U,.1, Uy) heildst Hamiltonscher Kreis
wenn (y, Uy, ..., U,,) ein Hamiltonscher Weg Ist.

Ein Weg (4, U, ..., U) heil3tEulerscher Wegwenn jede Kante
des Graphen genau einmal in ihm vorkommt. Er heil3t
Eulerscher Kreiswenn zusatzlich i u, Ist.

Die Bestimmung Hamiltonscher Wege ist schwierig, diejenige
Eulerscher Wege dagegen leicht, siehe unten.
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8.8.8 Einige Fragen und ihre Losungen.

Wir wollen folgende Aussagen erlautern.

1. Die Zahl der verschiedenen (doppelpunktfreien) Wege
zwischen zwei festen Knoten u und v in einem Graphen
mit n Knoten und hochstens 2n Kanten kann bereits expo-

nentiell wachsen. Wir geben ein Beispiel mit mehr 4is 4
solchen Wegen an (,Gitter").
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2. Hamiltonsche Wege/Kreise sind nicht leicht zu finden.
(Manche von Ihnen werden spater beweisen, dass dieses
Problem ,NP-hart* ist und daher nach heutiger Meinung
nur mit exponentiellem Aufwand geldst werden kann.)

3. Eulersche Wege/Kreise sind dagegen leicht zu finden.
(Wir erlautern dies nur an einem Beispiel. Den Bewels
des Satzes sollten Sie selbst versuchen oder in einem
Lehrbuch nachlesen.)
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zU 1. Berechne die Anzahl von Wegen zwischen zwel Knoten

Als
Beispiel
wéahlen
wir ein

ungerich-
tetes
,Gitter”,

Knoten:
25.
Kanten:
40.
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Wie viele verschiedene Wege gibt es von Knoten 1 nach Knoten 257

Knoten:
25.
Kanten:
40.
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Es sindmindestens
( 150) = (109876) / (12345) = 252 Wege.
Allgemein:Wenn ein kk-Gitter mit k¥ = n vielen Knoten

gegeben ist, so gibt es mindeste(nik) doppelpunktfreie

Wege zwischen den beiden Knoten 1 uad k

Warum? Man kann genau k-mal eine Kante nach rechts (,r)
und genau k-mal eine Kante nach unten (,u“) gehen. Die
Reihenfolge ist beliebig. Dies gibt eine Folge der Lange 2k
bestehend aus je k Buchstaben ,r“ und ,u“. Man kann aus den
2k Positionen beliebig k Stellen fir den Buchstaben ,r*
auswahlen (auf die restlichen Stellen kommt dann der Buch-
stabe ,u“). Man erhalt genau ,,2k tber k* Mdglichkeiten.

Dies ist aber nur ein Bruchtell der tatsachlichen Mdglich-
keiten, wie man sich leicht tberlegt.
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Wege wachst exponentiell

Man beachteDie Zahl der (2k) (2k)'
mit n. Denn es ist:

Mit der Stirlingschen Formel fur die Fakultat

N k¥ Tk mit e = 2,71828182845904...
= \e) V2T undTt= 3,14159265358979. ..

folgt hieraus durch Einsetzen und Ausrechnen:

k
(2kk) ~ 4 mit k2 =n
vV 1T k
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zu 2. Finde einen Weq, der jeden Knoten genau einmal besucht

' 1 /s
./ 4‘):‘@‘%%&!&@

“ Kanten:
@‘@” R IR
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zu 3. Eulersche Kreise:
Das Konigsberger Bruckenproble

Kann man einen Rundgang durch Kénigsberg machen,
so dass man jede der 7 Brucken genau einmal Uber-
guert und am Ende wieder am Startpunkt ankommt?
Dieses Problem qilt als der Beginn der Graphentheorie.
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Konstruiere hierzu einen Graphen (mit Mehrfachkanten)
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Satz Ein zusammenhangender ungerichteter Graph
besitzt genau dann einen Eulerschen Kreis, wenn alle
seine Knoten einen geraden Grad haben.

Eulers Beweis ergab: Es gibt keinen Rundgang durch
Konigsberg, auf dem jede Bricke genau einmal benutzt wird.
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Zusatz: Haben genau zwei Knoten einen ungeraden Grad,
so hat der Graph einen Eulerschen Weg, aber keinen
Eulerschen Kreis.

Beispiel: "Dies ist das Haus des Nikolaus".
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Durch Hinzunahme eines oder zweier Knoten mit geeigne-
ten Kanten erhalten wir hieraus einen Graphen mit einem
Eulerschen Kreis.

Start
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8.8.9 Durchsuchen eines Graphens

Gesucht ist also ein Algorithmus, der an irgendeinem Knoten
u beginnt und dann alle von u aus erreichbaren Knoten und
Kanten besucht.

Im ungerichteten Fall wird hierbel genau die zu u gehorige
Zusammenhangskomponente G(u) = (Z(u), E'(u)) durchlaufen,
siehe 3.8.9. Im gerichteten Fall wird der von u aus erreichbare
Tell der schwachen Zusammenhangskomponente (speziell:
alle Knoten v mit (u,M)IE*, siehe transitive Hille) besucht.
Werden auf diese Weise nicht alle Knoten des Graphens
erreicht, so muss man dieses Vorgehen mit irgendeinem bisher
noch nicht besuchten Knoten fortsetzen. Vergleiche hierzu
3.8.11 und 12.

Wir fassen das bereits Bekannte zusammen und erganzen es.
Zum Durchlauf von Baumen siehe Abschnitt 3.7.6.
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Ausgehend von einem Knoten u werden die Knoten und
Kanten meist nach zwel Strategien aufgesucht:

Tiefensuch€DFS = depth first search): Erreicht man einen
Knoten v, so wird ab hier rekursiv weiter gesucht, indem man
allen von v ausgehenden Kanten folgt. Sto3t man hierbei auf
einen bereits besuchten Knoten, so wird in dieser Richtung
nicht weiter gesucht (Abbruch der Rekursion).

Breitensuch€BFS = breadth first search): Man durchlauft den
Graphen, ausgehend von u, schalenférmig gemal’ des
Abstandes, d.h., man besucht zunachst alle Knoten v mit dem
Abstand dist(u,v) = 1, dann alle Knoten v mit dem Abstand
dist(u,v) = 2 usw.
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TiefensuchdDFS = depth first search) umgangssprachlich.

Gerichteter Fall :

procedurebesuche(u) is
beqgin "bearbeite den Knoten u;fnarkiere u als besucht;
for alle v aus der Menge der Nachfolger S(u) loop
If v noch nicht besucht thdresuche(v); end;
endloop;
endbesuche;

Im ungerichteten Fall ersetzt man die Menge S(u) durch
die Menge der Nachbarn N(u), siehe 3.8.5e.

Wir betrachten im Folgenden nur den gerichteten Fall.
Die Tiefensuche lauft im Prinzip wie im Algorithmus GD
aus 3.8.7 ab. Zur Datenstruktur siehe oben bzw. 3.8.6.
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RekursivesAda-Programm zufiefensuchgegerichteter Fall.

procedureDFS (Anfang. inNextKnoten) is
p: NextKnoten,; -- Datentypen siehe am Ende von 3.8.6

procedureébesuche (u: ilNextKnoten)_is
edge: NextKante; v: NextKnoten;
beqgin u.Besucht ;= true; edge := u.EIK;
while edge /= nullloop v := edge.EKn;
iIf notv.Besucht theesuche(v); end,;
edge := edge.NKa;_endop;
endbesuche;
beqinp := Anfang;
while p /= nullloop p.Besucht ;= false; p:=p.NKn; efmbp;
p := Anfang;
while p /= nullloop if notp.Besucht thebesuche(p); en;
P := p.NKn; endoop;
ndDFS;
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lterativesProgramm zufl iefensuchggerichteter Fall. Zu den Kellern vqgl.
Abschnitte 4.3.3 und 4.4.3 (generisches Paket KSts hier sichtbar).

proceduredDFS (Anfang: inNextKnoten) is
P, v: NextKnoten; KK: newstack (item => NextKnoten); edge: NextKante;
beqinp := Anfang;
while p /= nullloop p.Besucht := false; p:=p.NKn;_ etabp;
p ;= Anfang ;
while p /= null loop
if notp.Besucht theRush(p,KK);
while notIsempty(KK) loop
u := Top(KK); Pop(KK); u.Besucht := true; edge :EIK;
while edge /= nullloop v := edge.EKn;
if notv.Besucht thepush(v,KK); endf;
edge = edge.NKa,;
endloop;
endloop;
ndif ;
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lteratives Programm zur Breitensucherichteter Fall: Wie Tiefensuche, aber
ersetze den Keller durch eine Schlange! (blau =kdohied zu DFS)

procedureBFS (Anfang: inNextKnoten) is
P, V: NextKnoten; "KK: newschlanggNextKnoten);" edge: NextKante;
beginp := Anfang;
while p /= nullloop p.Besucht := false; p:=p.NKn;_efmbp;
p ;= Anfang ;
while p /= null loop
if notp.Besucht theknter(p,KK);
while notIsempty(KK) loop
u ;= First{KK); RemovéKK); u.Besucht ;= true; edge := u.EIK;
while edge /= nullloop v := edge.EKn;
if notv.Besucht theiente(v,KK); endif;
edge .= edge.NKa,;
endloop;
endloop;
endif;
P := pP.NKn;
endloop:
endBFS;
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Tiefensuchamit der Adjazenzmatrix A als Darstellung:

procedureDFS_Adj is -- n ist hier global
A: array(0..n-1, 0..n-1) ofnteger;
Besucht; arrafp..n-1) ofBoolean;
procedureébesuche (J: ir0..n-1) is
begin Besucht(j) := true;
for k in 0..n-1 loop
if A(j,k) /= 0 andnot Besucht(k)
thenbesuche (k); end,
endloop;
endbesuche;
beqin ... -- die Adjazenzmatrix A moge aufgebaut worden sein
foriin 0..n-1 loop Besucht(i) := false; enldop;
foriin 0..n-1 loop
iIf not Besucht(i) thermbesuche (i); end; endloop;
endDFS_Ad;;
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Zur Zeitkomplexitat:

Adjazenzlistendarstellung: Jeder Durchlauf besucht jede
Kante genau einmal. Jeder Knoten wird so oft besucht, wie
Kanten auf ihn verweisen, mindestens aber einmal. Also ist
die Zeitkomplexitat linear O(n+m).

Adjazenzmatrix: Da eine Matrix angelegt werden muss,
betragt der Aufbau des Graphéd@?) Schritte, auch wenn
er nur relativ wenige Kanten besitzt. In der Prozedur wird
bel jedem Aufruf von “besuche” die for-k-Schleife n Mal
durchlaufen; weil “besuche” mindestens n Mal aufgerufen
werden muss, ergibt sich eine Zeitkomplexitat vonfdD(n

Uberlegen Sie, wie viele Schritte die Verfahren fur einen
vollstandigen Graphen Jund fur einen Graphen mit n
Isolierten Knoten (also ein Graph ohne Kanten) bendtigen.
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8.9 Sonstiges

8.9.1 Anregung flr analytisch Interessierte

Wie kann man einer Rekursionsgleichung ansehen, welche
LOsungen sie hat? (siehe Herleitung von Satz 8.2.15)

Das lasst sich nicht pauschal beantworten. Denn schliel3lich ist
dieses Problem nicht entscheidbar. Manchmal reicht es aber
bereits, wenn man die Gleichung umformt (erweitern,
einsetzen, in irgendeinem Sinne vereinfachen usw.).

Oft ist es hilfreich, die "Ableitung" zu betrachten, also

F(n) - F(n-1), oder die zweite Ableitung

(F(n) - F(n-1)) - (F(n-1) - F(n-2)) = F(n) - 2 F(n-1) + F(n-2).
Dies liefert einen Hinweis, wie die LOosung aussehen konnte,

und man kann dann mit einem Losungansatz, den man in die
Gleichung einsetzt, versuchen, eine Losung aufzuspuren.

Wir betrachten als Beispiel die Rekursionsformel fir F(n):
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F(n)= (n+1)/nF(n-1) + (2n-1)/n. Einfaches Umformen liefert:
F(n) = F(n-1) + 1/rF(n-1) + (2n-1)/n, d.h.:

F(n) - F(n-1) = 1/nF(n-1) + (2n-1)/n .

Hier sieht man wenig, weil der Wert F(n-1) noch auf der rechten
Seite stehen geblieben ist.

Daher versuchen wir nun, die zweite Ableitung zu berechnen.
Aus obiger Formel fir F(n)-F(n-1) folgt:

F(n-1)- F(n-2) = 1/(n-1F(n-2) + (2n-3)/(n-1).

Man subtrahiere die letzte Formel von der davor:

(F(n) - F(n-1)) - (F(n-1)- F(n-2))

= 1/nF(n-1)+(2n-1)/n-1/(n-1F(n-2) - (2n-3)/(n-1)

= 1/nF(n-1)-1/(n-1)F(n-2) + 1/(n(n-1)).
1/n-F(n-1)-1/(n-1)F(n-2) erinnert nun an die Rekursionsformel,
denn dort steht (ersetze n durch n+1):

1/(n+1)F(n)=1/nF(n-1) + ...
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Also qilt:

1/n'F(n-1)= 1/(n-DF(n-2) + (2n-3)/(n(n-1)) bzw.
1/n'F(n-1) - 1/(n-1)F(n-2) = (2n-3)/(n(n-1)) .
Dies setzt man oben ein:

(F(n) - F(n-1)) - (F(n-1) - F(n-2))

= 1/nF(n-1)-1/(n-1)F(n-2) +1/(n(n-1))

= (2n-3)/(n(n-1)) + 1/(n(n-1))

= (2n-2)/(n(n-1)) = 2/n

Es entsteht ein tUberraschend einfacher Ausdruck. Nun erinnern
wir uns an die Stammfunktionen aus der Analysis: 1/n ist die
Ableitung des Logarithmus In(n). Also musste die "Ableitung”
In(n) und damit die Funktion F von der Forningn) sein. Da

keine kontinuierliche Funktion herauskommen wird, sollte man
H(n) anstelle von In(n) nehmen, d.h., das Ergebnis kdnnte die
Form F(n) = an-H(n)+b-n+c (mit Konstanten a, b, c) haben.
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Dies setzt man nun in die urspringliche Gleichung
F(n)= (n+1)/nF(n-1) + (2n-1)/n ein:
a-n-H(n)+b-n+c

= (n+1)/n(a-(n-1)-H(n-1) +b-(n-1)+c) + (2n-1)/n
Multiplikation mit n liefert:
a-n?-H(n)+b-n’+c-n

= (n+1)a:(n-1)-H(n-1) +b-(n*-1)+c-(n+1) + (2n-1), also
a-n’-H(n-1)+an = a(n*1)-H(n-1)-b+c + (2n-1)
a-H(n-1)+an=c-b + (2n-1).
Man sieht, dass diese Gleichung fur Konstanten a, b und ¢
nicht zu erflllen ist. Man braucht offenbar im Ansatz ein
weiteres Glied eH(n). Neuer Ansatz:
F(n) =an-H(n)+b-n+c+dH(n).
Wegen der Nebenbedingung F(0)=0 muss ¢=0 sein. Erneut
einsetzen:
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a-n-H(n)+b-n+d-H(n)
= (n+1l)/n(a:(n-1)-H(n-1)+b(n-1)+d H(n-1)) + (2n-1)/n

Multiplikation mit n liefert:
a-n?-H(n)+b-n?+d-n-H(n)

=an®H(n-1)+an+b-n?+d-n-H(n)

= (n+1)a-(n-1)-H(n-1) + b (n%-1) +d-(n+1)-H(n-1) + (2n-1)

= a(n*-1)-H(n-1)+b (n*-1)+d-n-H(n-1) +d H(n-1) +(2n-1).
Umformen:
a-H(n-1)+an+b-n?+d-n-H(n)

= b-(n*1)+d-n-H(n-1)) +d H(n-1))+(2n-1) wird zu
a-H(n-1)+an+d=-b+dH(n-1) + (2n-1).
Wenn dies losbar ist, so muss a = d und a = 2 sein; es verbleibt:
2=-b-1, d.h., b =-3. Somit haben wir eine Losung gefunden:
F(n) =2n-H(n)-3-n+2-H(n), also die gleiche Losung wie im
Bewels zu Satz 8.2.15.
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8.9.2 Veranschaulichung der harmonischen Funktion 8.2.14
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Eine ausflhrlichere Untersuchung steht in Abschnitt 1.5.

256

© Volker Claus, Informatik

27.4.2006



Abschatzung der harmonischen Funktion
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Der natirliche Logarithmus In(n) ist die Flache unterhallaeve von 1 bis n.
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Abschatzung der harmonischen Funktion

f(n) =
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Der natirliche Logarithmus In(n) ist die Flachearhtlb der Kurve von 1 bis n.
Die harmonische Funktion H(n-1) ist durch die rBk&che von 1 bis n gegeben.

Man sieht: H(n)- X In(n) < H(n-1) fur alle 1. Die kleinen Uber der blauen Kurve liegenden
roten Flachenstiicke summieren sich zur Eulersclogrstantery = 0,5772156649... auf.
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