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HashfunktionenHashfunktionen

3.3.2.1 Aufgabe: 
Elemente einer Menge B sollen in einem array(0..p-1) of...  
gesucht und dort in irgendeiner Reihenfolge eingefügt und 
gelöscht werden können. Es sei |B| > p (sonst ist die Aufgabe 
ohne Konflikte durch irgendeine injektive Zuordnung zu 
lösen).

Benutze hierfür eine Funktion f: B → {0, 1, ..., p-1}, genannt 
Hashfunktion, die surjektiv ist (d.h., jede Zahl von 0 bis p-1 
tritt als Bild auf), die die Elemente von B möglichst gleich-
mäßig über die Zahlen von 0 bis p-1 verteilt und die schnell 
berechnet werden kann.
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Wenn auf Platz j eine Kollision stattfindet, so versuche man, 
den Schlüssel b auf dem Platz G(...) einzufügen. Es sei i die 
Zahl der versuchten Zugriffe. c ist eine fest gewählte Konstante; 
man kann hier stets c=1 wählen; wichtig ist ggT(c,p)=1.

G(j) = (j+c) modp heißt "lineare Fortschaltung" oder 
"lineares Sondieren" oder "Lineares Hashing".

G(b,i) = (f(b)+i2) modp heißt "quadratische Fortschaltung"
oder "quadratisches Sondieren".

KollisionsstrategienKollisionsstrategien

Nachteile:

Lineares Sondieren:          Clusterbildungdurch Sekundärkollissionen

Quadratisches Sondieren: Aufwand des Löschens ist groß



www.lern-plus.de 3

F  K

Beispielskizze: Lineares Sondieren mit c=1
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Der einfachste Weg ist es, das Löschen durch Setzen eines 
Booleschen Werteszu realisieren: Wenn der Eintrag mit dem 
Schlüssel b gelöscht werden soll, so suche man seine Posi-
tion A(j) auf und setze  A(j).geloescht := true.
Beim Einfügen behandelt man dieses Feld A(j) dann wie 
einen freien Platz.

Löschen in Hashtabellen (DELETE)Löschen in Hashtabellen (DELETE)

Hat man sich jedoch für das lineare Sondieren entschieden, 
dann kann man das Löschen korrekt durchführen: Man sucht 
den Eintrag A(j) mit dem zu löschenden Element auf und 
geht dann die Einträge A(j+c), A(j+2c), A(j+3c) solange 
durch, bis man auf einen freien Platz stößt. In dieser Kette 
kopiert man alle Einträge um c, 2c, 3c usw. Plätze zurück, 
aber niemals über den Platz k hinaus mit f(b)=k. 
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1. Die Hashfunktion f ist gleichverteilt über die Schlüsselmenge, 
sie bevorzugt oder benachteiligt dort keine Bereiche.

2. Jeder Schlüssel ist bei beim Suchen und beim Einfügen 
gleichwahrscheinlich.

3. Erfolgt beim Einfügen eines Schlüssels eine Kollision, so 
werden bis zu dessen Eintrag auf einen freien Platz nur 
paarweise verschiedene Plätze besucht.  

Annahmen des HashingAnnahmen des Hashing

Hash Strategien arbeiten nur im Mittel schnell. Die Operationen  Insert, 
Find und Delete haben im Worst case einen Aufwand von O(n). 

Die folgenden Abschätzungen verlangen die Gleichverteilung 
der Schlüssel und die Unabhängigkeit der Ereignisse und 
folgende Annahmen:
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Um den (k+1)-ten Schlüssel in eine Hashtabelle der Größe p 

einzufügen, werden im Mittel                =             Vergleiche 

(mit λ = k/(p+1)) benötigt. 

p+1
p+1-k

1
1-λ

Aufwand des Hashing (wichtige Daten)Aufwand des Hashing (wichtige Daten)

Für die erfolgreiche Suche nach einem Schlüssel in einer 

Hashtabelle der Größe p werden im Mittel                 

Vergleiche (mit λ = k/(p+1)) benötigt. 

1
λ

1
1-λSk ≈ . ln (        )

(1-1/p)k ≈ e = e-λ

mit  λ = k/p "Auslastungsgrad" der Tabelle.  

k
p-

Wahrscheinlichkeit beim Suchen auf ein belegtes Feld zu treffen
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Es seien f und g zwei unterschiedliche Hashfunktionen. Sei i die 
Zahl der Zugriffe. Die Kollisionsstrategie

G(i,b) = (f(b) + i.g(b)) modp   heißt "Doppel-Hash-Verfahren".  

Doppel-Hash-VerfahrenDoppel-Hash-Verfahren

Es seien f1, f2, f3, f4, ... eine Folge von möglichst unterschied-
lichen Hashfunktionen. Die Kollisionsstrategie

G(i,b) = fi(b)  heißt "Multi-Hash-Verfahren".  

Hinweis: In der Praxis hat man mit Doppel-Hash-Strategien
gute Erfahrungen gemacht. 
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Skizze: "Externe" Hashtabelle
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