Autgabe 25: (Konvergenzradien von Potenzreihen)Bestimmen Sie die
Konvergenzradien der Potenzreihen

— " e ”_.m.ﬁ
a) — und b} M BT
— " — (2n)!

¢) Fiir welche reellen Zahlen » konvergiert die Reihe

\ +H_L.+wﬁ )
MH_,lu_. " ﬂﬁ.+H ’

Autgabe 26: (Gliedweise Differentiation und Integration von Potenz-
rethen )Betrachten Sie die Potenzreihe

1/(1+ W 1)z,

a) Bestimmen Sie durch gliedweise Integration eine Potenzreithe fiir das Integral

|
—dx

il ._. I_l b
fiir |¢|

b) Bestimmen Sie durch ghedweise Differentiation eine Potenzreihe fiir die Ab-

leitung
d 1

dr 1+=x
fur |z| < 1, und ¢) auch fur die zweite Ableitung.

Aufgabe 27: (Werte von Potenzreihen)a) Bestimmen Sie fur |[r 4+ 1| < 1
die Summe der Reihe
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b) Berechnen Sie fiir

r| < 1 die Summe der Rethe

W nf(n+1)+1 n

n

n=1

Aufgabe 28: {Werte von Potenzreihen)

a) Berechnen Sie fiir [z| < 1 die Summe der Reihe

11—+ 25— 2% 4 ..

b) Berechnen Sie fiir

r| < 1 die Summe der Reihe

Aufgabe 29: (Konvergenzradinus)

Welchen Konvergenzradius haben folgende Potenzreihen:

2n -

3
L

G
a) m ——1", b] m (14 n?2™)z",
H_,.m,:.?
fi=—

n=I[

Aufgabe 30: { Potenzreihen; Hausiibung, Abgabe 18.5.-20.5.2005 in den
Ubungsstunden)

Welchen Konvergenzradius haben folgende Potenzreihen

a

s I o

\ k+1 k \ I

1) M 5 1 h) M e x, b=1
k=1 L=

¢) Berechnen Sie den Wert der Rethe

K

2 1 6
A 5 T
Hrm e ﬂrﬂ I_l ﬂ.._: Sl
indem =ie gliedwelse differenzieren, den Wert der Reihe fiir die Ableitung bestim-
men und dann integrieren.
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Konvergenzradius (Vorkurs 2005 : Endziffer 0)

Aufgabe 4.1.1: Fiir welche = € R konvergiert die Reihe:
> i x
i=7 :

Gesucht ist der maximale Bereich in dein die Reihe konvergiert.,

Aufgabe 4.1.6: Fiir welche = € R konvergiert die Reihe

Aufgabe 4.1.7: Fiir welche = € R konvergiert die Reihe:

[ ) g

2.7 —6)"
et ¢

=0
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Konvergenzradius (Vorkurs 2005 : Endziffer 0)

Aufgabe 4.1.8: Fiir welche » € R konvergiert die Reihe:

I

o0

=9

[

Gesucht ist der maximale Bereich in dem die Reihe konvergiert.

Aufgabe 4.1.10: Fiir welche » € R konvergiert die Reihe:
[ ]

d (3-i+8)-(2-z+2)" 7

i=8

Gesucht ist der maximale Bereich in dem die Reihe konvergiert.

Aufgabe 4.1.11: Fiir welche » € R konvergiert die Reihe:

F=8

(GGesucht ist der maximale Bereich in dem die Reihe konvergiert.
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7.3.3 Satz: Mittelwertsatz der Differenzialrechnung

Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differen-

zierbar und die Ableitung sei dort} (S)te}i(gj dann
. - - - = !1

existiert ein £ € (a,b) mit f/(§) = —5———.

7.3.4 Satz: Strenge Monotonie
Sei f : (a,b) — R differenzierbar und f’(z) > 0

fiir alle # € (a,b), dann ist f streng monoton
wachsend. f ist streng monoton fallend, wenn
f'(x) <0 fiir alle z € (a,b).

Beweis (fiir streng monoton wachsend): f streng
monoton wachsend & z; < xo = f(z1) < f(z2).
Wir beweisen den Satz indirekt:

Annahme: f'(z) > 0 fiir alle £ € (a,b) aber es
existieren z; < x2 € (a,b) mit f(z1) > [(x2),
dann ist m 1= L {T'j,g:ism‘) negativ und nach dem
Mittelwertsatz 7.3.3 gibt es eine Zwischenstelle
& € (a,b) mit f'(£) =m < 0. Dies ist ein Wider-
spruch zur Voraussetzung.
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Abb. 72 Der Mittelwertsatz der Differenzial-

rechnung
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Mittelwertsatz der Differentialrechnung I

Aufgabe 3:

Sei f : (0,1) — (0,1) differenzierbar mit | f'(z) |< K < 1 ¥V € (0,1). Sei 29 € (0,1)
beliebig und fiir alle n > 0 : 2,1 = f(x,). Zeigen Sie, daf die Folge (x,,) konvergiert.

Hinweis: Betrachten Sie z,,.1 — r,. benutzen Sie den Mittelwertsatz.

7.4.7 Satz: Restglied der Taylorreihe
Sei f:(—a,a) = R (n + 1) mal differenzierbar, dann gilt fiir alle z € (—a, a):

J’"’(U)'SJJF.)”"’(U)wﬂ'ﬁzJr 4 £0) "

fle)=F0) +— o e —~

+ Rpy1(x)

mit Rnii(z) = / (z — t)"F (1) dt
- J0O

— v P
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7.5.1 Beispiel: Ableiten mit Taylorreihen (cos x)’ = - sin x

Wir zeigen (cos z)’ = — sin mittels Taylorreihenentwicklung;:
' ko (=) . .
(cosz)’ = limg—oo (D r_o ECDI Taylorreihenentwicklung

. _ 1Yy, p20 !
= limy_y oo Zi:[} (%) Summenregel (und mehr)

1 ko (=1)"-2n.g?n!

= limg—00 ) o an)! Potenzregel

=1 A i i ster Summand ist 0 und 2n geki
= limy_y oo E,ﬁ: 1 o) erster Sbummand 1st 0 und 2n gekurzt
Y mi1=k (_1)'m+1+$2('m.+l)—1 . .

= limg 500 ) ., F1=1 —EmID=T) Indexverschiebung n =m + 1

_ m_k 1 (=1)m.g2m+l . R

= limy o0 ), 2(—];) o) Klammern aufgelost

_ M=00 ( 1 M, 2t

_ Zm— {Qm—l—l}' k — o0

= —sinzx

7.5.4 Beispiel: Losung von Integralen mittels Taylorreihen

Wir kénnen keine Stammfunktion fiir e® angeben' ? Doch! Wir kénnen eine Taylorreihe angeben, die
eine Stammfunktion darstellt.

o) e dy = S limas o0 ZM (afz_}t dor Taylorreihe mit Substitution 2 — 22
= limprye0 [ ZB 0 "’;d Integration und lim vertauscht (siehe Studium)
= limuy Z 3.£d.ar: Integration und ) vertauscht mit Satz 8.2.3
= W in z'(;T:-I) integriert

Damit kann eine Stammfunktion zumindest punktweise berechnet werden. Eine geschlossene Darstel-
wwzusazkrs, 1UNE einer Stammfunktion bleibt aber unbekannt.



