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MV 04 Blatt 08 Kapitel 6.1 gebrochenrationale
Asymptoten ElementareFktn Nummer: 5 0 200408005 KIl: 14G
Grad: 30 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 8.1.1: Finden Sie alle Asymptoten der folgenden Funktion: f(z) = 4-tan (¥/5z — 15) (im Folgenden
sei k eine beliebige ganze Zahl, n eine beliebige Zahl aus Ny).

Parameter:

x1 = Vorfaktor, zo = n - te Wurzel, 3, r4 = Koeffizienten unter der Wurzel.
x1 >0, x9>1, 29 gerade x3,24 > 1

Die Funktion lautet also: f(z) = x1 - tan ( R/ w3x — {24 - xg})

In dieser Aufgabe sind z; =4 Tog =8 3 =5 T4 = 3.
Erklirung:

Die senkrechten Asymptoten sind die Nennernullstellen des Tangens, also die Nullstellen des Kosinus.

Rechnung:
cosz’ =0 fira’ = w Also hat tan 2’ senkrechten Asymptoten bei 2’ = M Setzen wir 2’ = v/5x — 15,
so erhalten wir: Y _ v (2k42rl)7r

= 5.(z-3) = (@)8

o oo3 = Uz

o @i g

Die Probe ist wegen des Potenzierens mit 8 notwendig, wird hier aber nicht durchgefiihrt. Durch das Potenzieren
mit 8 fallen die Asymptoten fiir negative und positive k zusammen. Deshalb kann hier das k durch ein n ersetzt

werden. Die senkrechten Asymptoten sind z = % + 3. Der Defintionsbereich von f(z) ist © > 3,

x # % + 3. Bei 2 = 3 hat f(z) eine Nullstelle. Waagrechte oder schiefe Asymptoten hat f(x) nicht. Der
Vorfaktor 4(# 0) hat fiir die senkrechten Asymptoten keine Bedeutung.

Angebotene Lésungen:

8/
x:M—i—Sundy:iél-g J:—M—f—?)undy:iél-g

[]

28-5 - V25
8 8
o= Lgrs +3 o= G 13

8/
x = \g/2§7g+3undy:i4-g

2

\8/ 2n+1)m T
x:i%—i—é‘)undy:img

8 8
z=+&1" 13 e=2"" L 3undy=+4-1
x:i%Jﬁ} es gibt keine
g = @uim? | 3 162

Fehlerinterpretation:



T = % +3und y=44-7 DF: f hat keine waagrechten Asymptoten
Y/ (2n+1)7
T=—em et dundy =+4- 5 DF: f hat keine waagrechten Asymptoten
8/
T = % +3 RF: falsch aufgelost
[4] == (2227T5) +3 DF': das sind die Nullstellen
T = V\}"g +3und y =+4- DF: f hat keine waagrechten Asymptoten
8/
[¢] o= i% +3undy=44-7 DF: f hat keine waagrechten Asymptoten
8
T = i% +3 DF: f ist nur fiir x > 3 definiert
8
Tr = 53 +3und y = C 5 : at keine waagrechten Asymptoten
Gy 3undy =447 DF: f hat kei grechten A
9 = ngiws +3 DF: f ist nur fiir x > 3 definiert
(e 2+}5) )
es gibt keine DF: doch
8
o =G 3 richtig
162 GL: geratene Losung
MV 04 Blatt 08 Kapitel 6.1 Linearfaktorzerlegung
keine ElementareFktn Nummer: 22 0 200408002 Kl: 14G

Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W
Aufgabe 8.1.2: Zerlegen Sie die Funktion p(x) = 622 — 48z + 696 in (komplexe) Linearfaktoren.
Parameter:

x1 = Faktor vor dem z2, x5, 23 = Realteil und Imaginirteil der komplexen Nullstelle, x3 > x2 > 0,21 > 1
Die Formel ist also:  x12% — {2 29 - 21}z + {(23 + 23) - 21}

In dieser Aufgabe sind z; =6 To =4 x3 = 10.

Erklirung:
—b+ Vb2 -4
Die Berechung beginnt mit der Mitternachtsformel: 2—(16.
a
Rechnung:
—b+Vb?> —4dac 48+ V/(48)2 —4-6- 696 _ 484+4/—14400 At 1200 4410
2a - 2.6 - 12 - 2 !
Damit ist die Linearfaktorzerlegung: 6 - (z — (4 + 10¢)) - (x — (4 — 10i)).
Angebotene Lésungen:
6-(x— (10+47)) - (x — (10 — 4)) 6 (x—8i)- (x—116i)
(x — (10 4+ 44)) - (x — (10 — 41)) 6-(x—4)-(z—10)
es gibt keine 6-(x—(4+10i)) - (x — (4 — 1010))
(r — (44 100))% - (z — (4 — 104))? [5] 6-(z—38)-(z—116)
6 (x— (4+100))2 (x — (4 — 10i))? (x — (44 107)) - (xz — (4 — 107))
6 (x — (10 +4i))2 - (x — (10 — 4i))? (r —48)% - (z — 696)

Fehlerinterpretation:



6 (z— (10 +47)) - (x — (10 — 47)) DF: Realteil und Imaginérteil verwechselt
6-(x—8i)-(x—116i) DF: MNF nicht richtig gerechnet

(x — (10 4+ 44)) - (x — (10 — 41)) DF: Realteil und Imaginérteil verwechselt
[] 6-(x—4) (z—10) DF: MNF nicht richtig gerechnet

es gibt keine DF: es gibt eine ( zumindest komplex )
6-(x— (4+10i)) - (x — (4 —101)) richtig

(r — (44 100))% - (z — (4 — 104))? DF: MNF Waurzel ist 'reell’

[s] 6-(x—38)-(xr—116) DF: MNF nicht richtig gerechnet

6 (x— (4+10i))%- (x — (4 — 104))? DF: MNF Wurzel ist 'reell’

(x — (44 107)) - (x — (4 — 107)) RF: Vorfaktor vergessen

6-(z— (10 +44))? - (z — (10 — 44))? DF: Realteil und Imaginérteil verwechselt
(r —48)% - (v — 696)? DF: MNF nicht richtig gerechnet

MV 04 Blatt 08 Kapitel 6.2 gebrochenrationale
stetigeErg ElementareFktn Nummer: 31 0 200408006 KI: 14G

Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W
Aufgabe 8.1.3: Gegeben sei die gebrochenrationale Funktion f: ID — R (ID C R maximal) mit

(62 —42) - (92 + 72)? - (x — 10)% - (z + 6)
( —10) - (T2 1+ 56)° - (22 — 14) - (z + 10)°

flz) =

An welchen Stellen x ¢ ID ist f(z) stetig ergénzbar?
Parameter:

r, = Faktoren und Summanden im Bruch, z,, > 1, zg > x5, x2, x4, Tg, paarweise verschieden, n = 1..9

£ (xrz—{z1-x2}) (zzz+{z3-24})"5 ‘($_$6)2‘($+I2)

Die Formel lautet: == e e e e N etz ) -

In dieser Aufgabe sind z; = 6 9 =7 r3 = 9 re = 8 5 = 2 re = 10 Ty =
7 Irg = 3 Tg = 2.
Erklidrung:

Suchen Sie die Nennernullstellen und versuchen Sie (evtl. durch Ausklammern und Linearfaktorzerlegungen)
zu Kiirzen. Gelingt dies so, dass eine Nullstelle des Nenners nach dem Kiirzen keine mehr ist, so ist f(z) dort
stetig ergénzbar.

Rechnung:
Der Definitionsbereich der Funktion ist: ID = R\{7, 10, —8, —10}.

_ (62—42)-(924+72) (z—10)-(z+7)
f(x) (—10)-(72+56)3-(22—14) - (z+10)

6:(z—7)-9% (248)% - (x—10)%-(z+7)
(x—10)-73-(2+8)3-2-(z—7)-(x+10)

6:9%-(z—10)-(z+7)
73.2-(x+8)1-(z+10)

Die Faktoren (x — 7) und (z — 10) (und damit die zugehorigen Nullstellen) sind aus dem Nenner verschwunden.
Damit ist f(z) bei z = 7 und x = 10 stetig ergénzbar.

Angebotene Lésungen:

r=1

[] R\{7,10}
r=7und x =£10 und x = —8
r==27und x =10 und x = —8

z="7und z =10 z=—-8und z = —10
z=10und z = -7
R\{10, -7} R\{-8,—-10}
R\{%7,10, -8} es gibt keine

Ell=1X
=
=
——
\]
—
(=]

Fehlerinterpretation:



=7 DF: an einer Nullstelle kann f auch stetig ergénzbar sein
z=7und z =10 richtig

z=—-8und x = —10 DF: nur die senkrechten Asymptoten angegeben
[1] R\{7,10} DF: stetige Ergénzung nicht verstanden

R\{7} DF: stetige Ergénzung nicht verstanden
z=10und x = -7 DF: alle Nullstellen angegeben

rz=7und z==+10 und z = -8 DF: alle Nullstellen des Nenners angegeben

[s] R\{10,-7} DF: stetige Ergéinzung nicht verstanden
R\{-8,—-10} DF: stetige Ergénzung nicht verstanden
r==27und z =10 und x = —8 DF: alle Nullstellen des Zahlers angegeben
R\{%7,10,-8} DF: stetige Ergénzung nicht verstanden

es gibt keine DF': doch

MV 04 Blatt 08 Kapitel 6.1 Linearfaktorzerlegung
keine ElementareFktn Nummer: 49 0 200408001 KI: 14G

Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W
Aufgabe 8.1.4: Zerlegen Sie die Funktion p(z) = 523 — 602% + 1952 — 140 in (komplexe) Linearfaktoren.
Parameter:

21 = Faktor vor dem 23, zo, 23 = Nullstellen, 23 > z2 > 0,21 > 1
Die Formel ist also: x12% — {(1 4+ 22 + 23) - 1 22 + {(22 + 23 + 22 - 23) - 21} — {21 - 22 - 23}

In dieser Aufgabe sind z; =5 To =4 x3 =17.
Erklidrung:

Klammern Sie zuerst den Faktor vor dem 2% aus. Suchen Sie durch Probieren eine Losung zg € {0, £1, 42, +3}.
Danach teilen Sie p(z) durch  — xy mit Polynomdivision. Denken Sie daran, dass jede reelle Zahl auch komplex
ist. Das Ausklammern am Anfang erleichtert in erster Linie das Suchen von Nullstellen und das Ausrechnen, es
kann auch am Ende gemacht werden.

Rechnung:

Wir klammern zuerst 5 aus: p(z) = 5(z% — 1222 + 39z — 28) =: 5 - ¢(x).
Offensichtlich 16st 2o = 1 die Gleichung: p(1) = 5(1% —12-12 +39 -1 — 28) = 0.
Damit sind p(x) und ¢(z) durch (x — 1) teilbar:

x3 —122%2 +39r  —-28: (v —1) =a2?—11lx+28
B St a2
—112? 4392
+1122 —1l1z
+28x —28
—28x +28
0

Gesucht sind jetzt noch die Nullstellen von 22 — 11z + 28 (mit der Mitternachtsformel):

—b=£ Vb2 —4dac 11+ 4/(11)% — 428
5 = 5 = 4 oder 7
a

Damit ist die Linearfaktorzerlegung: 5- (z — 1) - (z — 4) - (x — 7).

Angebotene Lésungen:

(x 4+ 60) - (x +195) - (z + 140) 5-(x+1) - (x+4) - (x+7) (x+5) - (x+4) - (x+7)
5-(x—12)- (z —39) - (x —28) z+1)-(x+4)-(x+7) es gibt keine
(x=5)-(x—4)- (=T ] (z—12)-(z—39)- (z—28) L] (z=1)-(z—4) - (z—=7)

(x—60) - (x+195) - (x —140) T[] 5-(xz—12)-(z+39)- (z — 28) 5 (x—=1)-(x—4) - (z—=7)

!



Fehlerinterpretation:

(x 4+ 60) - (x + 195) - (z + 140) DF: vollig falsch zerlegt
5-(x+1)-(z+4) - (x+7) RF: Vorzeichen falsch
(x4+5)-(x+4)-(z+7) DF: Vorfaktor vergessen und falsch zerlegt
[] 5-(x—12) - (z—39) (x—28) DF: vollig falsch zerlegt

(x4+1)-(x+4) - (z+7) DF: Vorfaktor vergessen

[¢] es gibt keine DF: es gibt eine

(x=5)-(x—4)- (=T DF: Vorfaktor vergessen und falsch zerlegt
5] (z—12)-(x—39) (z—28) DF: vollig falsch zerlegt
(x—=1)-(x—4)-(z—T) DF: Vorfaktor vergessen

(x —60) - (z +195) - (z — 140) DF: vollig falsch zerlegt

5-(x—12)- (x+39) - (r — 28) DF: vollig falsch zerlegt
5-(x=1)-(z—4)-(z=7) richtig

MV 04 Blatt 08 Kapitel 6.1 gebrochenrationale
Asymptoten ElementareFktn Nummer: 73 0 200408004 KIl: 14G

Grad: 30 Zeit: 30  Quelle: keine W
Aufgabe 8.1.5: Finden Sie alle Asymptoten der folgenden Funktion:

f(z) = (=3) (f:é)g (1(2:3535)

Parameter:
1, x5 = Vorfaktoren, xo, x3 = Ziahlernullstellen, x4, x3 = Nennernullstellen.

1 <0, T4g>T3>220>0, 25>1

. : . — oy (=22)® ({zs-w5}—ws2)
Die Funktion lautet also: f(z) = a1 (e—24)7 (o—=3)

In dieser Aufgabe sind z; = —3 To =2 T3 =5 T4 =9 rs = 3.
Erklirung:

Die waagrechten oder schiefen Asymptoten berechnen Sie durch Polynomdivision mit Rest, die senkrechten
Asymptoten sind im voll gekiirzten Fall die Nennernullstellen.

Rechnung:

Sowohl Zihler als auch Nenner haben die Nullstelle 5. Deshalb kann man (z — 5) kiirzen:

(. @050 @@y @2y @2
(x—9)2-(x—5) (x—9)2-(z—5) B (x —9)2 B (x —9)?

Damit ist z = 5 keine senkrechte Asymptote, x = 9 dagegen ist eine. Die schiefe Asymptote errechnet sich durch
Polynomdivision mit Rest. Dazu betrachten wir:
ad =62 +12x -8 : (2 —18z+81) ==z+12+ FEEN
—x3 +1822 —8lz

1222 —69zx
—1222 4216z —972

147z —980
Damit ist y = 9 - (x 4+ 12) = 92 + 108 schiefe Asymptote.

Angebotene Lésungen:

=29 und y =9z x =249 und y = 9z + 108
r=49undx=5und y ==z z =29 und x =5 und y = 9z + 108
r=49und z=5und y =z + 12 r=9und y =2+ 12

z=9und z =5und y = -3z [s] =9und z =5 und y = 92 + 108
r=9und x=5und y == r=9und x =5und y = x + 12
r=9und y = -3z x=9und y = 92 + 108



Fehlerinterpretation:

=29 und y =9z DF: schiefe Asymptote falsch und mehr
=249 und y = 9z + 108 DF: Nennernullstelle falsch interpretiert
r=49undz=5undy ==z DF: schiefe Asymptote falsch und mehr
z==29 und x =5 und y = 9z + 108 DF: nicht gekiirzt und mehr
r=49und x =5und y =z + 12 DF: nicht gekiirzt und mehr

[(] =9und y =z +12 RF': Vorfaktor vergessen

z=9und =5 und y = -3z DF: schiefe Asymptote falsch und mehr
r=9und z =5 und y = 9z + 108 DF: nicht gekiirzt

r=9undz=5und y ==z DF: schiefe Asymptote falsch und mehr
r=9und z=5und y =z + 12 RF: Vorfaktor vergessen

r=9und y = —3x DF: schiefe Asymptote falsch und mehr
x =9 und y = 9z + 108 richtig

MV 04 Blatt 08 Kapitel 6.1 Linearfaktorzerlegung
keine ElementareFktn Nummer: 90 0 200408003 Kl: 14G

Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W
Aufgabe 8.1.6: Finden Sie ein Polynom méglichst niedrigen Grades durch die Punkte (—2,26), (0, 10), (1, 23).
Parameter:
x1,x2,x3 = Koeflizienten des Ergebnispolynoms, 3 > x5 > 0, 1 > 1

4,5, = x - Werte zu den berechneten y - Werten x4 < 0,25 = 0,26 > 0

Die Punkte lauten also: (2, {z1 - 22 + 22 - 2, + 23}) (n = 4,5,6).

Das Ergebnis ist: 122 + 202 + 3.

In dieser Aufgabe sind 1 =7 22 =6 z3 =10 T4 =—2 x5 =0 ze = 1.
Erklidrung:

WEeil drei Punkte gegeben sind, ist der Minimalgrad des Polynomes = 3—1 = 2. Machen Sie also eine Punktprobe
mit den drei Punkten bei einem allgemeinen Polynom zweiten Grades und l6sen Sie das zugehorige lineare
Gleichungssystem.

Rechnung:
Die Punktprobe bei y = a - 22 + b - 2 + ¢ ergibt:

26 = a-(-2)2 +b-(=2) +c
10 = a-02 +b-0 +c
23 = q-12 +b-1 +c

Losung des Gleichungssystems ergibt: a = 7,b = 6,¢ = 10 (wird hier nicht durchgefiihrt). Damit ist das
Losungspolynom 72 + 6z + 10.

Angebotene Lésungen:

+(7Tz+1) +(—2z +0) +(1022 + 6z + 7) [4] 122+ 0z + -2
+(62 + 10) 7z? + 62 + 10 +(722 + 6z + 10) (] —22+0
es gibt keines —22% + 0z + 1 1022 + 6z + 7 Tr+1

Fehlerinterpretation:



+(Tx+1) DF: Losung eindeutig

+(—22+40) DF: Losung eindeutig

+(1022% + 62+ 7) DF: Losung eindeutig

[1] 12%+ 0z + —2 DF: geraten

+(6z + 10) DF: Losung eindeutig

722 + 6z + 10 richtig

+(72% + 62 + 10) DF: Losung eindeutig

[5] —2z+4+0 DF: Grad des Polynoms falsch

es gibt keines DF: es gibt eines ( sogar genau eines )
222 +0x +1 DF: geraten

1022 + 6z + 7 DF" falsche Reihenfolge der Koeflizienten
Tr+1 DF: Grad des Polynoms falsch

Allgemeine Hinweise:
Bei weiteren Fragen, wenden Sie sich bitte an W. Schmid (sltsoftware @Qyahoo.de ).
Weitere Hinweise finden Sie auf unserer Veranstaltungswebseite unter: http: / / www.vorkurs.de.vu



