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Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine
Aufgabe 11.1.1: Entwickeln Sie die Funktion f : R — R : f(z) = 52 - e~%* in eine Taylorreihe (um 0).

Parameter:

Kapitel 7.4
Differenzialrechnung  Nummer: 4 0 2004110004 KIl: 14G

W

Taylorreihen

x, = Faktoren und Summanden in der Funktion, z1 > 1, z2 > 1,21 # zo.

Die Formel lautet: z1 z - e~ %27,

In dieser Aufgabe sind z; =5

Erklidrung:

Die Taylorreihe ist folgendermafien definiert: f(z) = Z a;x’ mit a;
i=0

.1‘2:4.

F(0)

7!

(sofern die Reihe konvergiert).

(x-e*) =(z+1)-e".
Rechnung:
Zuerst differenzieren wir f(x):

f(z) = by.e ¥ = f(0) =0

f'(x) = be 1 —4.5p. ¢4 = (5—20z) e = f(0) = 5

() = —20e % 4+4.(20z —5) e 4 = (—40+80z)-e7 % = f"(0) = -20

f"(x) = —4(-40+80z)-e 4 +80 e = (240—320x)-e* = f"7(0) = 240

fO ) = (~D)™5-4" -2 —5-n-4""1) e fir n>1 = fM0) = (-1)»1.5.n-47"1
Damit gilt fiir n > 1:

FO0) (=2 lsn 5 (<2

an

Die Taylorreihe ist

n!

n!

=5 (-t

Zum gleichen Ergebnis wire man gekommen, wenn man —4x = w substituiert hétte:

n

n

T

[e ]
Sr-e" = Bw-) T %
—4. n
74 n
I PR L
n=o0c0 5-(—4)" 1
= Zn:O (n! ) ’ :CnJr
_ m—1l=oco 5-(=4)™ !
= Ym-i-0 (m—1)!
_ oo B (=4)""!
= anl CEmY] L
Angebotene Lésungen:
0o 54" [eS) —4)"
Donet hl SEE D D ( n!) S
0o 5(=4)"*! co 5 (=4)"!
D=1 “rnr T 2 n=1 m—pr "
oo pantl 1 oo (544"
2 on—1 (n+1)! " 27 Don—1 [CES) T
oo 54"l 1 o 4" 1
Zn:l (n—1)! T xn dx + En:l !

Taylorreihe von e®

Riicksubstitution

Distributivgesetz

Potenzgesetz

m

(n—1)! °

Indexverschiebung m =n + 1

m wieder als n geschrieben

G+t n

PO -1t 7T
Es gibt keine
Yoo, FoE et
5—4)"tt
Yoo, T - 2n



Fehlerinterpretation:

P 5;1!” : %n . RF: Durch z geteilt
S5z 4+ Y07, (7;!) " DF: Losung geraten
oo (5+4)"" n DT s
3 el T " & DF': Losung geraten
Zn=t T .
Y one1 (D x RF: Durch z geteilt
Zzozl % - richtig
[¢] Es gibt keine DF: Doch
oo p4ntl 3 .
p 5714— C o RF: Durch z geteilt
oo ' gi’)-ﬁ))TIL+1 1 .
2onet ey DF: Lésung geraten
Yoo % ! RF: Durch z geteilt
> % : I% RF: Bruchrechnen
5+ Y 00 4—1- L DF: Lésung geraten
Dot (5(7_13131)! - DF': Losung geraten
MV 04 Blatt 11 Kapitel 7.4 Taylorreihen
keine Differenzialrechnung Nummer: 18 0 2004110001 Kl: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 11.1.2:
Entwickeln Sie die Funktion f:R — R : f(z) = 4v/522 + 444 in ein Taylorpolynom vom Grad 2 (um 0) .

Parameter:

x, = Faktoren und Summanden in der Funktion, z, > 1, n=1,2,3,4.
9 darf keine Quadratzahl sein.

Die Formel lautet: z1\/x2 22 + {z3 - 23} + 4.

In dieser Aufgabe sind x1 =4 a9=5 a3=2 ry = 4.

Erkliarung:
n . ()
Taylorpolynome sind folgendermaflen definiert: T, (x) := Zai:c’ mit a; = / ,'(0)
i!
i=0
Rechnung:
Zuerst differenzieren wir f(z):
flx) = (AVhaZ+4+4) = e = A = f(0) = 0
f(0) = 0 war erwartet worden, weil f achsensymmetrisch zur y - Achse ist
20-v/627+4—207 —2:52 ) 2
" o 2v522+4  _ 20(5xz“+4)—100z _ 80 7 _ 80 __
i) = (V5z2+4)2 T (5z2+4)VBz2+4 (522+4)VbBa2+4 = [10) = ﬂflo'
1
0
Damit ist a = f(0) = 12, ap = f(0) = 0, ay = fT() = 5.
2 .
20 f(0) ) 0
To(x) = Z a0 = x¥ + T x+ 51 2 = 124527
i=0

Angebotene Lésungen:



4o+ % 1+ + a2 4+ 502 ] 8+ 4522

12 + 522 12 + 5z Es gibt keine [5] 6+ 1022

12 + 10z 8 +4vbx 6 + 10 4+ 5z
Fehlerinterpretation:

142+ % DF': Losung geraten

142+ 22 DF: Losung geraten

4 + 5z? DF: Funktion aus der Aufgabe abgeschrieben

8 + 4/5x? DF: Funktion aus der Aufgabe abgeschrieben

12 + 522 richtig

[6] 1245z RF: 22 vergessen

Es gibt keine DF: Doch

6 + 1022 RF: Durch 2! an der falschen Stelle dividiert

12 + 10z RF: 2! im Nenner vergessen

8 4 4v/5x DF: Funktion aus der Aufgabe abgeschrieben

6+ 10z RF: Durch 2! an der falschen Stelle dividiert

4+ 5z DF: Funktion aus der Aufgabe abgeschrieben

MV 04 Blatt 11 Kapitel 7.4 Taylorreihen

keine Differenzialrechnung  Nummer: 23 0 2004110002 KI: 14G

Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 11.1.3: Entwickeln Sie die Funktion f: R — R : f(z) = 3(5z + 5)? in eine Taylorreihe (um 0).
Parameter:

x, = Faktoren und Summanden in der Funktion, z; > 1, z9 > 1, x3 > 0.
Die Formel lautet: x1 (22 x + x3)3.

In dieser Aufgabe sind z; = 3 To =25 r3 = 5.

Erklirung:
: o . — . f9(0) o .
Die Taylorreihe ist folgendermafien definiert: f(z) = Zaiac mit a; = p (sofern die Reihe konvergiert).
i=0 :
Rechnung:
Zuerst differenzieren wir f(z):
Fllz) = (BGx+5)?3) = 45(Gz+5)?2 = f(0) = 1125
@) = (45(5z+5)?2) = 450Gz+5) = f'(0) = 2250
(@) = (450(5z+5)) = 2250
@) = 0 = (@) 0>

Die Taylorreihe bricht ab, die Funktion ist also ein Polynom. Damit ist
2250 S £ (0) 2250

o)
T 9 T g ™ 316

ap = f(0) = 375, a1 = f'(0) = 1125, as

Die Taylorreihe ist das Polynom: 375 + 11252 + 112522 + 37523,

Zum gleichen Ergebnis wére man gekommen, wenn man die Funktion mit der binomischen Formel ausmultipli-
ziert hitte:
352 +5)° = 3((52)° +3(52)* -5+ 3-5x-5% +5°)

Angebotene Lésungen:



Es gibt keine 3Y o (5x +5)°
3575w +5)’ Yo (3(52 +5))’
18752* 41875 o 3(5z+5)*
1—x 5—5x
2 3 3(5z+5)*
375 + 1125z + 2250z + 2250z T
375 + 1125z + 112502 4 3752 187507 11875
50353 +5)) 162
Fehlerinterpretation:
Es gibt keine DF: Doch
33 e o(bz +5) DF: Losung geraten
3 %?ZO(&T +5) . DF: Losung geraten
[4] Zi204(3(5z +5)) DF: Losung geraten
w DF: Losung geraten
[s] % DF: Losung geraten
375 + 1125z + 225022 + 225023 RF: Nicht durch 4! geteilt
4
M DF: Losung geraten
375 + 11252 + 112522 + 37523 richtig
W%{L% DF: Losung geraten
Yooeo(3(5x + 5))! DF: Losung geraten
162 GL: geratene Losung
MV 04 Blatt 11 Kapitel 7.4 Taylorreihen
keine Differenzialrechnung  Nummer: 53 0 2004110005 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 11.1.4: Entwickeln Sie die Funktion

2 . sin(3z) fiir x # 0
fR->R: flx)y = in eine Taylorreihe um 0.
6 firx=0

Parameter:

x, = Faktoren und Summanden in der Funktion, z; > 1, z2 > 1, x7 # xo.
Die Formel lautet: %t - sin(zz x).

In dieser Aufgabe sind z; = 2 To = 3.
Erkliarung:

Durch die Quotientenregel werden die einzelnen Ableitungen sehr schnell sehr kompliziert. Deshalb ist es even-
tuell sinnvoller, auf die Reihenentwicklung des Sinus zuriickzugreifen und mit Substitution und Regeln aus der
Summen - Reihenrechnung die Taylorreihe zu finden.

Rechnung:

. sin bx . b-cosbx
lim a - = limag —= = a-b
x—0 x z—0 1

(=1)".g2n+!

Damit ist f(z) bei x = 0 stetig. Die Taylorreihenentwicklung von sin z ist Zfio T

Wir substituieren 3z = w und erhalten:

o (71)71 . w2n+1

) ) o 3$)2n+1
Sln(gl’) = S w = Z W Z T .
1=0 1=



Damit gilt:

2 1\ 2n+1
— sin(3z) = 2.3, % Entwicklung von sin
1) (32)2n 1 .
= Y22 %{3,“ 1 Distributivgesetz
= %, (=1 ;(gnﬂ)f : Bruchmultiplikation
1 TL‘2v32TL+1‘ 2n .
= Zzo ()(2n—+1)‘$ T gekurzt
- 00 (_1)TL‘2v32TL+1 on
= Yico —@anr

Angebotene Lésungen:

32n

nH" n
0 X2 1( 2)n+1) St
1)"-6 n
E Zz =0 (2nJ)rl)‘ .1‘2

Zoo (—1)”»2‘3271+1 Ca2n41
i=0 — (2n)! z

ZOO (71)”'2'32n+1 . $2n+1

Es gibt keine

[]
[]

Zoo (=1)™-2.3%" g2t

[]
=]

i=0 " (2nt1)! =0 " (Znt1)!
Z —1)n.2 9.32n+1 om ZOO ol ZOO (71)71.2_3271#»1 on
i=1~ (2T T [s] 2imio00-® i=0 — (ntr)1 T

2n+1

S (=D)"6 2n41

0o (=1)"-2.32nH1
i=1 (2n+1)! Z

[ Z (=D"6 2nt1
=0 (2n+1)‘ i=1 (2n+1)!

Fehlerinterpretation:

s
|
Jy
N

8

Py % Cg?nt DF: 1 vergessen
Es gibt keine DF: Doch
> e % g2l DF: 1 vergessen
Yo % - DF: Falsch substituiert
Yo % Cg?nt DF: 1 vergessen
it % -l DF % vergessen
n 2n+41
pya % P RF: Untere Grenze der Summe ist falsch
D ey 00 $2"+21 » DF: Losung geraten
Zzo % - richtig
>t EQ_nlJr:l)Gu C gl DF: 1 vergessen
pDra (27711-11)('3 -Qxi?“ DF: 1 vergessen
Py % gl DF: % vergessen
MV 04 Blatt 11 Kapitel 7.4 Taylorreihen
keine Differenzialrechnung  Nummer: 70 0 2004110003 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 11.1.5: Entwickeln Sie die Funktion f: R — R : f(z) = 2 + 6z + €37 in eine Taylorreihe (um 0).
Parameter:

x, = Faktoren und Summanden in der Funktion, z; > 0, z2 > 1, x3 > 1.
Die Formel lautet: x1 + 22 x + €*3%.

In dieser Aufgabe sind z; = 2 To =06 r3 = 3.

Erklidrung:

(@)
Die Taylorreihe ist folgendermaflen definiert: Z a;x’ mit a; = f—'(()) (sofern die Reihe konvergiert).
il

Das Polynom vor der e— Funktlon wird einfach zu den ersten Koeffizienten der Taylorreihe addiert.
Die Ableitung von e*” ist a - %

Rechnung:



Zuerst differenzieren wir f(x):

f(x) = 2461+ e = f(0) = 241=3
fllx) = @2+6z+e™) = 6+3-¢> = f(0) = 9
() = (6+3-¢e3) = 9.¢% = f"0) = 9
fm (r) = 3"n.¢e firn>2 =
Fo(0) = 3"
Damit gilt fiir n > 2:
/"(0) 9 £(0) 3"
= 0) = 3 = ") = 9 = = Z n = =
Qo f( ) ) ay f ( ) ) az 2 9’ a nl nl
. o 3"
Die Taylorreihe ist 3 + 92 + Z — -z .
n!
n=2
Zum gleichen Ergebnis wére man gekommen, wenn man 3z = w substituiert hétte:
2+6zx+e” = 2+6z + iw_" = 246z+1+w + i(?,z)" = 349z + Z?’n
n! ot n! ot
Angebotene Lésungen:
[] 2+6z+307, 3 -a" PSS Yoo "
34974300, 5 an 34924+, L8326 3-(2+6z+> 0, L a)
3-(246z+ 300, am) S (24 63) + L - am Es gibt keine
Yo " Satod: (2462) + a1 XL(2+6w) + 4 -a”
Fehlerinterpretation:
2+6z+ Zn o 25 ah DF: Polynom nur abgeschrieben
Sy 3 an RF: Polynom am Anfang vergessen
S oSt RF: Polynom am Anfang vergessen
349+ >0, 3. an richtig
RIS S S g DF: Substitution falsch
6] 3-2+62+) . 55 2" DF: Losung geraten
3-(2+ 6z + ZZO 5..g") DF: Losung geraten
] Yol o(2+62)+ 4 - am DF: Losung geraten
Es gibt keine DF': Doch
> é, -z DF: Reihenentwicklung der e— Funktion
S 3-(2462)+ L -an DF: Losung geraten
Yo o2+ 6x) + i " DF: Losung geraten
MV 04 Blatt 11 Kapitel 7.4 Taylorreihen
keine Differenzialrechnung ~ Nummer: 74 0 2004110006 Kl: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 11.1.6: Entwickeln Sie eine Stammfunktion von f(x) = 2 - cos(62?) in eine Taylorreihe um 0.
Parameter:

x, = Faktoren und Summanden in der Funktion, z1 > 1, z2 > 1, x7 # 2.
Die Formel lautet: f(z) = z; - cos(zz 22).

In dieser Aufgabe sind x1 =2 x5 =6.
Erkliarung:

Die Funktion cosx? ist (vermutlich) nicht elementar integrierbar. Deshalb ist es sinnvoll, zuerst mittels Substi-
tution die Taylorreihenentwicklung von cosz? zu bestimmen und diese dann zu integrieren.



Rechnung:

Die Taylorreihenentwicklung von cosz ist >~ o %
Wir substituieren 6 2 = w und erhalten:
e (71)71 Cw2n e (71)71 . (6 1.2)271 0 (71)71 .@2n . pin
cos(62?) = cosw = — = 2 e = A S A
7;0 (2n)! 7;0 (2n)! 7;0 (2n)!
Damit gilt:
[2-cos(62?) = [2-37°, % Taylorreihenentwicklung
= Y. )2- % Integration und Summation vertauscht (und mehr .. )
_1\n.q2n gintl ¢
= Y2 (-1)™6 (27(1)‘!‘"“ +e) Integriert
0o _1)".9.62n.pdnt1 B
= Yo = 1()4ni(13)(2n)! ¢ = 0 gewdhlt

Angebotene Lésungen:
oo (=1)".2.64m.gAnt1 oo (=1)"-2.62" .zt
D TR 2

o (=1)"-2.6%".z"
n=0 (2n+1)! Z

n=0 (4n)(2n)!

[]
[+]

0 _1)n.9.62n.42n 50 _1)n.9.62n.gdn+1 o _1)n.2.62n . p20

[ S, St D (D Dol
oo (=1)"-2.6*".z*" 00 —1)".2.62".p2n+1 o (—1)7.2.62".g4n+1

Yo e [ Tl T Snto e
co  (=1)"-2.6%" gt T 0o (=1)"-2.6%" g2t . .

2 om0 (()zlwrw Yoo ()(Tl)' Es gibt keine

Fehlerinterpretation:

Yomeo % RF: Quadrat auf 6 mitbezogen

Yooy LR DF: Falsch Integriert

domeo % DF: Falsch Integriert
0o —1)".2.62".22" .

Ym0 Wﬂ DF': Falsch Integriert

Yo (_1)(22# RF: Fakultét falsch zusammengefasst

Yo, EHAS DF: Falsch Integriert

Yomeo % DF: Falsch Integriert

ZZO:O % DF: Quadrat nicht beachtet
oo (=1)"-2.6%".gint! C .

2 n=0 (nnyen) richtig

> % RF: Quadrat auf 6 mitbezogen

ZZO:O % DF: Quadrat nicht beachtet

Es gibt keine DF: Doch

Allgemeine Hinweise:
Bei weiteren Fragen, wenden Sie sich bitte an W. Schmid (sltsoftware @Qyahoo.de ).
Weitere Hinweise finden Sie auf unserer Veranstaltungswebseite unter: http: / / www.vorkurs.de.vu



