Blatt Nr 11.02
Mathe Vorkurs Online - Ubungen Blatt 11

MV 04 Blatt 11 Kapitel 7.4 Taylorreihen
keine Differenzialrechnung  Nummer: 23 0 2004110006 Kl: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W%

Aufgabe 11.1.1: Entwickeln Sie eine Stammfunktion von f(z) =4 - cos(3 z?) in eine Taylorreihe um 0.
Parameter:

x, = Faktoren und Summanden in der Funktion, 1 > 1, z2 > 1, x7 # 2.
Die Formel lautet: f(z) = z; - cos(zz 22).

In dieser Aufgabe sind z; =4 To = 3.
Erkliarung:

Die Funktion cos? ist (vermutlich) nicht elementar integrierbar. Deshalb ist es sinnvoll, zuerst mittels Substi-
tution die Taylorreihenentwicklung von cosz? zu bestimmen und diese dann zu integrieren.

Rechnung:

n 2n
Die Taylorreihenentwicklung von cosx ist >~ o %

Wir substituieren 3 22 = w und erhalten:

ST T N G} LT 0 SR N G VAOE. SR
cos(3z?) = cosw = = AN S A — AL S
7;0 (2n)! 7;0 (2n)! 7;0 (2n)!
Damit gilt:
[4-cos(32%) = [4-322, % Taylorreihenentwicklung
n n 4an
= ZZO:O f 4 - % Integration und Summation vertauscht (und mehr .. )
_qyn.g2n caintl
= Y4 (-1)"3 (27(1)‘!‘"“ +e) Integriert
0o _1)".4.32n. 40+l R
= Zn:O ( 1()4711?)(2”)! - c =0 gewdhlt

Angebotene Lésungen:

0o (—1)"4.3%7 .42 co  (—1)".4.3%7.gAn+1 co  (—1)"-4.3%7 42"
Zn:o (2n)! ano (2n+1)! ano (2n+1)!
0o (=1)"-4.3%7. g2t co  (=1)"-4.3%7.gtn 0o (—1)7-4.3%n.gtn
E Zn:O (2n+1)! ZnZO (2n+1)! IE ZnZO (4n)(2n)!
0o (—1)7.4.3%0 g2+ 0o (—1)".4.340 . g4n co  (—1)".4.3%n . gin+l
ZHZO (2n)! |E| Zn:O (2n+1)! Zn:O (4n+1)(2n)!
(—1)7.4.3%7 gAn+1

0o E ibt kei 00 (—1)"»4‘32"‘$4"Jrl
D TR s gibt keine D=0 I

Fehlerinterpretation:

©



S (Z)"-4-3°" 22 DF: Falsch Integriert

n=0 (2n)!
n 2n . 4n+1
2 P i AN : Fakultit falsch zusammengefasst
o RF: Fakultiit falsch gef
o, S et DF: Falsch Integriert
n 2n 2n+1
1 oo (Z)TA3T it DF: Quadrat nicht beachtet
Zn_O( = (24n3+1)'
5 — (GO i : Falsch Integriert
ZZO,O( 1)(2:_51)! DF Fl hI g
G G0 DF: Falsch Integriert
E Zn—O ( 1()473(3271)! &
n 2n 2n+1
7 O G DA i DF: Quadrat nicht beachtet
anO cu Z32371)!
G 3o, St DF: Falsch Integriert
n 4n 4n—+1
> % RF: Quadrat auf 3 mitbezogen
o _1)n.q.340 gAn+1 .
Yoo ()(Tl)' RF: Quadrat auf 3 mitbezogen
Es gibt keine DF: Doch
0o (—1)".4.32n gin+l . .
Zn:O (4n+1)(2n)! YlChtlg
MV 04 Blatt 11 Kapitel 7.4 Taylorreihen
keine Differenzialrechnung  Nummer: 44 0 2004110002 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 11.1.2: Entwickeln Sie die Funktion f : R — R : f(z) = 2(6z + 1)? in eine Taylorreihe (um 0).
Parameter:

x, = Faktoren und Summanden in der Funktion, z; > 1, z2 > 1, x3 > 0.
Die Formel lautet: x1 (22 x + x3)3.

In dieser Aufgabe sind xr1 =2 a23=6 a3=1.

Erklidrung:
_ 90

Die Taylorreihe ist folgendermafien definiert: f(z) = Z a;x’ mit a; (sofern die Reihe konvergiert).
i=0

Rechnung:

Zuerst differenzieren wir f(x):

1 (x) = (2(6x+1)3) = 36(6x+1)2 = f'(0) = 36
f(x) = (36(6x+1)%) = 432(6x+1) = f"(0) = 432
f"(x) = (432(6x+1)) = 2592
f"x) = 0 = fM) n>4
Die Taylorreihe bricht ab, die Funktion ist also ein Polynom. Damit ist
(0 432 "0 2592
ap = f(0) =2, a1 = f'(0) = 36, a2=—f2()=77 a3=f3$)=—6

Die Taylorreihe ist das Polynom: 2 4+ 36z + 216x% + 43227

Zum gleichen Ergebnis wire man gekommen, wenn man die Funktion mit der binomischen Formel ausmultipli-
ziert hétte:
262 +1)> = 2((6x)° +3(62)*-1+3 6x-12+1°)

Angebotene Lésungen:



2592z 42

-z 2 + 362 + 43222 + 259223
3 (2(67 + 1)) [ 432+ 2162 + 3622 + 22
237 (62 + 1)’ 20e i)

2592 + 4320 + 3622 + 22 [5] 26zl

2377 (62 + 1)’ 25920 +42

D iso(2(6z + 1)) 2+ 362 + 21622 + 43223

Fehlerinterpretation:

% DF: Losung geraten
2 + 36z + 43222 + 259223 RF: Nicht durch 7! geteilt
Zf:O(Q(G:E +1))? DF: Losung geraten
432 + 216z + 3622 + 223 RF: Koeffizienten falsch verteilt
5] 25 (62 +1)° DF: Losung geraten
=0 g8

4
% DF': Losung geraten
7 + z + 362 4 2z : Koeflizienten falsch verteilt

2592 + 432x + 3622 + 223 RF: Koeffizi falsch il

4
% ' DF: Losung geraten
2 Zifo(&r +1)° DF: Losung geraten
2920 +2 DF: Losung geraten
Yoo o(2(6z 4+ 1))° DF: Losung geraten
2 + 36x + 21622 + 43223 richtig
MV 04 Blatt 11 Kapitel 7.4 Taylorreihen
keine Differenzialrechnung Nummer: 59 0 2004110001 Kl: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 11.1.3:
Entwickeln Sie die Funktion f:R — R: f(z) =5y 622+ 446 in ein Taylorpolynom vom Grad 2 (um 0) .

Parameter:

x, = Faktoren und Summanden in der Funktion, =, > 1, n=1,2,3,4.
o darf keine Quadratzahl sein.

Die Formel lautet: 1\/x2 22 + {z3 - 23} + 24.

In dieser Aufgabe sind x1 =5 a9=6 ax3=2 x4 = 0.

Erkliarung:
n _ @ (0
Taylorpolynome sind folgendermaflen definiert: T, (x) := Zaixz mit a; = / |()
i!
i=0
Rechnung:
Zuerst differenzieren wir f(z):
@) = (5v622+4+6) = 2 = = f(0) =0
f(0) = 0 war erwartet worden, weil f achsensymmetrisch zur y - Achse ist
30-V622+4—307 —252 2 2
" _ 21622 +4 _ 30(6x°+4)—180z o 120 " _ 120 _
fiz) = (V622+4)2 T (622+44)V622+4 T (622+4)V622+4 = f10) = 4 4*15'
(0 15
Damit ist a = f(0) = 16, a = f(0) = 0, as = fT() = 5



2 .
@) , 0 (0 (0 15
SO0 O 0 SO O 15
—~ i! 0! 1! 2! 2
Angebotene Lésungen:
16 + 1242 Es gibt keine 142+ 22 [«] 8+ 15z
10 + 5v/6x l4+o+2% 4 + 6> ] 16+ 1522
16 + Lo 8 + 1522 4+ 6z 10 + 5v/622
Fehlerinterpretation:
16 + 1242 richtig
Es gibt keine DF: Doch
142+ 22 DF: Losung geraten
8+ 15z RF: Durch 2! an der falschen Stelle dividiert
10 4 562 DF: Funktion aus der Aufgabe abgeschrieben
1+z+ % DF: Losung geraten
4 + 622 DF: Funktion aus der Aufgabe abgeschrieben
16 + 1522 RF: 2! im Nenner vergessen
16 4+ L2 RF: 22 vergessen
8 + 15z RF: Durch 2! an der falschen Stelle dividiert
4+ 6z DF: Funktion aus der Aufgabe abgeschrieben
10 + 5v/622 DF: Funktion aus der Aufgabe abgeschrieben
MV 04 Blatt 11 Kapitel 7.4 Taylorreihen
keine Differenzialrechnung ~ Nummer: 67 0 2004110003 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 11.1.4: Entwickeln Sie die Funktion f : R — R : f(x) = 4 + 62 + €7 in eine Taylorreihe (um 0).

Parameter:

x, = Faktoren und Summanden in der Funktion, z; > 0, z9 > 1, x3 > 1.
Die Formel lautet: z1 + 29 x + €*3%.

In dieser Aufgabe sind 1 =4 a23=6 a3=T1.
Erklidrung:

(@)
Die Taylorreihe ist folgendermaflen definiert: Z a;x’ mit a; = f—'(()) (sofern die Reihe konvergiert).

2!

Das Polynom vor der e— Funktlon wird einfach zu den ersten Koeffizienten der Taylorreihe addiert.

Die Ableitung von e®* ist a - €®
Rechnung:

Zuerst differenzieren wir f(z):

f(x) = 4+6x+e™ = f(0) = 441=5
fl(z) = (A+6z+e™) = 6+7-¢™ = f(0) = 13
f'(x) = (6+7-€™) = 49.¢™@ = f"(0) = 49
fO(z) = 7. firn>2 =
fo) =7
Damit gilt fiir n > 2:
(0 49 (0
o = f0) = 5w o= fO) = 1 a = 10 B, O
Die Taylorreihe ist 5 13 T
1e laylorreihe 18 + r + me .

n=2



Zum gleichen Ergebnis wére man gekommen, wenn man 7x = w substituiert hétte:

4+ 6x +e¥

Angebotene Lésungen:

m

o "
7-(4+6x+22°22—7:-x”)
[[] 5+13z4+> ", &7 2"

4+61‘+Zn:2mxn

Fehlerinterpretation:

o0 wn
= 446z + ZF
n=0 ’

ZZO:O(‘L + 6x) + %
ZZO:O(‘L + 6x) + %
> meo 71' 7t

7’7’1

ZZO:O !

-

n

=
E] [=] [=] [¢]

X

-

A+6z+14+w + >

n

n

o~ (T2)"
n'

n=2

ST (4+62)+ 5

X

= 5+13z + Z

n

7-(4—}—630—}—220:2%-30")

Es gibt keine
5+ 13z 4+ Y00, Toan

PO i DF: Reihenentwicklung der e— Funktion
S0 oA+ 63) + I am DF: Losung geraten

Yol T (4+62) —|— E am DF: Losung geraten

T-(A+6z+Y 7, % a™) DF: Losung geraten

S (44 6z) + - x" DF: Losung geraten

T-(44+6x+) " 2 Loz DF: Lésung geraten

5+ 13z + Zn ooy T DF: Substitution falsch

] > ;,7 " RF: Polynom am Anfang vergessen

Es gibt keine DF': Doch

4+6x+> 0, 5 an DF: Polynom nur abgeschrieben

S L RF: Polynom am Anfang vergessen
5413z +> ., n, -z richtig

MV 04 Blatt 11 Kapitel 7.4 Taylorreihen
keine Differenzialrechnung Nummer: 103 0 2004110004 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

’fl

n= 2

Aufgabe 11.1.5: Entwickeln Sie die Funktion f : R — R : f(z) = 42 - e~7 in eine Taylorreihe (um 0).

Parameter:

Ln

Die Formel lautet: z1 z - e~

T2 T

= Faktoren und Summanden in der Funktion, z; > 1, x2 > 1,21 # 2.

In dieser Aufgabe sind x1 =4 a3 =17.
Erkldrung:
= 79(0)
Die Taylorreihe ist folgendermafien definiert: = Z a;x" mit a; = ,'
7!
i=0
(x-e®)Y =(x+1)-e*
Rechnung:
Zuerst differenzieren wir f(x):
fl@) = dw.e™ = f(0) =
f'(x) = 4e7 " -7 dx.e® = (4—28z)-e* = f(0) =
ff(x) = —28e ™4 7-(282—4)-e ™ = (=56+196x)-e" ™ = f’(0) =
f"(x) = —7(-56+196x) - +196-e~ @ = (588 —1372x)-e~ ™ = f"(0) =
fM(z) = (1)@ ™ z—4-n-7""1) e fir n>1 = fMo0) =
Damit gilt fiir n > 1:
_ _ I L () ) L SRR S ) L
w = f0) =0 n = n! N n! N (n—1)!

(sofern die Reihe konvergiert).

—28
588
(71)7171 4on- 7n71



n 1
Die Taylorreihe ist A
y Z o 1 @
n=1
Zum gleichen Ergebnis wére man gekommen, wenn man —7x = w substituiert hétte:

n

d-e¥ = dx-y 4 Taylorreihe von e®
= dx-Y Zf)n Riicksubstitution
= >4 % sz Distributivgesetz
= Yy 4‘(;!7” Sl Potenzgesetz
= Y= LEnm Tt m Indexverschiebung m = n + 1

m—1=0 ~ (m—1)!

oo 4.(=7)" !
= ZnZI ﬁ K

" m wieder als n geschrieben

Angebotene Lésungen:

oo 4(=7)" n O U (a+7)" !
St Hr Yol ol et B S
4 T + - = 5 s gibt keine [6] 4x+ '-ac"
[ 4o +300 5 an [ Bs gibt kel [ 4o+, 5
oo 4-(=7)" "1 n oo gntl 4-(=7)" n—
Zn:lﬁ'x Zn:l%'# . Zn 1 (n‘ T !
o 7 oo 4—7)nt1 n e .
Zn:l 47;7! ! zin Zn:l % - Zn:l (nfl)l ’ :EA"
Fehlerinterpretation:
) % ik RF: Durch z geteilt
2 > % " DF: Lésung geraten
n=1 (n—1)!
P G DF: Losun, t
3 n=1 (n+1)| o : g geraten
[ de+>0 =L DF: Losung geraten
Es gibt keine DF: Doch
4o+ 57, (_717,)” -z DF: Lésung geraten
0o (=T n . .
> on1 . g"—;ll)! T richtig
5] Yoo, ‘éanl), L RF: Durch z geteilt
S 4'(;!7)77' canl RF: Durch x geteilt
Sooe AL RF: Durch x geteilt
oo (4=T7)"*! n T s
Dot Sy DF: Losung geraten
Zzozl % . an RF: Bruchrechnen
MV 04 Blatt 11 Kapitel 7.4 Taylorreihen
keine Differenzialrechnung Nummer: 106 0 2004110005 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 11.1.6: Entwickeln Sie die Funktion
5. sin(4a) fiir ¢ # 0

fR->R: flx) = in eine Taylorreihe um 0.
20 firz=0

Parameter:

x, = Faktoren und Summanden in der Funktion, z; > 1, z2 > 1, x7 # zo.

Die Formel lautet: ZL - sin(zz x).



In dieser Aufgabe sind x1 =5 x5 =4.

Erklidrung:

Durch die Quotientenregel werden die einzelnen Ableitungen sehr schnell sehr kompliziert. Deshalb ist es even-
tuell sinnvoller, auf die Reihenentwicklung des Sinus zuriickzugreifen und mit Substitution und Regeln aus der
Summen - Reihenrechnung die Taylorreihe zu finden.

Rechnung:
inb b-cosb
lima-smx :H hmaﬂ — a-b
x—0 x z—0 1
_qym. 241
Damit ist f(z) bei z = 0 stetig. Die Taylorreihenentwicklung von sinz ist Y ;- ((12)717;”1),
Wir substituieren 4 = w und erhalten:
o0 o0
. . (-1 - w?ntt n. (4x)2 L
4 = ANV
sin(4x) sin w ZZ; G ) lz: CIER
Damit gilt:
5 . 4 _ 5 00 (—l)n‘(4z)2”+l E t . kl .
o sin(4r) = 2-> 7, B CTERY ntwicklung von sin x
_1\n. 2n+1 L .
= Y25 %ﬁ)ﬂ“ 1 Distributivgesetz
>ido 1) féwrl)f Bruchmultiplikation
1\ .m.2n+1 2n
= > (1)(25714—H)!$ x gekiirzt
_ co (=1)"-5.4%27F1 5
- Zz 0 (2n+1)! ’ "
Angebotene Lsungen:
_1)n.5.42n+1 _1)n.5.42n+1 _1)n.5.42n+1
o X, (()QTU' L p2ntl ¥, ( )(2n)! 221 % (()QTU' 2
|z| Z 0 (1)71 5;1271 1'2n+1 0 IE Zooo (,1gn,§,_42n . z2n+1
= 2n+1)! = 2n)!
1)"-5-4°" —1)"-20 —1)"-5-4%"
[ X5 (2)n+1)’ Al it ((Qn)T)' St >t ((;LT)' Ea
. —1)™.20 _1)n.5.42n+1
Es gibt keine >ito ((Qn)ﬁ o i : ()2n+1)! L2
Fehlerinterpretation:
g 420+l
p Iy % x2ntl DF: 1 vergessen
(2n+1)
_\n.E. 420+l
Yoico ( 1)(22)% x2ntl DF: 1 vergessen
S5y SR g richtig
] Y 7(7(12);151';11271 -2l DF: 1 vergessen
00 DF: Losung geraten
S D L 1 S T | 1
Yoico ey el DF: . vergessen
_1)".5.42n
ooy (@Zzﬁ g2l DF: 1 vergessen
5] Yoo, ((_2711)7“?!0 cgpntl DF: 1 vergessen
p Iy % -z RF: Untere Grenze der Summe ist falsch
Es gibt keine DF: Doch
Yico ((_Qi)JrS,O g2 DF: Falsch substituiert
\" R 42n+1 .
pya % - RF: Untere Grenze der Summe ist falsch

Allgemeine Hinweise:

Bei weiteren Fragen, wenden Sie sich bitte an W. Schmid (sltsoftware @yahoo.de ).

Weitere Hinweise finden Sie auf unserer Veranstaltungswebseite unter: http: / / www.vorkurs.de.vu



