Blatt Nr 11.09
Mathe Vorkurs Online - Ubungen Blatt 11

MV 04 Blatt 11 Kapitel 7.4 Taylorreihen
keine Differenzialrechnung  Nummer: 1 0 2004110002 KIl: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 11.1.1: Entwickeln Sie die Funktion f: R — R : f(z) = 4(3z + 3) in eine Taylorreihe (um 0).
Parameter:

x, = Faktoren und Summanden in der Funktion, z; > 1, z2 > 1, x3 > 0.
Die Formel lautet: x1 (22 x + x3)3.

In dieser Aufgabe sind z; =4 To =3 r3 = 3.

Erkliarung:
F9(0)

7!

Die Taylorreihe ist folgendermaflen definiert: f(z) = Z a;x’ mit a; = (sofern die Reihe konvergiert).

Rechnung:

Zuerst differenzieren wir f(x):

f'(x) = (“4Bx+3)3) = 36(3x+3)> = f(0) = 324
() = (36(3x+3)%) = 216(3z+3) = f"(0) = 648
f"(z) = (216(3x+3)) = 648

() = = f™(z) n>4

Die Taylorreihe bricht ab, die Funktion ist also ein Polynom. Damit ist

[0) _ 648 f(0) _ 648

ap = f(0) = 108, a1 = f(0) = 324, ap = 5 = 5 43 =

36
Die Taylorreihe ist das Polynom: 108 + 3242 + 3242° + 10823

Zum gleichen Ergebnis wire man gekommen, wenn man die Funktion mit der binomischen Formel ausmultipli-
ziert hétte:

43z +3)> = 4((32)>+3(32)*-3+3-3x-3%+3?)
Angebotene Lésungen:
108 + 324z + 32422 + 1082 824274324
3] Es gibt keine il 45 (3z +3)°
1=0

Y43z + 3))° 648 + 648 + 32422 + 108z3
324s" 4324 108 + 324 + 64822 + 648
453 (32 +3)i As+a)

3 i 4(3z+3)%
> izo(4(3z +3)) %

Fehlerinterpretation:



== ~
E] EIE] R EIEEE ] K

108 + 324z + 32422 + 10823
324244324

1—x
Es gibt keine
4373z +3)" _
Y oico(4(3z +3))"

648 + 648z + 32422 4 10823

324244324
3—3z
108 + 324z + 648x2 + 64823

453 (3x +3)

richtig

DF:
DF:
DF:
DF:
REF:
DF:
RF:
DF:

Losung geraten

Doch

Losung geraten
Losung geraten
Koeffizienten falsch verteilt

Losung geraten
Nicht durch 4! geteilt
Losung geraten

@ DF: Losung geraten
2320(4(330 +3))¢ DF: Losung geraten
4(3z+3)* .
3o DF: Losung geraten
MV 04 Blatt 11 Kapitel 7.4 Taylorreihen
keine Differenzialrechnung Nummer: 36 0 2004110004 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 11.1.2: Entwickeln Sie die Funktion f : R — R : f(z) = 52 - e~% in eine Taylorreihe (um 0).

Parameter:

, = Faktoren und Summanden in der Funktion, z1 > 1, z2 > 1,21 # xo.

Die Formel lautet: 1 z - e~ %27,

In dieser Aufgabe sind 1 =5 x5 =6.
Erklidrung:
>0 . 90
Die Taylorreihe ist folgendermaflen definiert: f(z) = Z a;x’ mit a; =
i=0
(x-e®) =(x+1)- €.
Rechnung:
Zuerst differenzieren wir f(z):
f(z) = br-e % =
f'(x) = 5e % —6.51.¢76 = (5—30z) e =
f'(x) = —30e%"+6-(30z—5) e 6 = (—=60+180z)-e7 % =
f(z) = —6(—60+180z) 0" + 180 =67 = (540 — 1080z) =6 =
fO ) = (-D)™5-6"-x—5-n-6""1) e 0 fir n>1 =

Damit gilt fiir n > 1:

Qn

Die Taylorreihe ist

Fm(0)

n!

(=2)""t.5.n
n!

5o (<2t
(n—1)!

syt

n=1

£(0)
/'(0)
f(0)
fl/l (0)
Fm(0)

5 (—2)"!

(n—1)!

(sofern die Reihe konvergiert).

—-30
540
(~1)mL-5.n.6n !



Zum gleichen Ergebnis wére man gekommen, wenn man —6x = w substituiert hétte:

n

Sr-e¥ = bx-y . % Taylorreihe von e®
= bx-y = fff)n Riicksubstitution
= Y ,5- % sz Distributivgesetz
= Y7 % cgntl Potenzgesetz
— m—1
= ZZ:};SO % S Indexverschiebung m = n + 1
_ oo 5(=6)""! iod 1 hrieb
= >, oD ® m wieder als n geschrieben

Angebotene Lésungen:
5T+ 300 %T; Cow Do % S A Y D D (5ni)1n;l -xt
[ Yol By & o et [T &
[[] 52+3,0, : nGI) a5 Yol % o] Yo ?n6n1)1| -
[ >ois 5(n6 :)ul an PO 5;16!n an & > 1 nl cat Tl

Fehlerinterpretatlon:

S+ Y5 w% DF: Losung geraten
0o n—1 n . .
anl % - x richtig
o (5—6)"T' T
Dot % T DF: Lésung geraten
[ >l % ‘ I% RF: Durch z geteilt
Yot % -~z DF: Losung geraten
o~ (5+6)"Tt 1 Lo
[¢] anl CES NS DF': Losung geraten
5+ > 0, (_nG,)n -z DF: Losung geraten
0o 5.(—6)ntT n . .
donet % X RF: Durch z geteilt
>t % : ZLn RF: Bruchrechnen
>t % : an DF': Losung geraten
oo, B ﬁ%n RF: Durch z geteilt
Yo % canTl RF: Durch z geteilt
MV 04 Blatt 11 Kapitel 7.4 Taylorreihen
keine Differenzialrechnung  Nummer: 71 0 2004110001 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 11.1.3:
Entwickeln Sie die Funktion f:R — R: f(z) =5v522 + 945 in ein Taylorpolynom vom Grad 2 (um 0) .

Parameter:

z, = Faktoren und Summanden in der Funktion, =, > 1, n=1,2,3,4.
o darf keine Quadratzahl sein.

Die Formel lautet: 1\/x2 22 + {z3 - 23} + 24.

In dieser Aufgabe sind z; =5 To =25 3 =3 T4 = 5.

Erkldrung:



=~ f'(0) = 0

" — 225 _ 25
= f"0) = o= 3
/o) _ 2
B 2 6
25

Taylorpolynome sind folgendermafen definiert: T, (x) :=
=0
Rechnung:
Zuerst differenzieren wir f(x):
flx) = (V522 +9+5) = SoREs = 2
f(0) = 0 war erwartet worden, weil f achsensymmetrisch zur y - Achse ist
) = 25‘\/5z2+9—25z»2%22+9  25(5a249)—12502 295
B (v5x249)2 T (52249)V62249 (52249)V5z249
Damit ist a = f(0) = 20, a = [f(0) = 0,
2 .
: ) fO) o, SO [0
Do) = ) T = qralt ety
i=0

Angebotene Lésungen:

l+z+2
1+ + 22
9 20+§1‘2
3

Fehlerinterpretation:

14 + 5v/522
25

20+?l‘

10+ $a

20 + Ba?
14 + 5v/5z
945z

10 + a2
] 20+ 2z
Es gibt keine

s

Taylorreihen

1+x+ % DF: Losung geraten

14 + 5v/522 DF: Funktion aus der Aufgabe abgeschrieben
20 + %ﬁ richtig

10 + %xQ RF: Durch 2! an der falschen Stelle dividiert
142+ 22 DF: Losung geraten

20 + %x RF: 2! im Nenner vergessen

14 + 55z DF: Funktion aus der Aufgabe abgeschrieben
20 + By RF: 22 vergessen

20 + ﬁzQ RF: 2! im Nenner vergessen

10 + %z RF: Durch 2! an der falschen Stelle dividiert
9+ 5z DF: Funktion aus der Aufgabe abgeschrieben
Es gibt keine DF: Doch

MV 04 Blatt 11 Kapitel 7.4

keine Differenzialrechnung Nummer: 79 0 2004110003 Kl: 14G

Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 11.1.4: Entwickeln Sie die Funktion f: R — R : f(x) = 2 + 5z + €2 in eine Taylorreihe (um 0).

Parameter:

x, = Faktoren und Summanden in der Funktion, z; > 0, z9 > 1, x3 > 1.
Die Formel lautet: z1 + 29 x + €*3%.

In dieser Aufgabe sind x1 =2 a3=5 a3=2.

Erkliarung:



@(0
Die Taylorreihe ist folgendermafien definiert: Z a;x’ mit a; = ! _'( ) (sofern die Reihe konvergiert).

Das Polynom vor der e— Funktlon wird einfach zu den ersten Koeffizienten der Taylorreihe addiert.
Die Ableitung von e®* ist a - €®

Rechnung:

Zuerst differenzieren wir f(z):

f(z) = 245z +e*® = f(0) = 24+1=3
f(z) = (2+5x+€2®) = 5+2-¢2 = f(0) = T
f'(z) = (5+2-e2) = 4-¢* = f'0) = 4
f (x) = 2"-¢e% firn>2 =
F0) =2
Damit gilt fiir n > 2:
1 n n
_ _ oy — /"(0) 4 _ /Mo 2
ag = f(O) - Sa ay = f (0) - 7) 2 = T - 53 ap = nl - F
Die Taylorreihe ist 3+ Tz + i =, x"
v = n! '
Zum gleichen Ergebnis wére man gekommen, wenn man 2z = w substituiert hétte:
245z +e = 245 A I P 2
+hrte? = 2450 + ) — = 2+betliw + Y S = 34T + ) —ow
= n=2 n=2

Angebotene Lésungen:

D oneo(2+52) + 5y - 2"
2450+ 300, oy a”
Es gibt keine

ZZO:O % at

ZZ"O%-,@"

P 0(2+5x)+%-x"
3+7x—|—zn 25-2-30”
2- (24 5z + Y00, 2 -a")

X [=] [=] [¢]
[E] [e] [=] [¢]

2 (2452 + 307, o7 -2 3 Ta+ 30, 2y a” oo w2 2"
Fehlerlnterpretatlon:

oo O(2 +5x) + - -2 DF: Losung geraten

Y02 (2+ 51‘) + L an DF: Losung geraten

S (24 52) + & x" DF: Losung geraten

24 5x+ 300, 2 g DF: Polynom nur abgeschrieben

> % " RF: Polynom am Anfang vergessen

6] 34+Tz+Y 0y -2 2" DF: Substitution falsch

Es gibt keine DF: Doch

ZZO 0np " DF: Reihenentwicklung der e— Funktion

2-(245x4+ Y 00,5 ") DF: Losung geraten

2-(2+45x+ Zn o g, ™) DF: Losung geraten

3+ T+ Y05 richtig

S m2an RF: Polynom am Anfang vergessen

MV 04 Blatt 11 Kapitel 7.4 Taylorreihen

keine Differenzialrechnung Nummer: 80 0 2004110006 Kl: 14G

Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 11.1.5: Entwickeln Sie eine Stammfunktion von f(z) =4 - cos(6 2?) in eine Taylorreihe um 0.
Parameter:

x, = Faktoren und Summanden in der Funktion, 1 > 1, z2 > 1, x7 # 2.



Die Formel lautet: f(z) = x1 - cos(wa 2?).

In dieser Aufgabe sind x1 =4 x5 =6.
Erklidrung:

Die Funktion cosx? ist (vermutlich) nicht elementar integrierbar. Deshalb ist es sinnvoll, zuerst mittels Substi-
tution die Taylorreihenentwicklung von cosz? zu bestimmen und diese dann zu integrieren.
Rechnung:

(—1)" 22"

Die Taylorreihenentwicklung von cos z ist ZZO:O @)

Wir substituieren 6 22 = w und erhalten:

) > —1)7 . qw2n e —1)". (6 x2)2" e —1)". 62" . pin
cos(6z®) = cosw Z()7| = Z% = Z()—

n=0 (2n) =0 = (2n)!
Damit gilt:
J4-cos(62?) = [4-3°7°, % Taylorreihenentwicklung
= ZZOZO f 4- % Integration und Summation vertauscht (und mehr .. )
= ZZOZO 4- (—1)”»62("2»7(1;‘!14:I11 o) Integriert
= ZZ‘LO % c =0 gewdhlt

Angebotene Lésungen:

Zoo . (71)71.?_62;_1:271,#»1 Zoo (—1)"-4.62" 22"
n= 2n)!

Es gibt keine n—0 @n)!

[]
[+]

00 (=1)".4.627 .20t 00 (=1)"4.6in.gintl 0 —1)7 4647 AT
Yoo ST — Yoo ST — Yoo St
oo (=1)"-4-6%".z%" o (=1)"-4-64".z?" o (=1)"-4.6%".2%"
Yoo —@nrnr — B a0 @t — Dm0 GnET
0o (=1)"-4.62".gint! 0o (=1)"-4.6Mm.gint] 0o (=1)"-4.62".gint]
Dm0 (D ET D on—0 @D @ D TN I
Fehlerinterpretation:
> % DF: Quadrat nicht beachtet
Es gibt keine DF: Doch
oo (—1)"-4.62".22" . .
ano W+l DF': Falsch Integrlert
> % DF: Quadrat nicht beachtet
> % RF: Quadrat auf 6 mitbezogen
Yooy Sl DF: Falsch Integriert
> % DF: Falsch Integriert
B 0, S DF: Falsch Integriert
oo (=1)"-4-62".z%" . . .
Dm0 T — DF: Falsch Integriert
oo ’ (*1)(34212)"!-14”’*1 . .
2 n—o @n1yEn) richtig
S, mw RF: Quadrat auf 6 mitbezogen
> % RF: Fakultéit falsch zusammengefasst
MV 04 Blatt 11 Kapitel 7.4 Taylorreihen
keine Differenzialrechnung Nummer: 101 0 2004110005 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W
Aufgabe 11.1.6: Entwickeln Sie die Funktion
5. sin(6z) fir z #0
R—-R: T) = in eine Taylorreihe um 0.
Y
30 firz=0



Parameter:

, = Faktoren und Summanden in der Funktion, z; > 1, z2 > 1, x7 # xo.
Die Formel lautet: %t - sin(zz x).

In dieser Aufgabe sind z; =5 To = 6.
Erkldrung:

Durch die Quotientenregel werden die einzelnen Ableitungen sehr schnell sehr kompliziert. Deshalb ist es even-
tuell sinnvoller, auf die Reihenentwicklung des Sinus zuriickzugreifen und mit Substitution und Regeln aus der
Summen - Reihenrechnung die Taylorreihe zu finden.

Rechnung:

. sin bz . b - cosbx
lim a - = limae ——= = a-b
z—0 x z—0 1

_\n.2n41
Damit ist f(z) bei « = 0 stetig. Die Taylorreihenentwicklung von sinz ist Y .o )t

(2n+1)!
(—1)7.5.627+1 om
=0 (2n+1)!

(2n+1)! -
Wir substituieren 62 = w und erhalten:
] ) oo (71)71 2n+1 o (6$)2n+1
Sln(6$) = Sin w = ; W zz T
Damit gilt:
5 . 5 0o (—1)"-(62)2" ! . .
—-sin(6r) = 2 XX, mgnr—  Entwicklung von sinz
€T 5 (-1)™ (6z)2n+1 . . .
= >z 0% T ErT Distributivgesetz
( 1)n .5. 62n+1 2n+1 . . .
= ruchmultiplikation
Z PR eTEmY Bruchmultiplikat
= Z = 1)n 567 Lt x gekiirzt
Py

Angebotene Lésungen:
co (=D)"-5-62"F - oy co (=D"-562"F  on4g
X 2o (CEES I 2 T

oo ( 1) 5.62n 1 2n+1
i=0 (2n)! Z

i=1 (2n+1)’ T

[]
[+]

—1)"-5.62" o —1)"-30 on+1 —1)"-5-6%"  oni1
[ 2% ()2n)l e Dico ((2n)+1)! i i = (2)n+1)! i
2n41 oo (=1)"-30 2
(7] Z'—1 00 -zt 2izo ((2n)+1)! S o0
(=D"-5-6>"  ont1 oo (=D)"-5:6°"  opt1 oo (=130 9
[ > 0 CrESy > im0 G " > i1 CTESYRREA

Fehlerinterpretation:

—1)".5.627 11 L
o (()QT”; - " richtig
0o (—1)".5.62n+1 o1 4
Y im0 W cxn DF: - vergessen
Yoo e DF: L vergessen
R 7 L z |
Zi:l —amr % n RF: Untere Grenze der Summe ist falsch
Zfoo ((2,11):1?.0 x2ntl DF: % vergessen
1)".5. 62n
i ((Q)Tl) g2t DF: 1 vergessen
Doy 00 - P DF: Losung geraten
Zfio % x?n DF: Falsch substituiert
00 DF: Losung geraten
n 2n
o % Ko DF: 1 vergessen
oo (=1)"-5:62"  op41 o1
Y izo W i DF: - vergessen
Xt ((;JT)' s DF: Falsch substituiert



Allgemeine Hinweise:
Bei weiteren Fragen, wenden Sie sich bitte an W. Schmid (sltsoftware @yahoo.de ).
Weitere Hinweise finden Sie auf unserer Veranstaltungswebseite unter: http: / / www.vorkurs.de.vu



