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Mathe Vorkurs Online - Ubungen Blatt 12

MV 04 Blatt 12 Kapitel 8.4 Substitution
keine Integralrechnung Nummer: 10 0 2004120002 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 12.1.1: Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f: R — R f(z) = 2-sin(2x) - e%cos(2%)
Parameter:

r, = Faktoren der Funktion, xz,, > 0, n =1..3.

Die Funktion lautet: z; - sin(xy ) - e*3°¢08(%22),

In dieser Aufgabe sind x1 =2 a3=2 x3=0.
Erklidrung:

Diese Funktion kann mit der dufleren Substitution integriert werden:

[t g@ar = [10)ds

Beachten Sie dabei, dass (cos(ax))’ = —asin(az) ist.
Rechnung:
[2-sin(2z)-e?C?) dr = 2. [sin(2x)-e*(22) dz  Linearitit des Integrals
= 2 [sin(2z)-e9® dz mit g(x) =9 - cos(2x)

-2 %i;(w -e9®) dr  Erzeugung der inneren Ableitung

= —2-fgl+g)-eg(””) dz g'(x) =-9-2-sin(2z)
= —Z&- - [evdg Substitutionsregel: dz - ¢'(z) = dg
= —5-¢f integriert ([ e* = e®)
= —% . g9cos(22) riicksubstituiert
Angebotene Lésungen:
9.cos(2x)-e” —9 . edcos(2e) 5 ed-cos(2) [1] 9-€**-cosx
9. %cos(22) [6] —1-sin(2x)-ecos22) 1-cos(2z)-e% —1-cos(2x) - %"
—9. COS(2 1.) . eT % . e9~cos(2 x) 7% . 69-005(2 x) 7% . e9~cos(2 x)
Fehlerinterpretation:
1] 9-cos(2z) - e” DF': Losung geraten
g8
—9 . g9cos(22) DF: Falsch substituiert
% - g9:c0s(22) DF: Falsch substituiert
9.e27 . cosx DF': Losung geraten
9 - ecos(22) DF': Falsch substituiert
[6] —1-sin(2x)-ecos(22) DF: Losung geraten
7] 1-cos(2x)-e% DF: Losung geraten
g8
—1-cos(2x) - DF: Losung geraten
g8
—9-cos(2x) - e” DF: Losung geraten
% - g9-cos(22) RF': falsches Vorzeichen
—% . g9eos(22) richtig
—3 - edeosa) DF: Falsch substituiert



MV 04 Blatt 12 Kapitel 8.4 Substitution
Produktregel Integralrechnung Nummer: 26 0 2004120005 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W%

Aufgabe 12.1.2: Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f : R - R f(z) = (22 —8) - e2* 14,

Parameter:

z, = Koeffizienten der Funktion, z,, >0, n=1..4 23 > 1.
Die Funktion lautet: (2x — 8) - e22+4,

In dieser Aufgabe sind x1 =2 a29=8 23=2 x4 = 4.
Erklédrung:

Diese Funktion kann mit der Produktregel integriert werden:

/u’w = u~vf/u~v’.

Dabei ist u normalerweise die e— Funktion und v das Polynom.

ar+b _ earth

Die Faktoren werden unter anderem mit linearer Substitution integriert: [ e -

Rechnung:
r 2z+4 _ e2rte
Die Rollenverteilung ist: wo=° - u= 2
& v = 2x—-8 = v = 2 .
Damit gilt
2x+4 2x+4
[ @z—8) - et — (2z-8) . £2 _ [ 2 . &7
| v S = v Cu - [ Vv
— 220-82 | 2a44  _ 9 .
2-2 2:2
— 4z218 . €2z+4
Angebotene Lésungen:
2z2288$ . e2x+5 4z2—18 . e2x+5 4$2—018 . e2x+5 |z| 4$2—018 .
4m218 . 62$+4 (1$2 _ 826) . €1z2+4z (4ZE _ 10) . €2z+4 |E| 212268x
(%zz — 4z) - e2a+4 zxzasz . e3a+b 41:18 . p2Tt4 412618 .
Fehlerinterpretation:
29522—881 - e2ets DF: Falsch integriert
dztls . g2ats DF: Falsch integriert
2r18 . g2at5 DF: Falsch integriert
4218 . Satd DF: Falsch integriert
4m218 . 62$+4 ] YlChtlg . '
(122 — 8z) - et® Hiz DF: Falsch integriert
(42 —10) - e2vH4 DF: Abgeleitet
[5] 29522—881 ettt DF: Falsch integriert
(2% — 4x) - e2oH4 DF: Falsch integriert
QI;—agz e3ets DF: Falsch integriert
Aztls . g2o+d DF: Falsch integriert
42—618 et DF: Falsch integriert
MV 04 Blatt 12 Kapitel 8.4 Substitution
Produktregel Integralrechnung Nummer: 52 0 2004120004 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W
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Aufgabe 12.1.3: Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f: [0,3] = R f(z) = V4 — 144 - 22.
Parameter:

r, = geloste Zahlen, z,, >0, n=1..2. 3 := x%, Ty = T3 x%

Die Funktion lautet: Vo3 — x4 - 22.

In dieser Aufgabe sind x1 =2 a293=6 a3=4 x4 = 144.
Erkldrung:

Diese Funktion kann mit der inneren Substitution integriert werden:

/ flg)dg = / fl9(@)) - ¢'(z) da

2

Dabei soll die Wurzel durch die Gleichung (%) sin®z = 1 — cos? # verschwinden.

Das in der Rechnung entstehende | sin?  berechnen wir wie folgt:

J sinz - sinz = —cosz - sinz — [ —cosz - cosz
A TR U v = U S
Dies ist aber nur scheinbar ’im Kreis’ gerechnet:

[sin®’z = —cosz-sinx+ [cos’x siehe oben
= —cosz-sinz+ [(1—sin’z) mit Formel (x)
= —cosz-sinz+xz— [ sin?x  Linearitit des Integrals

Addition von [ sin®x ergibt:
.9 . .9 T —cosx -sinx
2. [ sin*zx=x—cosz -sinx = sin” ¢ = —————.

In der Rechnung entsteht weiterhin ein Ausdruck der Form sin(arccos ). Diesen Ausdruck berechnen wir wie
folgt: Sei y = arccos z, dann gilt:

siny = (£)y/1—cos?y nach Formel (x)

= /1 — cos?(arccos ¥) y = arccos
=v1-—a? cos(arccos x) = x
Damit ist sin(arccos x) = (£)v1 — 2.
Rechnung:
Zuerst klammern wir 4 aus: V4 — 14422 = \/4-(1—-36-22) = 2-v/1—36-22.
Jetzt substituieren wir z(t) := %St, t kann im Bereich von 0 bis 5 gewéhlt werden.

J2-V1-36-22de = [2-1/1—36-(%%t)?dx Substitution
= 2. [V1—cos?t -2’ -dt mit dr = 2’ - dt

= 2-f\/Sin—2t-%i“t-dt o/ = =it

= 2. [|sint| =52t dt

= 2. [sin®t-dt t€[0,3]

- ,% . t—costsint siehe oben

= —% - (arccos (6 x) — cosarccos (6 ) - sinarccos (6x)) ¢ = arccos (6x)

= _% - (arccos (6z) — 6z -1/1 — (6)2) sin(arccos (6x)) = /1 — (6 x)?



Angebotene Lésungen:

4-(1-36-z%)%/2

oo 6 ﬁ
22+ 6 - 22 2 (x- — (6x)2 — 6 areaccosh x)
L (6z- — (6x)2 — arccos (6x)) 3 (arccos (6x))
4223627 1. (‘areaccosh (6z))
6x 3
- (6x- — (6x)% — areaccosh (6x)) - (z-v1— 6222 — 6arccos z)
3. w 162

Fehlerinterpretation:

4-(1-36-z%)%/2

o DF': Falsche Substitution

2] 6 ——— DF: Funkti bgeleitet
J=Go? unktion abgeleite

2z + 6 - 2 DF: Wurzelrechnung falsch
4] 2 (z-+/1—(6x)2—6 areaccosh ) DF: Falsche Substitution

% (6 - — (6x)2 — arccos (6 1)) richtig

[s] 3 - (arccos (6x)) DF: Antwort geraten
% DF: Falsche Substitution

1 - ((areaccosh (6)) DF: Antwort geraten

£ (6z-/1—(6x)2— areaccosh (6x)) DEF: Falsche Substitution

2 (z-v1—6222 — 6arccos z) RF: Viele falsche Faktoren
3. (H%Zz ik DF: Falsche Substitution
162 GL: geratene Losung
MV 04 Blatt 12 Kapitel 8.4 Substitution
keine Integralrechnung Nummer: 60 0 2004120001 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W%

Aufgabe 12.1.4: Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f: R - R f(z) =

Parameter:

xr, = Koeffizienten der Funktion, z,, > 0,

Die Funktion lautet: 1 - (x2 - © — x3)%4.

In dieser Aufgabe sind z; =5
Erkliarung:

.1‘2:2

5-(2-2—-9)7

n=14 x3>x

.1‘3:9 $4:7.

Diese Funktion kann mit linearer Substitution und der Potenzregel integriert werden:

und

n+1
/z"dx —
n+1

Rechnung:

[5-(2-2—9)dx

Angebotene Lésungen:

F(ax + )

/f(a:r+b) o = T

wenn / f(z) dz = F(z) .

= 5-[(2-2—9)"dz Linearitit des Integrals
= 5 [(g(x))"dx mit g(z) =2-2 -9

= 5-f g7 ‘;g lineare Substitution

= 5. 977_:11 1 Potenzregel

= +&-(2-2-9)®  Riicksubstitution



CHETIL S 70- (22 — 9)8 5

e 2ol 597 ©.(2.0-9)
So2 a9y 222 5. 97y o
Fehlerinterpretation:

52 5 g7, DF: Binomische Formel nicht angewendet

12
70-(2-2—9)° DF: Abgeleitet
- (2-x—9)8 richtig

X
= (2-2-9)8 DF': Falsche innere Ableitung
% — 451 DF: Binomische Formel nicht angewendet

8

2 (2696) —5-97x DF': Binomische Formel nicht angewendet
22—5 (2-2—9)7 DEF: Integration vergessen
[5] i (2.2 -9)8 DF: Mit innerer Ableitung multipliziert
S22 — 9)7 DF: Integration vergessen
E"(QTI)S ~5-97¢ DF': Binomische Formel nicht angewendet
%0 . (27- r—9)8 DF: Falsche innere Ableitung
w ~5-97¢ DF': Binomische Formel nicht angewendet
MV 04 Blatt 12 Kapitel 8.4 Substitution
keine Integralrechnung Nummer: 94 0 2004120003 Kl: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 12.1.5: Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f : [0, %) = R f(z) =5"

Parameter:
xr, = Faktoren der Funktion, z,, > 0, n = 1..2.

sin(tan(zg x))

Die Funktion lautet: z; - cos? (23 2)

In dieser Aufgabe sind z; =5 To = 3.
Erkliarung:

Diese Funktion kann mit der dufleren Substitution integriert werden:

[t g@ar = [10)ds

Beachten Sie dabei, dass gilt:

sin(tan(3z)) )

cos?(3x)

(tan(az))’ (%)' Definition des Tangens
a cos(az)-cos(aiz);;(i;l;(;;z)-(7asin(az)) Quotientenregel
_ alcos? (C‘chgz’:;;ﬁ(”)) zusammengefasst
) cos?x +sin®z =1

Rechnung:



[5- % dv = 5-f Zg]s(zg(gzz)g dz mit g(z) = tan(3 x)
= 2. [sin(g(x))- W%sz) dx Erzeugung der inneren Ableitung
= % . fsin(g(z)) g’ (z) dx mit ¢'(x) = cosfw
= 2. [sin(g(x)) dg Substitutionsregel: dx - ¢'(x) = dg
= 2.—cosy integriert ([ sinz = — cosz)
= -2 cos(tan(3 1)) riicksubstituiert
Angebotene Lésungen:

—2 . tan(3 ) 15 - sin(tan(3 x)) 2 In|sin(3z)| —15 - cos(tan(3 z))

15-In|sin(3 z)| [6] 5-sin(3x) —15-cos(3 x) —15 - sin(tan(3 z))

—2 - sin(tan(3 z)) —2 . cos(tan(3 z)) 15 - tan(3 ) 15 - cos(3 x)

Fehlerinterpretation:

—2 - tan(32) DF: Lésung geraten

15 - sin(tan(3 z)) DF: Falsch integriert

2 - In|sin(3 )| DF: Lésung geraten

—15 - cos(tan(3 z)) DF: Mit innerer Ableitung multipliziert

15 - In|sin(3 )| DF: Losung geraten

% -sin(3 x) DF: Lésung geraten

—15-cos(3 ) DF: Losung geraten

—15 - sin(tan(3 z)) DF: Falsch integriert

73 -sin(tan(3 z)) DF: Falsch integriert

—3 - cos(tan(3 x)) richtig

15 - tan(3 z) DF: Lésung geraten

15 - cos(3 x) DF: Lésung geraten

MV 04 Blatt 12 Kapitel 8.4 Substitution

innere Integralrechnung Nummer: 102 0 2004120006 Kl: 14G

Grad: 80 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 12.1.6: Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f: R - R f(z) = v2? — 8z + 97.
Parameter:

z, > 0, x, Quadratzahlen n =1..2.

Die Funktion lautet: \/22 — {221}z + {23 + 22}

In dieser Aufgabe sind z1 =4 22 =09.
Erkliarung:

Diese Funktion kann mit der inneren Substitution integriert werden:

/ flg)dg = / fl9(x)) - ¢'(2) da

Dazu muss der Term unter der Wurzel zunéchst quadratisch ergénzt werden.
Die Wurzel soll durch die Gleichung () cosh® z = 1 + sinh® z verschwinden.

eT_e~®

£ —x .
coshx := “£— sinhz := <=



Das in der Rechnung entstehende [ cosh?u berechnen wir wie folgt:

fcosh®udu = 1 [e* 42+ e 2" du nach Definition des Kosinushyperbolikus
= i(GZTu + 2u + %) integriert mit duflerer Substitution

Desweiteren wird eine Formel fiir die Umkehrfunktion des Sinushyperbolikus = areasinh y bendttigt:

x —x

sinhez =*5— =y & e —-2y—e =0 Multiplikation mit 2
& e _2y.eT—1=0 Multiplikation mit e*
& uw-2y-u—1=0 Substitution e” = u
&S U= 2yEV AT ”;yZJA Mitternachtsformel
< z12=1In(yt+/y2+1) Riicksubstitution
< z12=1In(y++/y2+1) Der In ist nur fiir positive Argumente definiert

Rechnung:

e Y oy i Yooy SN sy oy Q_W

Nach dieser quadratischen Ergéinzung kann man die innere Substitution mit Sinushyperbolikus erkennen:

%74 :=sinh ¢:
f9-\/(zT_4)2+1 dx siehe oben
= 9. [/(sinht)?+1 dz 5% :=sinht
= 9. [y/(cosht)? 2’ -dt (x) und innere Substitution

= 9. [|cosht| -9cosht-dt a' = (9sinht+4) =9cosht

f\/z2—8z+97 dx

= 81 [cosh®t-dt cosht > 0
= & (% + 2t + e:zt) mit oben
—4 —4 —4
t = areasinh (xT) = In <$ g T (ac 9 )2+ 1) damit gilt:

An(Ez4 z—4y2 Coan(E=4 4 /(242
[fl@) = %(e“‘ T T on(B5t 4 (552 4 1) e T Hl))

N (eln@_mgu\/(i =) NC Tty )
4

5 +2In(E5t +4/(552)2 +1) + ¢ —

= St JED D At ) 1) - (55 (502 4 1))

Anmerkung des Verfassers:

Wenn ich gewusst hétte, was da rauskommt, hétte ich die Aufgabe wohl lieber gelassen, aber jetzt ist sie
schon fertig — viel Spafl beim weiter Vereinfachen und Fehlersuchen. Alle falschen Loésungen sind willkiirliche
Schétzungen. Es liegt kein spezieller Fehler zu Grunde.

Angebotene Lésungen:



3
2

2 3
areasinh (£52) + (%)
2

i L

(Z=3)211)2 1 41n(2-4 + EESPNRG S T—1y2 1 1)~2
) ) ] ) )
8

2-(x”—8x2+497
(W)
e (25
In(#=5==)
arcsin (1/(%52)2+1)
arcs1n(T4)
arcsinh (y/(%5%)? + 1)
L (55 + 2+ D2 H (4 (52 ) - (554 (5524 ) 72)
[5] arczsin(%z*m)
In(z 798I+97)

Fehlerinterpretation:

3
2

2 (z%—82497) .
(== 22-8) ) DF: 3
areasinh (%52) DF: 1
In (2 =82+97 DF: 10

8 |~~—

arcsin (1/(%52)2+1) DF: 8
arcsin (74 DF: 2

arcsinh (y/(%5%)? + 1) DF: 9

B (55 2 D2 (et 552 4 1) - (5 /(5542 +1)72) richig

arcsin (W) DF: 11
In(z?—8z+97) .

In(z"—8s497) 2 . DF: 5
areasinh (251) 4 (2 A20n) DF: 7
ﬁ — 165 497 DF: 4

= = E
[E] E1E] [l =] X [=] [e] (5] [ [ =]

DT ain(gt [T~ (554D~ DF: 6
n :

Allgemeine Hinweise:
Bei weiteren Fragen, wenden Sie sich bitte an W. Schmid (sltsoftware Qyahoo.de ).
Weitere Hinweise finden Sie auf unserer Veranstaltungswebseite unter: http: / / www.vorkurs.de.vu



