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MV 04 Blatt 12 Kapitel 8.4 Substitution
Produktregel Integralrechnung Nummer: 8 0 2004120005 Kl: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 12.1.1: Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f: R — R f(z) = (62 — 12) - e32 75,
Parameter:

x, = Koeffizienten der Funktion, z,, >0, n=1.4 25 > z1.
Die Funktion lautet: (6 x — 12) - e3*+5.

In dieser Aufgabe sind x1 =6 a3=12 2x3=3 1x4=25.
Erklirung:

Diese Funktion kann mit der Produktregel integriert werden:

I /
/u~v = u~vf/u~v.

Dabei ist u normalerweise die e— Funktion und v das Polynom.

: . . . . . . ax+b
Die Faktoren werden unter anderem mit linearer Substitution integriert: [ earth — ¢ -
Rechnung:
/. 3z+5 e3rts
. . . u = e U
Die Rollenverteilung ist: = , 3
v = 6x—-12 = v = 6 .
Damit gilt
3z45 o 63 x+5 63 x+5
J (6z—-12) - e = (6z—12) - 3 - [ 6 - 3
[ v e = v S - [ v
_  63xz—123 | _3x+5 _ Loedrts
= 33 € 6 33
_ 18 x—42 . 63 z+5
9
Angebotene Lésungen:
18 x—42 4 x+6 3x+5 - 18x—42  _3x+6 18 x+42 3x+6
e e (18x —18)-¢ e e SRS e
3 42 — 2
(3.1‘2 _ 12.1‘) .e2 x“+5x 18?)4 42 e4z+5 6x 3612I . 631+6 E (1$2 _ 426) . €3x+5
62>—12z  _4z+5 18x—42 _3z+5 62>—12z  _4z+6 18x+42 . 3z+5
B o e B 4 =5 -e
Fehlerinterpretation:
Brd2 . gtat6 DF: Falsch integriert
(18 x — 18) - e3+5 DF: Abgeleitet
% - e3Tt6 DF: Falsch integriert
% - e3et6 DF: Falsch integriert
3 42 . .
(322 —122) - e2 @ 52 DF: Falsch integriert
% cetTts DF: Falsch integriert
bz 28 . Both DF: Falsch integriert
[] (lz® —4x)-e3*t5 DF: Falsch integriert
2 . .
S 28 . pdotd DF: Falsch integriert
18 359—42 ~€3I+5 I"iChtig
2 . .
Sr 28 . doth DF: Falsch integriert
Baid2 . eduts DF: Falsch integriert



MV 04 Blatt 12 Kapitel 8.4 Substitution
innere Integralrechnung Nummer: 10 0 2004120006 Kl: 14G
Grad: 80 Zeit: 30  Quelle: keine W%

Aufgabe 12.1.2: Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f: R - R f(x) = va? — 32z 4 337.
Parameter:

z, > 0, x, Quadratzahlen n =1..2.

Die Funktion lautet: /22 — {2 21}z + {2} + 23}.

In dieser Aufgabe sind 1 =16 x5 =09.
Erkliarung:

Diese Funktion kann mit der inneren Substitution integriert werden:

[tards = [ #o@) @) do

Dazu muss der Term unter der Wurzel zunéchst quadratisch ergénzt werden.
Die Wurzel soll durch die Gleichung (x) cosh? = 1 + sinh? z verschwinden.

ef—e””

e a .
coshz := &£— sinhz := <=

Das in der Rechnung entstehende [ cosh?u berechnen wir wie folgt:

J cosh®>u du = i [ € +2+e?" du nach Definition des Kosinushyperbolikus
= i(‘i%u +2u + %) integriert mit duBerer Substitution
Desweiteren wird eine Formel fiir die Umkehrfunktion des Sinushyperbolikus = areasinh y benéotigt:

et —e~®

sinhr =—=y & e"-2y—e =0 Multiplikation mit 2
& e _2y.eT—1=0 Multiplikation mit e*
& ur—2y-u—1=0 Substitution e* = u
& upe = 2ytyayiia V24yZ+4 Mitternachtsformel
< z12=1In(y+t+/y2+1) Riicksubstitution
< z12=1In(y++/y2+1) Der ln ist nur fiir positive Argumente definiert
Rechnung:

2
— 16
Va2 =322 +337 = J(w—16)2-256+337 = +/(2—162+81 = 9. (w )+1

9

Nach dieser quadratischen Ergénzung kann man die innere Substitution mit Sinushyperbolikus erkennen:

Z_TIG := sinh ¢:

J Va2 =320+ 337 do = f9~\/(z_916)2+1 dx siehe oben

= 9-[/(sinht)2 +1 dzx 216 .= sinht
— 9 . f A /(COSh t)2 .CC/ . dt (*) und innere Substitution

= 9 [|cosht| -9cosht-dt a2’ = (9sinht+ 16)" =9cosht

= 81-fcosh2t-dt cosht >0

= & (% + 2t + e:;t) mit oben



— 16 — 16 — 16
t = areasinh (1: 5 ) = In (x + (1: 9 )2+1> damit gilt:

—~
-
—
8
S~—
Il
N

2 (EFE /(1924 —2In( 2104 /(210)2 1)
z—16 z=1612 e E
( ; +2In(251 4\ /(5510)2 4 1) + =

]2

5 +21n(z—916 4 (z—916

P 1)+ S

In( (2161, /(z=16y2 )2 In( (2184, /(2=16y2, )2
<e(<9\/<9>>) (52 EFEE211)72)

— % ((z—916+ (z—916)2+1)2+41n(z—916 + (z—916)2+1)7(m—916+ (z—916)2+1>72)

Anmerkung des Verfassers:

Wenn ich gewusst hétte, was da rauskommt, héitte ich die Aufgabe wohl lieber gelassen, aber jetzt ist sie
schon fertig — viel Spafl beim weiter Vereinfachen und Fehlersuchen. Alle falschen Losungen sind willkiirliche
Schétzungen. Es liegt kein spezieller Fehler zu Grunde.

Angebotene Lésungen:
ﬂ%@ﬁmm@&ME@ﬁH%h<%Ww4

:n —321+337)%)
3-(22—32)

6)2+1>2+4ln(z—T16+ (2=16 16) r1) - (z—916+ (2=16 16) 1) )

areasinh (£51%) + (2 at
8L (e84 f(z=t

1I1( T 7329:n+337 )

(] (2] [X] [e] [-]

arcsin (y/ (22 16) +1)
2-(2®—3224337)2

( ( 3-(22—-32) ) )
arcsinh (y/(£52)2 4+ 1)

arcsin ( z2 732x+337 )

%2—?1;4—337

In(x2—322+337)
x—16 )

9
arcsin (
areasinh (£519)

==
[EIEIE] el [=] [=] [=]

Fehlerinterpretation:

UG YRRV R G SRRV(ES SDLREVE G mRAV(E S LRE) s DF: 6

3
. r— z°—32x 7)2

areasinh (£51%) + (2 (= 5 (gi Jgg’:)g )2 DF: 7
BL (216 4 [(2=16)2 | 1)2 4 gIn(a=l0 4 f(a=16y2 4 1) (2=16 4 f(a=16y2 4 1)- ) richtig
[ In(2 —329z+337) DF: 10
arcsin (y/(£52)2 + 1) DF: 8

2-(x2—322+4337)2 .
[ (Mesran? =) DF: 3
arcsinh (y/(£52)2 4+ 1) DF: 9
[s] arcsin (M) DF: 11
5] & — 84y 4337 DF: 4

2 3

In(z® —322+337) )
In(a?—320+337) DF: 5
arcsin (£519) DF: 2
areasinh (£519) DF: 1
MV 04 Blatt 12 Kapitel 8.4 Substitution
Produktregel Integralrechnung Nummer: 47 0 2004120004 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W



Aufgabe 12.1.3: Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f:[0,1] = R f(z) = V4 — 16 - 22.
Parameter:

r, = geloste Zahlen, z,, >0, n=1..2. 3 := x%, Ty = T3 x%

Die Funktion lautet: Vo3 — 4 - 22.

In dieser Aufgabe sind x1 =2 a3=2 a3=4 x4=16.
Erkldrung:

Diese Funktion kann mit der inneren Substitution integriert werden:

/ flg)dg = / fl9(@)) - ¢'(z) da

2

Dabei soll die Wurzel durch die Gleichung (%) sin®z = 1 — cos? # verschwinden.

Das in der Rechnung entstehende | sin?  berechnen wir wie folgt:

J sinz - sinz = —cosz - sinz — [ —cosz - cosz
A TR U v = U T

Dies ist aber nur scheinbar ’im Kreis’ gerechnet:

[sin®’z = —cosz-sinx+ [cos’x siehe oben
= —cosz-sinz+ [(1—sin’z) mit Formel (x)
= —cosz-sinz+xz— [ sin?x  Linearitit des Integrals

Addition von [ sin®x ergibt:

. 9 . . 9 T — CcosST-sinx
2. | sin“rx=x—cosz-sinz = sin xzf.

In der Rechnung entsteht weiterhin ein Ausdruck der Form sin(arccos ). Diesen Ausdruck berechnen wir wie
folgt: Sei y = arccos z, dann gilt:

siny = (£)y/1—cos?y nach Formel (x)

= /1 — cos?(arccos ¥) y = arccos

=v1-—a? cos(arccos x) = x
Damit ist sin(arccos x) = (£)v1 — 2.
Rechnung:

Zuerst klammern wir 4 aus: V4 —16-22 = /4-(1—4-22) =
Jetzt substituieren wir z(t) := %St, t kann im Bereich von 0 bis

J2-V1—-4-22de = [2-,/1—4 (<L) da Substitution

V1 —4-22.

2
5 gewihlt werden.

= 2-[VI-cos’t -a'-dt mit do = 2’ - dt
= Q.f\/sinzt .%int.dt 2 = —s;nt

= 2 [|sint| =St . dt

= 2. [sin’t- dt t €0,

= 1. t—cost-sint

siehe oben

- (arccos (2x) — cosarccos (2x) - sinarccos (2x)) ¢ = arccos (2x)

N[

- (arccos (2z) — 2z - /1 — (22)?) sin(arccos (2z)) = /1 — (2x)?

N[



Angebotene Lésungen:

1-(x-v1—2222—2arccos z) Q.Vﬁ
4-(1—4-22)%/2 2
B e [4] 22+2-2
2-(xz-y/1—(22)? —2 areaccosh z) 1-(2x-/1-(22)% — areaccosh (2
4.0:2)3/2
g, (4ao)7 L2z /T—(2)? — arccos (2z))
1. ( areaccosh (2x)) 1 (arccos (2))
4‘(13/21—4»:53) 162
Fehlerinterpretation:
1-(x-v1—2222—2arccos z) RF: Viele falsche Faktoren
2- ﬁ DF: Funktion abgeleitet
L0-da?)P DF: Falsche Substitution
20+ 2-x DF: Wurzelrechnung falsch
2-(x-4/1—(2x)%2 — 2 areaccosh x) DF: Falsche Substitution
] &+ (22 \ 31/; (2x)2 — areaccosh (2x)) DF: Falsche Substitution
3. % DF: Falsche Substitution
1 (22 — (22)? — arccos (2x)) richtig
1-( areaccosh (2x)) DF: Antwort geraten
1- (Sagccoss( x)) DF: Antwort geraten
LA —dat) o do) DF: Falsche Substitution
162 GL:
MV 04 Blatt 12 Kapitel 8.4
keine Integralrechnung Nummer: 55 0 2004120002 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Substitution

x))

geratene Losung

Aufgabe 12.1.4: Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f: R — R f(z) = 4-sin(32) - efcs(32)

Parameter:

xr, = Faktoren der Funktion, x,, > 0, n = 1..3.
Die Funktion lautet: 27 - sin(zg ) - evacos(z2x)

In dieser Aufgabe sind 1 =4 a29=3 x3=6.

Erkliarung:

Diese Funktion kann mit der dufleren Substitution integriert werden:

[ty -g@a = [ 1)

Beachten Sie dabei, dass (cos(az))’ = —asin(ax) ist.

Rechnung:



[4-sin(3z)-e8CG®) dr = 4. [sin(3x)-e¥B32) dx  Linearitit des Integrals

4- [sin(3z) - eI@ dx mit g(z) = 6 - cos(3 z)

—4-f %’g(gz) -e9®) dz  Erzeugung der inneren Ableitung

= —4~fgl+g)~eg(z) dx g (x) = —6-3-sin(3x)
= —%-[eddg Substitutionsregel: dz - ¢'(z) = dg
= —2.¢f integriert ([ e* = e”)
= —% . gbreos(32) riicksubstituiert
Angebotene Lésungen:
% . sin(S x) . e6»cos(3 x) % . e6»cos(3z) _% -sin(S x) . 66‘COS(3 x) _% X 66‘COS(3 x)
—2. gbcos(3z) [6] —3-cos(3z)- e’ 3 cos(3x) - " 8-cos(3x)-e”
—8-cos(3x) - e” 8-e3% . cosx —8 - efreos(3x) —8-€e3% . cosx

Fehlerinterpretation:

% -sin(3 ) - gbcos(3x) DF': Losung geraten

% - gf-cos(3 ) RF': falsches Vorzeichen

—2 . sin(3 ) - efeosGe) DF: Losung geraten

I ooostsn) richtig

—2. gbcos(B2) DF: Falsch substituiert

[6] —3-cos(3z)-eb” DF: Lésung geraten

3 cos(3x) - " DF: Lésung geraten

[5] 8-cos(3x)-e” DF: Losung geraten

—8-cos(3x) - e” DF: Losung geraten

8- €37 . cosx DF: Losung geraten

—8 - gbreos(32) DF: Falsch substituiert

—8-e3% . cosx DF: Losung geraten

MV 04 Blatt 12 Kapitel 8.4 Substitution
keine Integralrechnung Nummer: 64 0 2004120001 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W%

Aufgabe 12.1.5: Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f : R — R  f(z) =2-(3-2—5)8
Parameter:

x, = Koeffizienten der Funktion, z,, >0, n=1.4, z3> x5
Die Funktion lautet: 1 - (x2 - @ — x3)%4.

In dieser Aufgabe sind z; = 2 To =3 3 =5 x4 = 6.
Erkliarung:
Diese Funktion kann mit linearer Substitution und der Potenzregel integriert werden:

/x"dm = zn:ll und /f(ax—i—b)dx = M wenn /f(ac)dx:F(x)

Rechnung:



J2-(3-2—5)%z = 2. [(3-2—5)%z Linearitit des Integrals
= 2 [(g(x))dx mit g(z) =3-x—5
= 2. 96% lineare Substitution
= 2. % . é Potenzregel
Z-(3-2-5)7 Riicksubstitution
Angebotene Lésungen:
2. (3-2—5) 4.-(3-2—5)° 2.(3.2—5) [ 2Gel _9.50,
2607 g 5y 36-(3-2 - 5)° 2.30-5 [ &G-a-57
202)° _ 9. 56 260" _ 0 L4.(3.2-5)7 2607 _ 9. 50
Fehlerinterpretation:
Z-(3-z-5)" richtig
4-(3-2—5)° DF: Integration vergessen
2.(3-z-5)° DF: Integration vergessen
[4] 2'(?“)0 —2.5% DF: Binomische Formel nicht angewendet
7
M —2.5% DF: Binomische Formel nicht angewendet
[6] 36-(3-2—5)° DF: Abgeleitet
%35 (3.2 -5)7 DF: Falsche innere Ableitung
2. (3-x—5)7 DF: Mit innerer Ableitung multipliziert
6
@ — 2552 DF: Binomische Formel nicht angewendet
7
2‘(2'1:”) — 10z DF: Binomische Formel nicht angewendet
2-3-z-5)" DF: Falsche innere Ableitung
7
2‘(2'1:”) —2-5% DF: Binomische Formel nicht angewendet
MV 04 Blatt 12 Kapitel 8.4 Substitution
keine Integralrechnung Nummer: 90 0 2004120003 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 12.1.6: Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f: [0, 5) = R f(z) =4 %.
Parameter:

r, = Faktoren der Funktion, z,, > 0, n =1..2.

sin(tan(zg x))

Die Funktion lautet: z; - cos? (23 7)

In dieser Aufgabe sind x1 =4 x5 =4.
Erklirung:

Diese Funktion kann mit der dufleren Substitution integriert werden:

[t g@ar = [10)ds

Beachten Sie dabei, dass gilt:

(tan(ax))” = (EZE‘Z; ) Definition des Tangens
— acos(az) ‘Cos(aiz);s(i;‘;‘;w) (zasin(az)) Quotientenregel
= afcos? (C‘Zg ETEQ (az)) zusammengefasst
= e cos? x +sin®z = 1



Rechnung:

f4 . sin(tan(4z)) dx

cos?(4x)

Angebotene Lésungen:

16 - In | sin(4 )|

16 - In| cos(4 )|

16 - sin(tan(4 ))
Fehlerinterpretation:

16 - In | sin(4 )|
—1-tan(4x)

—16 - cos(4 z)
1-cos(tan(4 x))
16 - In| cos(4 )|
—16 - cos(tan(4 z))
—1 - cos(tan(4 z))
16 - cos(tan(4 z))
16 - sin(tan(4 ))
—16 - sin(tan(4 z))
1-sin(tan(4 z))
1-In|sin(4 z)|

==
EIEIEN= X EE]

Allgemeine Hinweise:

-1

DF:
DF:
DF:
REF:
DF:
DF:

-tan(4 )
—16 - cos(tan(4 z)) —1-cos(tan(4 z)) [5] 16-cos(tan(4z))
—16 - sin(tan(4 x))

4-f Z‘O“S(zg(gfz)g dx mit g(z) = tan(4 z)
1. [sin(g(z)) - ﬁ(“) dx  Erzeugung der inneren Ableitung

1- [sin(g(z)) - ¢'(z) dz mit ¢'(z) = @

1- [sin(g(z)) dg Substitutionsregel: dx - ¢'(x) = dg
1-—cosg integriert ([ sinz = — cosx)
—1- cos(tan(4 x)) riicksubstituiert

—16 - cos(4 x) 1 cos(tan(4 x))

1-sin(tan(4 x)) 1-In|sin(4z)]

Losung geraten

Losung geraten

Losung geraten

Vorzeichen falsch

Losung geraten

Mit innerer Ableitung multipliziert

richtig

DF:
DF:
DF:
DF:
DF:

Mit innerer Ableitung multipliziert
Falsch integriert
Falsch integriert
Falsch integriert
Losung geraten

Bei weiteren Fragen, wenden Sie sich bitte an W. Schmid (sltsoftware @yahoo.de ).
Weitere Hinweise finden Sie auf unserer Veranstaltungswebseite unter: http: / / www.vorkurs.de.vu



