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MV 04 Blatt 12 Kapitel 8.4 Substitution
keine Integralrechnung Nummer: 28 0 2004120002 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 12.1.1: Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f: R — R f(z) = 4 -sin(5z) - !000s(52)
Parameter:

r, = Faktoren der Funktion, xz, > 0, n =1..3.

Die Funktion lautet: z; - sin(xy ) - e*3°¢08(%22),

In dieser Aufgabe sind z; =4 To =25 x3 = 10.
Erklidrung:

Diese Funktion kann mit der dufleren Substitution integriert werden:

[t g@ar = [10)ds

Beachten Sie dabei, dass (cos(ax))’ = —asin(ax) ist.
Rechnung:
[4-sin(5x)-e'0cs6G2) gz = 4. [sin(5z) €' dx  Linearitit des Integrals
= 4. [sin(5x) e dx mit g(x) = 10 - cos(5 x)
= 4. %};(59@ -e9(®) dx  Erzeugung der inneren Ableitung
= —4~f% - e9(®) dy g'(x) =—-10-5-sin(5x)
= —%-[evdg Substitutionsregel: dz - ¢'(z) = dg
= —Z-ef integriert ([ e* = e*)
= —22—5 - gl0-cos(52) riicksubstituiert
Angebotene Lésungen:
8-€5% - cosx —8-e%% . cosx Z . gl0cos(5) 2 .sin(5x) - e!0cos(52)
8. COS(5 1.) . e” IE 8. 610»005(5 x) 7% -COS(5 x) . el0z 9. elO»cos(5z)
_8. COS(5 1.) . eT 7% . sin(5 1.) . e10-(:05(5x) _8. e10-(:05(5 x) 7% . e10-(:05(5 x)
Fehlerinterpretation:
8- €5 . cosx DF: Losung geraten
—8-e5% . cosx DF: Losung geraten
% - gl0-cos(52) RF': falsches Vorzeichen
% -sin(5x) - gl0-cos(5x) DF': Losung geraten
8- cos(bx)-e” DF: Lésung geraten
[6] 8- el0cos5o) DF: Falsch substituiert
7| —=-cos(dx)-e : Losung geraten
: 5 102 DF: Losung g
2. gl0-cos(52) DF: Falsch substituiert
9] —8-cos(ox)-e : Losung geraten
8 5 * DF: L gg
—% -sin(5 ) - e!0cos(52) DF: Losung geraten
—8 . l0cos(52) DF': Falsch substituiert
722_5 . 610~cos(5 x) I‘lChtlg



MV 04 Blatt 12 Kapitel 8.4 Substitution
Produktregel Integralrechnung Nummer: 50 0 2004120004 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

Aufgabe 12.1.2: Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f: [0,4] = R f(z) = v/9 — 324 - 22,
Parameter:

r, = geloste Zahlen, z,, >0, n=1..2. 3 := x%, Ty = T3 x%

Die Funktion lautet: vas — x4 - 22.

In dieser Aufgabe sind z; = 3 To =06 r3 =9 x4 = 324.
Erklidrung:

Diese Funktion kann mit der inneren Substitution integriert werden:

/ flg)dg = / fl9(x)) - ¢'(2) da

2

Dabei soll die Wurzel durch die Gleichung (*) sin®z = 1 — cos? # verschwinden.

Das in der Rechnung entstehende [ sin? z berechnen wir wie folgt:

f sinx - sinzx = —cosxr - sinx — f —CcOoSx - COST
f U/ . v = u . v — f U . v

Dies ist aber nur scheinbar ’im Kreis’ gerechnet:

[sin®’z = —cosz-sinx+ [cos?x siehe oben
= —cosz-sinz+ [(1 —sin®x) mit Formel (x)
= —cosz-sinz4az— [ sin?x  Linearitit des Integrals

Addition von [ sin®x ergibt:

. 9 . .9 T — CcosSx-sinx
2. | sin“r=x—cosz-sinz = sin xzf.

In der Rechnung entsteht weiterhin ein Ausdruck der Form sin(arccos ). Diesen Ausdruck berechnen wir wie
folgt: Sei y = arccos z, dann gilt:

siny = (+)y/1—cos?y nach Formel (%)

= /1 — cos2(arccos ¥) y = arccos x

=1 —z? cos(arccos x) = x

Damit ist sin(arccos x) = (£)v1 — 22.
Rechnung:
Zuerst klammern wir 9 aus: V9 — 32422 = /9-(1—-36-22) = 3-v1—36-22.




Jetzt substituieren wir x(t) := C";t, t kann im Bereich von 0 bis § gewihlt werden.

[3-V1=36-22dc = [3-4/1-36-(2L)2dx Substitution
= 3-[V1—cos?t -2’ -dt mit dz = 2’ - dt
= 3. [Vsin®t - =St gt p = —sint

6

= 3 [|sint|. =St gt

= %~fsin2t~dt t €0, 3]

— _% . t—costssint siehe oben

= —1.(arccos (6z) — cosarccos (6 ) - sinarccos (6z)) t = arccos (6x)

- ,i - (arccos (62) — 62 - \/1— (6)2) sin(arccos (6x)) = /1 — (6 x)2

Angebotene Lésungen:

1+ (6z-+/1—(62)%— arccos (6x)) w
9. (1+36-Zz2)3/2 [[] 3z+9- 22
1-(x-4/1—(6x)%2—6 areaccosh x) 1-(6x-/1—(62)%— areaccosh (6x))
1+ (‘areaccosh (6)) 5] 9- \/ﬁ
1 - (arccos (6 x)) 1 (z-v1—622% — 6arccos z)
6-(1—36-2:2)3/2
ca-see)? 162
Fehlerinterpretation:
1-(6x-/1—(62)% — arccos (6x)) richtig
(% -362%) DF: Falsche Substitution
9 (1436-z2)3/? . s
R DF': Falsche Substitution
3x+9- 22 DF: Wurzelrechnung falsch
1-(x-4/1—(6x)%2—6 areaccosh x) DF: Falsche Substitution
[6] % -(6x-+4/1—(6x)% — areaccosh (6z)) DF: Falsche Substitution
5 - (‘areaccosh (6)) DF: Antwort geraten
9. \/4— DF: Funktion abgeleitet
1—(6x)2
1 - (arccos (6 x)) DF: Antwort geraten
1 (z-V1—6222 — 6arccos z) RF: Viele falsche Faktoren
W DF: Falsche Substitution
162 GL: geratene Losung
MV 04 Blatt 12 Kapitel 8.4 Substitution
keine Integralrechnung Nummer: 63 0 2004120003 KlI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W

sin(tan(5x))
cos?(5x)

Aufgabe 12.1.3: Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f: [0, ;) = R f(z) =5-
Parameter:
xr, = Faktoren der Funktion, z,, > 0, n =1..2.

sin(tan(zg z)) )

Die Funktion lautet: z; - cos? (23 2)



In dieser Aufgabe sind 1 =5 To = .
Erklirung:

Diese Funktion kann mit der dufleren Substitution integriert werden:

[ @) -g@ar = [ 1)dg

Beachten Sie dabei, dass gilt:

(tan(az)) = (Z;EZ% ) Definition des Tangens
_ acos(az)-cos(aiz);;(i;l;(;;z)-(7asin(az)) Quotientenregel
_ alcos? (C‘ngg ETEQ (az)) zusammengefasst
= ﬁ“((w) cos?z +sin®z =1
Rechnung:
f5 . % de = 5- f ilons(zg(gmgg dx mit g(z) = tan(b )
= 2. [sin(g(x))- WEESI) dx  Erzeugung der inneren Ableitung

= 1 [sin(9(x))-¢'(x) dz  mit ¢'(2) = o

= 1- [sin(g(x)) dg Substitutionsregel: dz - ¢'(x) = dg
= 1:-—cosg integriert ([ sinz = — cosz)
= —1-cos(tan(5z)) riicksubstituiert
Angebotene Lésungen:
—25 - cos(tan(5 x)) 25 - In| cos(5 x)| —25 - cos(bx) [¢] 25-tan(5x)
1-In|sin(5z)| —1 - cos(tan(5 z)) 25 - In|sin(5 x)| —25 - sin(tan(5 z))
1-In]cos(5x)] 1 cos(tan(5 x)) 25 - sin(tan(5 x)) 25 - cos(tan(b x))
Fehlerinterpretation:
—25 - cos(tan(5 z)) DF: Mit innerer Ableitung multipliziert
25 - In | cos(5 z)] DF: Losung geraten
—25 - cos(b x) DF: Lésung geraten
[¢] 25-tan(5x) DF: Lésung geraten
1-In|sin(5z)| DF: Losung geraten
—1 - cos(tan(b z)) richtig
25 - In |sin(5 x)| DF: Losung geraten
—25 - sin(tan(5 z)) DF: Falsch integriert
1-In]cos(5x)] DF: Lésung geraten
1 cos(tan(5 x)) RF: Vorzeichen falsch
25 - sin(tan(5 x)) DF: Falsch integriert
25 - cos(tan(b x)) DF: Mit innerer Ableitung multipliziert
MV 04 Blatt 12 Kapitel 8.4 Substitution
Produktregel Integralrechnung Nummer: 83 0 2004120005 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W%



Aufgabe 12.1.4: Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f: R — R f(z) = (T2 — 14) - %13,

Parameter:

z, = Koeffizienten der Funktion, z,, >0, n=1..4 25 > 1.
Die Funktion lautet: (72 — 14) - €53,

In dieser Aufgabe sind x1 =7 a3=14 23=6 x4 =3.
Erklidrung:

Diese Funktion kann mit der Produktregel integriert werden:

/u’w = u~vf/u~v’.

Dabei ist v normalerweise die e— Funktion und v das Polynom.

Die Faktoren werden unter anderem mit linearer Substitution integriert: [ e

Rechnung:
r_ 6x+3 _ et
Die Roll ilung ist: weo=c - U= T
ie Rollenverteilung ist v = Tr—14 = o = T
Damit gilt
6 x+3
[ (Tz—14) - o = (Tz—14) . 7
| v T = v Cu
_  76x-146 62+3
_ 42 gggl . bot3
Angebotene Lésungen:
(%12 o 141.) . 6312+3:c 7124—814$ . e7x+3 7124—814$ .
4 — 42—
25391 . 66$+3 421I4491 . 66$+4 21I4491 . e7$+4
42§391 . eBrtd (La? — %z) . eBrt3 42291 . (7o+3
Fehlerinterpretation:
(2% — 142) - € 2 +3z DF: Falsch integriert
”24% ceTet3 DF: Falsch integriert
”24% ceTotd DF: Falsch integriert
[4] ”24% - ebrta DF: Falsch integriert
422491 (Outs DF: Falsch integriert
[o] 22291 cOutd DF: Falsch integriert
422°91 . gTatd DF: Falsch integriert
(422 —21) - S5+3 DF: Abgeleitet
22491 . botd DF: Falsch integriert
(Gx? — Lx) - bots DF: Falsch integriert
42291 . gTat3 DF: Falsch integriert
42 gggl . 66I+3 I'lChtlg
MV 04 Blatt 12 Kapitel 8.4 Substitution
innere Integralrechnung Nummer: 91 0 2004120006 Kl: 14G
Grad: 80 Zeit: 30  Quelle: keine \W%

eaa:+b

a

eﬁ xz+3

6 x+3
6-6

|z| 7z24—814z . 66 z+4
[] (42z—21)-eboF3
42;;91 ~€6Z+3



Aufgabe 12.1.5: Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f: R - R  f(x) = Va2 — 18z + 706.
Parameter:

T, > 0, x, Quadratzahlen n =1..2.

Die Funktion lautet: \/22 — {221}z + {23 + 22}

In dieser Aufgabe sind z; =9 To = 25.
Erklidrung:

Diese Funktion kann mit der inneren Substitution integriert werden:

/ flg)dg = / fl9(x)) - ¢'(z) da

Dazu muss der Term unter der Wurzel zunéchst quadratisch ergdnzt werden.

Die Wurzel soll durch die Gleichung () cosh® z = 1 + sinh® z verschwinden.

x —x .
coshz := % sinhz :=

eT_e~®

Das in der Rechnung entstehende [ cosh?u berechnen wir wie folgt:

fcosh®udu = 1 [e*+2+e 2" du nach Definition des Kosinushyperbolikus
= i(‘f%u + 2u + 6:22“) integriert mit duflerer Substitution

Desweiteren wird eine Formel fiir die Umkehrfunktion des Sinushyperbolikus = areasinh y bendttigt:

et —_e~®

sinhr=F—=y & e"-2y—e =0 Multiplikation mit 2
& e _2y.eT—1=0 Multiplikation mit e*
& uw-2y-u—1=0 Substitution e” = u
& U= 2yEV AT V;yZJA Mitternachtsformel
< z12=1In(yt+/y2+1) Riicksubstitution
< z12=1In(y++/y2+1) Der ln ist nur fiir positive Argumente definiert

Rechnung:

2
(-9
Va2 —18z+706 = /(z—92—-81+706 = +/(z—92+625 = 25. (:”25 ) +1

Nach dieser quadratischen Ergénzung kann man die innere Substitution mit Sinushyperbolikus erkennen:

=9 . o3 .
5= sinh ¢:

JVa? —182+706 dx = [25- (962—;9)2 +1 dx siehe oben
= 25-[/(sinht)2+1 da L9 = sinht

= 25- [+/(cosht)? 2’ -dt (%) und innere Substitution

= 25 [|cosht| -25cosht-dt z' = (25sinht+9)" = 25cosht

= 625- [cosh®t-dt cosht > 0
= 62 (—eu + 2t + 672t) mit oben
1\ 2 -2
z—9 x—9 z—9
_ inh (X =7y = 2 it oilt:
t areasinh ( 5 ) In ( 55 T ( 55 )2+ 1) damit gilt:



25 (62-1n<’“259+ (2=2)241) o2 n( 52+ (’“259)2+1))

—
~
&
|
=2

2 +21n(12_;9+ (%)2"'1)"’ 3

xz—9

n (22 4+4/(552)2+1)2 In (2522 41/ (222 +1) 2
= %(e( ——— )+21n(””2—},9+\/(2—?)2+1)+6( T E )>

= (52 + (D + P+ AR+ (22 + 1) - (52 + (507 + ) 2)

Anmerkung des Verfassers:

Wenn ich gewusst hétte, was da rauskommt, héitte ich die Aufgabe wohl lieber gelassen, aber jetzt ist sie
schon fertig — viel Spafl beim weiter Vereinfachen und Fehlersuchen. Alle falschen Losungen sind willkiirliche
Schétzungen. Es liegt kein spezieller Fehler zu Grunde.

Angebotene Lésungen:
21824706
In(=557)

arcsinh (1/(%:2)2 +1)

95 (220 4\ (522002 + 12 + 4l + J(5R2)2 + 1) — (32 + /(3222 +1)?)
areasinh (Z=2)

25
In(z2—1824706)

25
. 2 —
arcsin (L—182+706 1§§+706)

2 _ 12z + 706

2.(2®—18z4706) 3
(TSemm )

. _ 2-(2?—182+706)%
areasinh (%22) + (w)

(22?)9)2+1)2+41n(22759+ (5122759)2_,’_1)_(22759_,’_ (22759)2_"_1)—2

(] [ IEIEIE X [ =]

arcsin (1/(%22)2+1)
arcsin (422)
Fehlerinterpretation:
In(2=182-706 ) DF: 10
arcsinh (y/(%2)? + 1) DF: 9
S8 (52 + /(507 + 12+ 4In(52 + (5522 + 1) — (552 +/(552)? + 1)) richtig
areasinh (222 DF: 1
25
In(z 712§)z+706) DF: 5
arcsin (£—18£+706 DF: 11
25
£ 122 4 706 DF: 4
3
2-(z®>—18z4706) 2 .
. r— (22 —18z+T7 2
areasinh (422) + (2(3(;3’2—18?6)2) DF: 7
UG IERVEETIC - S2V/CIREIRC . 2V/E-Jakay DF: 6
arcsin (y/(%:2)2 4+ 1) DF: 8
arcsin (422) DF: 2
MV 04 Blatt 12 Kapitel 8.4 Substitution
keine Integralrechnung Nummer: 98 0 2004120001 KI: 14G
Grad: 20 Zeit: 30  Quelle: keine W%

Aufgabe 12.1.6: Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f : R — R  f(z) =2 (5 -2 —10)8
Parameter:

r,, = Koeffizienten der Funktion, z,, >0, n=1.4, x3> x>



Die Funktion lautet: 1 - (x2 - @ — x3)%4.

In dieser Aufgabe sind z; = 2 To =25 z3 =10 T4 = 6.

Erklidrung:

Diese Funktion kann mit linearer Substitution und der Potenzregel integriert werden:

n+1 F b
/x"dx = 2 und /f(ax—i—b)dx = Flaz+b) wenn /f(ac)dx:F(x)
n+1 a
Rechnung:
J2-(5-2—-10)%z = 2-[(5-2—10)°dz Linearitdt des Integrals
= 2 [(9(z))%dz mit g(x) =5-2— 10
= 2. 96% lineare Substitution
= 2- 966_:11 . Potenzregel
= (5.2 —10)7 Riicksubstitution
Angebotene Lésungen:
2 (52— 10) 262) _ 9.105¢ L. (5-2-10) 60-(5-x — 10)°

2.(5-z)°

3
Mfg.m% [6] 2-(5-2-10)° 2-(5-2—10)°
2

L. (5.4 —10)7 262" _ 9. 1002 260" _ 90 I.(5-2—10)7
Fehlerinterpretation:
= (5-2-10)7 richtig
Q'(E’TI)G —2-10% DF: Binomische Formel nicht angewendet

L.(5-2-10) DF:

< Falsche innere Ableitung

DF:
DF:

Binomische Formel nicht angewendet
Falsche innere Ableitung

[1] 60-(5 -z —10)° DF: Abgeleitet
7
@ —2-10% DF: Binomische Formel nicht angewendet
[¢] ;5—2 (5.2 —10)8 DF: Integration vergessen
5 (5-a— 10)° DF: Integration vergessen
% —2-10% DF: Binomische Formel nicht angewendet
o] Y. (5.2—10)7 DF: Mit innerer Ableitung multipliziert
7 g
7
% — 21052 DF: Binomische Formel nicht angewendet
7
262)" 90,

2
I.(5-z—-10)7

Allgemeine Hinweise:
Bei weiteren Fragen, wenden Sie sich bitte an W. Schmid (sltsoftware @yahoo.de ).
Weitere Hinweise finden Sie auf unserer Veranstaltungswebseite unter: http: / / www.vorkurs.de.vu



