Backtracking
am Beispidl des Rucksackproblems

Volker Claus, Universitét Stuttgart

Angepasstes Exemplar aus dem Simba-
Projekt PAL fur die Teilnehmer der
Vorlesung "Formale Methoden fur

Wirtschaftsinformatik"
WS 02/03

17.1.03

© VC, Backtracking 1

Hinwelse:
Dieser Kurs sollte mit PowerPoint 97 angesehen werden.

Das Materia wird automatisch eingeblendet, ebenso erfol gt
ein automatischer Ubergang zur nachsten Folie.

Falls Ihnen dies zu schnell ist, so driicken Sie die rechte
Maustaste oder die Riuckwarts-Pfeil-Taste.

Ist es zu langsam, so klicken Sie mit der linken Maustaste, um
sofort den néchsten Gegenstand angezeigt zu bekommen.

Wenn das Zeichen

erscheint, so halt die Préasentation an, d.h. eswird nicht
automatisch weitergeschaltet, sondern Sie mussen mit % >

der Maustaste zur néchsten Folie Ubergehen.
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Defintion: Rucksackproblem

Gegeben sind n Gegenstande, deren Gewichte g,, 9y, .., 9,
seien. Der Rucksack hat eine maximale Tragfahigkeit von G
Gewichtseinheiten; wird er mit einem gréf3eren Gewicht
geflllt, reifdt er und wird unbrauchbar. Jeder der Gegensténde
hat zusétzlich einen Wert (auch "Wichtigkeit" oder "Nutzen"
genannt), der mit w,, w,, ..., w,, beziffert wird. Man soll den
Rucksack nun mit Gegenstanden so fiillen, dass alle
eingepackten Gegenstande hochstens das Gewicht G besitzen
und dass deren Wichtigkeit mindestens einen vorgegeben
Wert W erreicht.
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Z .B. die Gegenstande
2 und 4 einpacken:

G = Tragvermogen
des Rucksacks

0 0. O 94 Os
w, w, W, w, Wy
Esmuss gelten:

Gewicht im Rucksack: g,+9,< G
Angestrebt wird beim Einpacken:
Wert (Wichtigkeit): w, + w, 2 W
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Anwendung: Auf eine U-Boot- oder eine Weltraumfahrt darf
jede(r) Mitreisende personliche Gegenstande eigener Wahl
mitnehmen, die pro Person ein Gesamtgewicht G nicht Gber-
steigen; jede(r) wird sie so auswahlen, dass der erwartete
personliche Nutzen dieser Gegensténde mdglichst grofd wird
bzw. einen vorgegebenen "Nitzlichkeitswert" W Ubersteigt.

Ahnliche Anwendung: Bei der Konzipierung eines Autos
kann man viele verschiedene Annehmlichkeiten einbauen,
z.B. Klimaanlage, kleine Elektromotoren fur alle moglichen
Hilfen, einen Wassertank, einen grof3eren Benzintank, eine
kleine Bar, diverse Computer, stabilere Achsen usw. Es
passt aber nicht alles raum- oder gewichtsmaldig hinein. Man
wird daher (auf Grund von Kundenbefragungen) diesen
Geréten eine Wichtigkeit zuordnen und muss dann ermitteln,
wie man den Nutzwert moglichst grof3 machen kann unter
der raumlichen oder gewichtsmél3igen Nebenbedingung.
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Zahlen-Beispiel 1: G=12, W=6, n=4
Folge der g;: 4 5 6 9
Folge der zugehorigen wi: 2 3 3 6

Finden Sie eine geeignete Teillmenge!

Sicher haben Sierasch eine L sung gefunden.

Vielleicht diese:

Teilfolge der Gewichte g;: 5

Zugehorige Teilfolge der Wertew;: 3

Kontrolle: 5+6=11<G=12
3+3=6=2W=6

Hinweis 1: Es gibt noch eine weitere Losung: g, =9 mitw, = 6.

Hinweis 2: Setzt man W = 7, so gibt es keine Ldsung.

6
3
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Zahlen-Beispiel 2: G=40, W =15, n=8

Folge der g;: 6 7 8 9 911 13 15
Folge der zugehdrigenw;: 2 2 3 4 5 5 6 5
Eine geeignete Teilmenge lautet:

Teilfolge der g;: 6 7 8 9 9
Zugehdrige Teilfolge der w;: 2 2 3 4 5

Kontrolle:
6+7+8+9+9=39<G=40
2+2+3+4+5=16=>=W =15

Versuchen Sie, weitere geeignete Tellmenge zu finden!
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Zahlen-Beispiel 2. G=40, W=15, n=8
Folge der g;: 6 7
Folge der zugehdrigenw;: 2 2

8 9 911 13 15
3 455 6 5

Es gibt weitere Losungen, zum Beispidl:

Teilfolge der g;: 11 13 15
Zugehdrige Teilfolgeder w;: 5 6 5
Kontrolle:

11+13+15=39<G=40
5+6+5=16=2W=15
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Zahlen-Beispiel 2: G=40, W=15, n=8

Folge der g;: 6 7 8 9 911 13 15
Folge der zugehdrigenw;: 2 2 3 4 5 5 6 5
Noch eine L6sung, sogar mit groferer Wichtigkeit:
Teilfolge der g;: 7 9 11 13
Zugehtrige Teilfolgeder w;: 2 5 5 6
Kontrolle:
7+9+11+13=40<G=40
2+5+5+6=18>2W =15
Es gibt noch mehrere weitere Losungen, aber keine mit
grofRerer Wichtigkeit als 18. Bitte selbst untersuchen.
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Zahlen-Beispidl 3: G=300, W =100, n=10
Folge der g;: 263042 46 576070838394
Folge der zugehdrigenw;: 8 613 121523223029 34

Versuchen Siein 4 Minuten, eine L 6sung zu finden!
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Zahlen-Beispid 3: G=300, W =100, n=10
Folge der g;: 26 30 42 46 57 60 70 83 88 94
Folge der zugehdrigenw;: 8 61312152322 3029 34

Eine L6sung hierzu (es gibt weitere):

Teilfolge der g;: 57 60 83 9
Zugehtrige Teilfolgederw;: 15 23 29 34

Kontrolle:
57+60+88+94=299<G=300
15+23+29+34=101>=W =100
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Gibt es weitere Losungen fur dieses Beispiel? Dies lésst sich
durch ein systematisches Probierverfahren nachprifen, das
auf folgendem Prinzip beruht:

Man betrachtet einen Gegenstand, z.B. den letzten mit der
Nummer n, und ermittelt, wie eine Losung aussieht, zu der
dieser Gegenstand gehort, und wie eine Losung aussieht, zu
der er nicht gehort.

Diese Uberlegung fiihrt zu dem folgenden Prinzip der

Aufspaltung des Problems in (zwel) Tellprobleme.

1
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Man zerlege das Problem

in die beiden Probleme

P1) [Telfolgeg,, g, -, G, deren Summe nicht groler s G

und

P2) Telfolgeg,, g, --» G, deren Summe nicht groler as G-g,,

ZuG,W, g;, 9, ..., g, und wy, w,, ..., w, finde man eine
Teilfolge g, g, -, G, deren Summe nicht grofer als G und
deren zugehdrige Summe w;, +w;, + ... +w; =2 Wist.

ZuG,W, g;, 0, .-, G.p UNd Wy, W,, ..., W, finde man eine

und deren zugehorige Summe w;, +w;, + ... +w; =2 W ist.

Zu G-g,, W-w,, 0;, O, ---, G,.; und wy, ..., w,,; finde man eine

und deren zugehdrige Summe w;, + w;, + ... + w; = W-w,, ist.

Dieses Prinzip ist unmittelbar klar: Wenn es eine Ldsung fur P
gibt, dann gehdrt der n-te Gegenstand entweder zur Losung und
dann hat P2 eine Lésung, oder er gehort nicht zur Lésung und
dann hat P1 eine Lésung. Gibt es andererseits keine Losung for
P, dann kénnen weder P1 noch P2 eine Ldsung haben.

Also kann man die Frage, ob P eine Lésung hat, auf die Frage
zurckfuhren, ob P1 oder P2 eine hat. Genau dieses besagt
obiges Prinzip. Man hat damit ein "Problem der Gréfe n" auf
zwei "Probleme der Grélze n-1" zurtickgefuhrt.

Das zugehorige Verfahren veranschaulicht man durch eine
sténdige Aufteilung in zwei Unterprobleme; man verfolgt beide
Zweige (nacheinander) weiter, bis man unmittelbar entscheiden
kann, ob eine Lésung vorliegt oder nicht; diesist spétestens der
Fall, wenn alle Elemente ausgesondert wurden (also fur n=0).

17.1.03
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Veranschaulichung am Zahlen-Beispiel 1. G=12, W=6, n=4
Folge der g;: 4 5 6 9
Folge der zugehdrigen w;: 2 3 3 6

G, W sowie G-g,, W-w,, sowie
On Wy, entferV \gAn W, entfernen
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G, W sowie G-g,, W-w, sowie
ds4 W, entfernen N, w, entfernen
Ist bereits
. eine Losung

G, W sowie G-gA\W-w; sowie G, W sowie G-gA\W-w; sowie
O3, W3 fernen Os, W3 fernen Oa, W3 fernen Oa, W3 fernen
G, W sowi G-gz\W-w, sowie G, W sgiliie G-g5\W-w, sowie
9, W, enyfernen s, W, Nntfernen g, W, fntfernen 95 W, Xtfernen .. g
Uberflissig

el
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Systematisch alles durchprobieren:

L dsung, wenn
G=0und W<0

- 5
: ! LGsun
% @ @ @ 93
Dort, wo im néchsten

w o

Schritt das Gewicht G

i & in jedem Fall negativ
keine Losungen wiirde, bricht man ab!
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Ein vollstéandiges Probierverfahren durchléuft also einen (auf die Spitze
gestellten) "Baum", bei dem sich nach unten in jedem Schritt die Zahl der
durchzuprifenden Félle verdoppelt. Hin und wieder kann man an einer
Stelle abbrechen, weil G negativ wird, aber hierdurch wird der Baum in der
Regel nicht wesentlich kleiner. Dieses regel maidige Verdoppeln fihrt zu
einem "exponentiellen Wachstum™ des Baumes und damit zu einer sehr
hohen Laufzeit: Wenn man n Gegenstande vorgibt, so muss man mit 2"
Zeiteinheiten rechnen. Auch moderne Computer kénnen dies héchstens bis
n=35 in angemessener Zeit durchfihren. Fur grof3ere Probleme muss man
nach anderen Verfahren suchen.

Dieses systematische Durchsuchen aller mdglichen Félle bezeichnet man as
Backtracking (Ruckverfolgen), bei dem man den Baum algorithmisch von
rechts nach links durchlduft: Man wahlt immer zunéchst den rechten Zweig,
ohne sich um alles, was links steht, zu kiimmern, und sobald man auf den
Fall stofdt, dass G negativ wird, geht man zurtick auf die dartiber liegende
Ebene und verfolgt dort den linken Zweig weiter. [Hier kann man links und
rechts beim Durchlaufen natlrlich auch generell vertauschen.]

17.1.03

© VC, Backtracking 18



Um eine Vorstellung von dem Wachstum des Baumes aller
moglichen Félle zu bekommen, ist auf der néchsten Folie die
Verdoppelung in jedem Schritt dargestellt. Auf der obersten (der
nullten) Ebene startet man mit =1 Moglichkeiten, dann folgen
auf der ersten Ebene 2% =2 M oglichkeiten, danach auf der
zweiten Ebene 22 = 4, dann 23 = 8 usw. Auf der i-ten Ebene
befinden sich 2! Moglichkeiten, so dass bei n Ebenen insgesamt
0+214+224+ 42+ +2"=2M1
Stellen in diesem Baum existieren, die auszuwerten sind. Die
Entscheidung, ob eine Losung vorliegt, fallt meist erst auf der
untersten, also der n-ten Ebene, auf der sich 2" Elemente (sog.
"Blétter") befinden.
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Verdoppelung auf jeder Ebene. Hier: neun Ebenen von 2° bis 28 Elementen:
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In unserem Beispiel konnteman bel G <0 abbrechen, weil die
nachfolgenden Falle keine Losungen mehr erlauben. Will oder
muss man in der Praxis ein Backtracking einsetzen, so wird man
versuchen, moglichst frih (also auf einer kleinen Ebene) die Félle
zu erkennen, unterhalb derer keine L ésungen mehr mdglich sind.
Anschaulich: Man muss moglichst friihzeitig die Zweige absagen,
die nicht mehr zu einer Ldsung fuhren konnen. Solche Verfahren
bezeichnet man a's Branch-and-Bound-Verfahren (Verzweige
und Begrenze), da hier wie beim Backtracking immer in zwel
oder mehr Unterbereiche verzweigt wird, aber bel bestimmten
Situationen auch der Unterbaum abgeschnitten und somit der
gesamte aufzubauende Baum deutlich begrenzt werden kann.

Branch-and-Bound-V erfahren sind meist stark vom jeweliligen
Problem abhangig, so dasswir es bei dieser
allgemeinen Bemerkung belassen wollen.

17.1.03 © VC, Backtracking

Definition: Allgemeines Rucksackproblem

Gegeben seien zwei natlirliche Zahlen G und W und eine
Menge von n Gegenstanden, wobel jeder Gegenstand durch
zwel natirliche Zahlen g, und w;, sein Gewicht und seinen
Wert, charakterisiert ist.

Frage: Gibt es eine Teilmenge von Gegenstanden, so dass die
Summe ihrer Gewichte kleiner a's G und die Summe ihrer
Werte grof3er als W sind?

Formal:

Gi eine Tellmenge{iy, iy, ..., 1} Menge{1,2, ..., n} mit
§ g <G wa P W=2W 2
j:]_ J J:l J
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Spezidfall: Man setze das Gewicht gleich dem Wert (diesist
der Fall, wenn die Gegenstande bei spiel sweise Goldklumpen
sind). Dann erhdt man:

Definition: Spezielles Rucksackproblem

Gegeben seien eine natiirliche Zahl G und eine Folge von n
Zahlen g, gy, ..., G
Frage: Gibt eseine Teilfolge, deren Summe gleich G ist?

Formal:

| Englische Bezeichnung:

Gibt es eine TeWg e{iy lay .ol } der Menge{1, 2, ..., n} mit
TELE
j=1 "Subset Sum"

17.1.03
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Erneuter Spezialfall: Gerechte Erbschaftaufteilung

Das spezielle Rucksackproblem umfasst zugleich das
Erbschaftsproblem: Jemand hinterl&sst seinen zwei Erben
n Gegenstande im Wert gy, 0,, ..., 0,

Gibt es eine Aufteilung, so dass beide Erben den gleichen
Wert erhalten, d.h., gibt es eine Teilmenge{i, i, ..., i,} der
Menge{1, 2, ..., n} mit

2 9=G woeG=(2 g)/2 ?
j=1 i=1

(Falls die Summe der g; nicht geradzahlig ist, so runde man nach unten
oder verbiete solche Gewichte; die volle Schwierigkeit des Problems
steckt bereits in den geradzahligen Summen.)

Englische Bezeichnung:
"Partition”

23
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In der englischsprachigen Literatur werden das spezielle
Rucksackproblem als " Subset Sum" und das Erbschafts-
problem als "Partition" bezeichnet.

Das Erbschaftsproblem sieht harmlos aus; es sind aber bis
heute nur Algorithmen bekannt, die im allgemeinen Fall
eine LOsung, sofern sie existiert, in exponentiell vielen
Schritten liefern, also mit einem Aufwand proportional zu
d" fur eine Konstante d > 1 (n = Zahl der Gegenstande).

Untersuchen Sieein Beispidl:

17.1.03
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Beispid:

Fur das Erbschaftsproblem betrachte folgende 20 natirlichen
Zahlen (bereits geordnet aufgeschrieben, ihre Summe ist 1300
und somit G = 650):

32, 35, 40, 41, 44, 46, 51, 59, 60, 64,
72,75, 76, 78, 80, 85, 86, 89, 92, 95

Die Frage lautet also: Man stelle fest, ob es eine Teilfolge
dieser Zahlen gibt, deren Summe 650 ist.

Wer solche Zahlen einige Male untersucht hat, wird spontan
behaupten, dass es zu obigem speziellen Beispiel eine Losung
geben wird. Warum?

17.1.03
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Erlauterung dieser spontanen Behauptung:

Folgende Uberlegung besagt, dass es fiir unser Beispiel mit
recht hoher Wahrscheinlichkeit eine solche Teilfolge gibt:
Insgesamt existieren 22°, also ungefahr eine Million Teilfolgen,
deren Summen zwischen 0 und 1300 liegen missen. Esist sehr
unwahrscheinlich, dass die Zahl 650 nicht unter diesen eine
Million Zahlen sein sollte.

Damit haben wir eine solche Folge aber noch nicht. Doch bei
so hohen Wahrscheinlichkeiten kann man einige Zahlen
einfach vorgeben (z.B. 40+60+80+85+95=360) und darauf
hoffen, die Erganzung (also 290) leicht zu entdecken. Durch
Probieren findet man diese auch innerhalb kurzer Zeit (z.B. 32,
41, 59, 64, 92 oder 51, 72, 78, 89), so dass z.B. die Teilfolge
32, 40, 41, 59, 60, 64, 80, 85, 92, 95 das Problem |6st.

Gefundene Teilfolge (rot): 32,35,40,41,44,46,51,59,60,64,72,75,76,78,80,85,86,89,92,95

17.1.03
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Nimmt man dagegen 20 Zahlen, die oberhalb von 2% liegen,
dann ist die Chance, dass die Erbschaft sich genau in zwel
Telleteilen l&sst, i.A. sehr gering; denn dann liegen die eine
Million Summen der Teilfolgen ebenfalls oberhalb von 2%
(ungefdhr eine Milliarde), und dann ist es sehr unwahrschein-
lich, dass sich eine vorgegebene Zahl unter diesen Summen
befindet.

Wahlt man aber die 20 Zahlen so, dass ihre Summe ungefahr
220 betragt, dann besteht immer noch eine hohe Chance, eine
vorgegebene Zahl als Teilsumme darstellen zu kénnen. Bei 21
lage die Wahrscheinlichkeit in der Grélenordnung von 0,5.
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Fassen wir zusammen: Zu n Zahlen, deren Summe 2.G ist, gibt
es 2" Teilfolgen, deren Summen zwischen 0 und 2:G liegen
mussen. Je tiefer G unterhalb von 2" liegt, um so eher kann man
damit rechnen, eine zuféllig gewéhlte Teilfolge, deren Summe
kleiner G sai, durch Ausprobieren zu einer LAsung ausbauen zu
konnen. Je stérker G oberhalb von 2" liegt, um so geringer wird
(rein aus der Anzahl der M6glichkeiten betrachtet) die
Wahrscheinlichkeit, dass sich die Folge in zwei gleiche
Teilsummen aufspalten lasst. Man mussin diesem Fall meist ale
M o6glichkeiten durchprobieren, vor allem, wenn keine Ldsung
des Erbschaftsproblems existiert. Das Erbschaftsproblem ist also
voraussichtlich dann nur mit dem grofitmaoglichen Aufwand zu
|6sen, wenn alle n Zahlen groRer als 2™1/n sind, dain diesem
Fall sicher 2G > 2", also G > 2" gilt.

17.1.03
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Als Beispiel eignen sich daher besser die folgenden 20 Zahlen,
deren Summe 33.480.070 i<t d.h., G = 16.740.035.

1.976.834, 1.864.558, 1.755.621, 1.575.931, 2.169.504,
1.567.429, 2.001.571, 1.682.544, 1.289.337, 1.223.752,
1.884.283, 1.671.449, 1.400.530, 1.547.733, 1.338.626,
1.438.792, 2.010.563, 1.422.589, 1.863.866, 1.794.558

Wir haben nicht nachgeprift, ob fur diese Zahlen eine Losung
des Erbschaftsproblems existiert. Untersuchen Sie diese

Zahlen einige Minuten lang.

29

17.1.03

© VC, Backtracking

30

15



Systematisches Dur chtesten
(backtracking)

Das Backtracking-V erfahren haben wir am Beispiel des
Rucksackproblems bereits kennen gelernt. Es fuhrt ein
Problem mit Parametern auf sich selbst, aber mit anderen
Parameterwerten zuriick, wobel die maximale Rekur-
sionstiefe meist durch die Eingabewerte vorab feststeht.

Erinnerung an frihere Folien:

Dort wurde das Prinzip des Backtrackings speziell fur das
Rucksackproblem angegeben. Wir formulieren es nochmals
in sehr allgemeiner kurzer Form (im algemeinen Fall kann
das Problem in mehr als zwel Teilprobleme zerlegt werden,
siehe spéter "Binpacking"):
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Man zerlege das Problem
P P mit Parametern aund k

in die beiden Probleme

pr) P mit Parametern a, und k-1
und

rz) P mit Parametern a, und k-1

Falls eine Terminierungsbedingung erfillt ist (z.B. k=0, wobel
k in irgendeiner Weise auch die Rekursionstiefe mitzahlt), wird
die Aufspaltung nattrlich nicht mehr durchgefihrt, sondern es
wird getestet, ob eine LAsung vorliegt usw.

Vor und nach dem rekursiven Aufruf muss man das Problem in
der Regel anpassen bzw. diese Anpassung riickgangig machen.
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Dies l&sst sich unmittelbar als Prozedurschema fur das
Backtracking (abgekirzt durch BT) formulieren:

procedure BT (a, k);
begin
if Terminierungsbedingung erfiillt then ....
else passe das Problem an die erste Rekursion P1 an;
BT (a, k-1);
mache diese Anpassung wieder riickgéangig und
passe das Problem an die zweite Rekursion P2 an;
BT (a, k-1);
mache diese Anpassung wieder riickgéngig

17.1.03
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Anwenden auf das Rucksackproblem:

DieVariablenn, G, W: natural und g, w: array [1..n] of natural
seien global. Sie enthalten die einzugebenden Werte fir das
Rucksackproblem.

Der Parameter a, bzw. a, aus dem Schema fir das Backtracking
ist beim Rucksackproblem das Paar (G, W) bzw. (G-g,, W-w,).
Nun wird man hierbei nicht die vorgegebenen Werte fir G und
W veréndern, vielmehr wird man sich zu jedem Zeitpunkt das
Gewicht, das noch in den Rucksack maximal hinein gegeben
werden kann, merken (Variable RestG) sowie den Wert (die
Wichtigkeit), die noch bis zum Erreichen von W fehlt (Variable
RestW). Die Parameter sind also (neben der noch verbleibenden
Lange k der Folge) RestG, RestW: integer, die anfangs auf den
Wert von G bzw. W zu setzen sind. ("integer” statt "natural”, da
diese Werte beim Subtrahieren negativ werden konnen.)

17.1.03
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Nochmals. Die Variablen n, G, W: natural und g, w: array [1..n] of natural
seien global. Die Parameter RestG, RestW, k: integer (anfangs auf den
Wert von G bzw. W bzw. n zu setzen) enthalten die aktuellen Daten fir das
restliche, noch mogliche Gewicht, fir den bisher im Rucksack noch fehlen-
den Wert und fir "n minus der Tiefe der Rekursion”.

procedure Rucksack (RestG: integer, RestW: integer, k: integer);
begin
if k=0 then if (RestG=0) and (RestW<0) then "Esgibt eine Losung" fi
else Rucksack (RestG, RestW, k-1);
Rucksack (RestG-g[k], RestW-w[K], k-1)

end;

Sobald die globalen Variablen n, G, W, g und w mit den richtigen Daten belegt
sind, wird diese Prozedur mittels Rucksack (G, W, n) aufgerufen.
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Diese Prozedur liefert nur eine Ja-Nein-Entscheidung. In der
Regel mdchte man auch mindestens eine Lésung, d.h., die
Teilfolge ermitteln. Hierzu legen wir ein globales Boolesches
Feld ja array [1..n] of Boolean an. Am Ende der Rekursionen,
d.h., bei k=0, gibt jgi] jedesMal an, ob dasi-te Element der
Folge zur aktuell betrachteten Teilfolge gehort oder nicht.

Das Feld jawird anfangs mit false initialisiert. Immer, wenn
man in die zweite Rekursion verzweigt, in der g[k] und w[k]
von RestG bzw. RestW abgezogen werden, d.h., in der das
Element k zur Teilfolge hinzu genommen wird, wird ja[k] auf
true gesetzt. Kehrt man aus dieser Rekursion zurtick, muss ja k]
wieder auf false zuriickgesetzt werden.

Zur Erinnerung an frihere Folien: Eine Loésung liegt vor, wenn
RestG =0 und RestW <0 sind; man kann zusétzlich k=0
annehmen (klar).

17.1.03
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Globale Variable: n, G, W: natural; g, w: array [1..n] of natural;

ja array [1..n] of Boolean;
Initialisierung: n, G, W und die Felder g und w werden eingelesen; das Feld
jaist anfangs komponentenweise auf false zu setzen.

procedure Rucksack (RestG: integer, RestW: integer, k: integer);
var i: natural;
begin
if k=0 then
if (RestG=0) and (RestW<0) then {L&sung gefunden}
fori:=1tondo if jai] then drucke(i) fi od;
{hier: moglicher Abbruch} fi
else Rucksack (RestG, RestW, k-1);
jaK] := true; Rucksack (RestG-g[K], RestW-w[k], k-1); ja[k] := false

end;

Will man nur eine Lésung haben, so bricht man die Prozedur an der Stelle
{hier: mbglicher Abbruch} ab. Anderenfalls werden alle Ldsungen berechnet.
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Dieses Schema des Backtrackings wenden wir nun noch auf das
spezielle Rucksackproblem an. Zur Erinnerung die Definition:

Gegeben sind nattirliche Zahlen n und G und eine Folge von
n nattrlichen Zahlen g,, g,, ..., g,. Gibt es einerTeiImenge

Zgij:G i
=1

{1, 15 - 1.} derMenge {1, 2, .., nf mit

n
Liest man G nicht ein, sondern setzt man anfangs G:=%2 Z g
i=1

so erhdlt man das Erbschaftsproblem.

Das Programm fir das spezielle Rucksackproblem ergibt sich nun
unmittelbar aus dem Programm des Rucksackproblems.
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Globale Variable: n, G: natural; g: array [1..n] of natural;

ja array [1..n] of Boolean;
n und das Feld g werden eingelesen, G wird ebenfalls eingelesen bzw. beim
Erbschaftsproblem aus g berechnet; das Feld jaist anfangs komponenten-
weise auf false zu setzen. Prozedur fir das spezielle Rucksackproblem, die
mit SpezRucksack (G, n) aufgerufen wird:

procedure SpezRucksack (RestG: integer, k: integer);
var i: natural;
begin
if k=0 then
if RestG =0 then {L&sung gefunden}
fori:=1tondo if j&i] then drucke(i) fi od;
{hier: moglicher Abbruch} fi
else SpezRucksack (RestG, k-1);
jaK] := true; SpezRucksack (RestG-g[k], k-1); jalk] :=false
fi
end;

17.1.03
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Bei dieser Formulierung des Algorithmus bricht die Rekursion stets erst auf
der n-ten Stufe ab. Auch wenn RestG negativ geworden ist, arbeitet das
Verfahren weiter, obwohl keine Ldsung mehr moglich ist. Wir kdnnen die
Rekursion sicher abbrechen, wenn RestG kleiner als das Minimum der
verbleibenden Gewichte geworden ist. Wenn die Gegensténde nach der
Grole ihrer Gewichte geordnet vorliegen, so kann man also die Rekursion
auf jeden Fall abbrechen, wenn RestG < g[1] < ¢[2] < ... < g[K] ist, dadann
keine Verénderung an RestG mehr statt finden kann.

Dieses Abbruchkriterium fir die Rekursion bezog sich auf die Gewichte. Fur
den Wert W gilt etwas Ahnliches: Man kann abbrechen, wenn RestW echt
groRer ist as die Summe der noch nicht betrachteten Werte, d.h., wenn
RestW > w[1] + w[2] + ... + w[K] gilt. Um diese Summen nicht jedes Mal
auswerten zu mussen, berechnet man sie einmal zu Beginn; man setzt also
anfangsfurj=1,2, .., n

sumw(j] :=w[1] + w[2] + ... + W[]]
und bricht die Rekursion ab, falls RestW > sumw([K] gilt.
Wegen sumw[1] =w[1] und sumw[j] = sumw[j-1] + w[j] lassen sich diese
Zahlen sehr schnell berechnen.
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17.1.03

© VC, Backtracking

20



Die Abbruchkriterien fir die Rekursion lauten also:

k=0
RestG < g[l] bzw. RestG < ming (siehe unten)
RestW > sumw[k]

wobei der zweite und dritte Fall stets signalisieren, dass ausgehend von der
aktuellen Situation keine Losung durch weitere Rekursion gefunden
werden kann. Fir den zweiten Fall ist wichtig, dass die Zahlen sortiert
sind. Will man dies nicht voraussetzen, so muss g[1] durch das Minimum
"ming" der Menge{g[1], 9[2], ..., g[n]} ersetzt werden.

Wir entscheiden uns hier dafiir, keine Ordnung vorzugeben und ermitteln
daher das Minimum ming zu Anfang mit. Diese Berechnungen lauten also:
ming:=g[1]; sumw[1] :=w[1];
forj:=2tondo
if ming > g[j] then ming:=g[j] fi;
sumw(j] := sum[j-1] + w[j]
od

Damit ergibt sich folgendes Programm, das ein spezielles Backtracking,
namlich ein Branch-and-Bound-V erfahren darstellt.
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Globale Variablen: n, G, W, ming: natural; g, w, sumw: array [1..n] of natural;
ja array [1..n] of Boolean;

M

procedure Rucksack (RestG: integer, RestW: integer, k: integer);
var i: naturd;
begin
if k=0 then
if (RestG=0) and (RestW<0) then {L&6sung gefunden}
fori:=1tondo if jgi] then drucke(i) fi od;
{hier: mbglicher Abbruch} fi
elseif (RestG = ming) and (RestW< sumw[k]) then
Rucksack (RestG, RestW, k-1);
jak] := true; Rucksack (RestG-g[k], RestW-w[k], k-1); ja[k] := false

—

ifi

end;
begin .... < Einlesen der Werte fur n, G, W, g, w >;
for j:=1tondoja[j] := false od; ming := g[1]; sumw[1] := w[1];

Rucksack (G,W,n); ....
end.

for j :=2tondoif ming > g[j] then ming := g[j] fi; sumw([j] := sum(j-1] + w{j] od;
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Nachdem der Algorithmus nun ausformuliert ist, muss man ihnin eine
Programmiersprache tibertragen. Die Ubertragung z.B. nach C, Ada95 oder
Java sollte fir Sie kein Problem sein.

Hinweise: Bei dieser Ubertragung sind Eigenarten der Sprachen zu
beachten, z.B. die Angabe von oberen Schranken (statt dynamischer Felder)
oder die Tatsache, dass manche Compiler grof3e und kleine Buchstaben nicht
unterscheiden (G und g haben also dann den gleichen Bezeichner). Nicht
aufgefihrt sind die genaue Beschreibung der Dateien, aus denen die
Eingaben zu lesen oder in die die jeweiligen Ergebnisse zu schreiben sind.

Weiterhin muss man die Eingabeanwei sungen sowie Ergebnis- und
Kontrollausdrucke einfligen. In der Praxisist n=35 wegen der Laufzeit eine
obere Grenze fir die Anzahl der Gegensténde, es sei denn, die Werte fir G
und W liegen so glingtig, dass durch den Branch-and-Bound-Effekt nur ein
kleiner Teil des riesigen Baumes durchsucht werden muss.

Ein Pascal-Programm finden Sie auf der nachsten Folie.
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program Rucksackproblem; { Programm in PASCAL formuliert }
const max = 40;
var n, i, j:int; Gew, Wert, ming: longint; g, w, sumw: array[1..max] of longint;
ja: array [1..max] of Boolean;
procedure Rucksack (RestG, RestW, k: longint);
begin if k=0 then
begin if ((RestG >= 0) and (RestW <= 0)) then {L&sung gefunden}
begin writeln; for i:=1 to n do if ja[i] then write (i) end; writeln
end
else if (RestG = ming) and (RestW< sumw[k]) then
begin Rucksack (RestG, RestW, k-1);
jalk] := true; Rucksack (RestG-g[k], RestW-wl[k], k-1); ja[k] := false
end;
if k=n then writeln (Ende’)
end;
begin read (n);
if n > max then writeln (‘Eingabe gréf3er als ', max:3, ', Abbruch.")
else begin read (Gew); read (Wert); writeln; for i:=1 to n do read (g[i], w[il);
{Kontrollausgabe:} writeln ('Rucksackproblem mit Gewicht ',Gew:12,' und Wert 'Wert:12,".");
writeln (‘'Es sind ', n:12," Gegenstéande:'); for i:=1 to n do writeln (g[i]:10, * ', w[i]:10);
{Initialisierungen:} for j := 1 to n do ja[j] := false; ming := g[1]; sumw[1] := w[1];
for j := 2 to n do begin if ming > g[j] then ming := g[j]; sumw(j] := sum[j-1] + w[j] end;
Rucksack (Gew, Wert, n)
end
end.
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Wir haben das Rucksackproblem behandelt. Die Leser(innen)
konnen durch Weglassen und leichtes Modifizieren leicht
Programme flr das spezielle Rucksackproblem oder fur das
Erbschaftsproblem schreiben.

Gibt es weitere Probleme, die man mit Backtracking l6sen kann
(oder mangels besserer Verfahren [6sen muss)?

Am bekanntesten ist das Bin-Packing-Problem (BPP), daswir im
néchsten Abschnitt vorstellen werden. Wir werden zugleich zei-
gen, dass es eine Erweiterung des speziellen Rucksackproblems
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Binpacking

Ausgehend vom Fullproblem haben wir al's eindimensionalen
Sonderfall das Rucksackproblem und zwel Vereinfachungen
(spezielles Rucksackproblem, Erbschaftsproblem) vorgestellt,
die Lésungsmethode Backtracking herausgearbeitet und al's
Programm in einer Programmiersprache formuliert. Das
Backtracking ist ein sehr allgemeines Losungsverfahren fir
viele Probleme. In diesem Abschnitt wenden wir das Verfahren
auf das Binpacking-Problem (BPP) an, eines der dltesten
Probleme zum Thema Backtracking.
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Zum Vorgehen: Zunachst gehen wir wieder von einem
anschaulichen Beispiel aus. Als dessen Formalisierung erhalten
wir das BPP. Dann stellen wir das Binpacking mit anderen
Problemen in Beziehung und 16sen es anschlief3end mit der
Backtracking-Methode.

Beispielproblem: Ein Spediteur besitzt m Lastwagen des
gleichen Typs. Jeder Lastwagen darf mit maximal G
Gewichtseinheiten beladen werden. Eine Kunde mdchte n
Gegenstande, die jeweils die Gewichte gy, g,, ..., g, besitzen,
zu einem anderen Ort transportieren lassen. Reichen hierfr
die m Lastwagen aus? (Hier interessiert nur das Gewicht,
nicht die Form der Gegenstande.)
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Dieses Problem kdnnen wir unmittelbar in eine Definition fassen:

Definition: Binpacking

Gegeben: naturliche Zahlen G, m, n, g, 9y, ..., G-

Frage: Gibt es eine Aufteilung der n Zahlen g; auf m
Teilmengen, so dass die Summe der Zahlen in jeder Teilmenge
kleiner oder gleich G ist?

Der Name des Problems kommt vom englischen Wort "bin" =
Behdlter, Kasten. Diese Behdlter sollen optimal mit den n
Gegenstanden "bepackt” werden.
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Schauen wir uns das Problem an Beispielen an.

Beispie 1: m=4, G = 20, n = 10, die Gewichte der zehn Gegenstande:
0,=3, 9,=5, 9;:=6, 9,=6, 0=6, =7, 9= 7, gg= 8, G5=9, g;= 10.
Die Gegensténde wiegen insgesamt 67 Einheiten.

LIS LD LD

Nun mussen wir die Gegenstande einpacken!

0,:=3, 9,=5, 9:=6, 9,;=6, 0:=6, =7, 9= 7, Gg=8, 9= 9, g;;= 10
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Wir ordnen irgendwie von links nach rechts zu:

Wir priifen, ob das Maximalgewicht G=20 irgendwo Uberschritten wurde:

0,:=3, 9,5, 9:=6, 9,;=6, 0:=6, =7, 9= 7, Gg=8, 5= 9, g;;= 10

Also haben wir eine Losung gefunden. (Es gibt noch viele weitere, selbst suchen.)
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Beispid 2: m=4, G = 20, n = 10, die Gewichte der zehn Gegenstande:
9=5 9,6, g5=6, 0,6, 9= 7, 9=9, 379, 059, Go= 9, gy= 10.
Die Gegensténde wiegen insgesamt 76 Einheiten.

UL LD LD

gl= 5: 92= 6; gsz 6: g4= 6; g5= 71 ge: 9: g7= 9! gsz 9! gg: 9' glO: 10

Nun versuchen wir, die Gegenstande einzupacken.
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Wir ordnen erneut irgendwie von links nach rechts zu:

Wir priifen, ob das Maximalgewicht G=20 irgendwo Uberschritten wurde:

0:=5 0,76, 9:=6, 9,=6, 0=7, 9=9, 9~9, Gg=9, 9= 9, g;;= 10

Die"10" lasst sich hier nicht mehr unterbringen. Aber: Es gibt Losungen:
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Wir priifen, ob das Maximalgewicht G=20 irgendwo Uberschritten wurde:

=5, 8,6, 9:=6, 9,6, Os=7, 9=9, =9, 9= 9, G5=9, gyo= 10
Somit haben wir eine Losung fur Beispiel 2 gefunden.
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Beispiel 3: m=4, G = 20, n = 10, die Gewichte der zehn Gegenstande:
0=7, 977, 9=7, 9=7, 07, 9=7, =7, Gg=7, Q5= 7, Qo= 7.
Die Gegensténde wiegen insgesamt 70 Einheiten.

UL LD LD

0=7, 0=7, 9=7, 97, 0=7, 9=7, §=7, 9= 7, G= 7, Q1o= 7

Beim Einpacken werden wir offensichtlich scheitern; dennin jeden
Lastwagen passen wegen G = 20 htchstens zwei Gegenstande.

Beispiel 3 hat also keine Ldsung.

53
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Zur Einordnung des Problems:

Das BPP verallgemeinert das Rucksackproblem von einem auf
viele Rucksécke. (Hierbei setzen wir den zu erreichenden Wert
W auf 0.)

Wir zeigen nun, dass das spezielle Rucksackproblem (vgl.
dessen Definition) und das Erbschaftsproblem Sonderféle des

BPP fir m=2 Behalter sind.
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Hilfssatz 1:

Esseien eine natlrliche Zahl G und eine Folge von n Zahlen
01, O ---» O, gegeben. Bilde die Summe aller Gewichte
SG=g; +0,+ ... + g, Ohne Beschrankung der Allgemeinheit
sel 2G < SG. Dann gilt:

Das spezielle Rucksackproblem besitzt fir die Zahlen
G,nog, 0.0 Mt2G<SG)

genau dann eine Lésung, wenn das Binpackingproblem fur
SG-G, 2,n+1, gy, s s Gy G

mit g,,., = SG- 2:G eine Losung hat.
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Veranschaulichung: Gegeben sei das spezielle
Rucksackproblem fur die Zahlen
G=7,n=5, 9,=3, 0,72, 9572, 9,=5, 9s=4.
Dannist SG =16 und esgilt 14 =2G < SG = 16.
EineLosungist{1,23}: 3+2+2=7=0CG.
Hieraus entwickeln wir folgende Binpacking-Aufgabe:
Gegebenes spezielles Rucksackproblem:

Auffillen mit Behdtergrole:
On+1= (SG'G) -G - =
oG SG-G=9
l‘ L» \

/ / Lésung Den Rest o
Hier braucht einpacken einpacken 4 g'n&: Il_' (.ejf;; r: g
man die in Behélter 1 in Behélter 2 des BPP fii
Bedingung e ur
2G < SG, (paﬂ gmau) 5 9! 2! 6! glr gzr
d.h.g,,20. 93 9u 95, 2.
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(Formaler) Bewsels:

Wir beweisen zunéchst den Hilfssatz und erlautern dann, warum man

ohne Beschrankung der Allgemeinheit 2-G < SG annehmen kann.
Beweisrichtung " =":

Das spezielle Rucksackproblem fir G, n, gy, 0, -.., g, moge eine Lésung
haben, und zwar sei die Gewichtssumme der Teilmenge L={g;,, d;,, -, 9}
genau G. Wir fullen nun die Gegensténde dieser Teilmenge zusammen mit
dem (n+1)-ten Gegenstand in den ersten der beiden Behdlter. |hr Gewicht ist:
gil + giz Tt gir 0= G+ (SG-ZG) = SG-G,

der erste Behalter wird hierdurch also bis zu seinem Maximalgewicht geflllt.

Alle Gbrigen Gegenstéande fullen wir in den zweiten Behélter. Das Gewicht
aler dieser Gegensténde betrégt SG-G. Hierdurch wird also auch der zweite
Behélter bis zu seinem Maximalgewicht (SG-G) aufgefllt.

Diese Aufteilung auf die beiden Behdlter ist folglich eine Lésung des
Binpackingproblems fur SG-G, 2, n+1, 9,, Gy, -y Gy Oy Mit g,y = SG- 2:G,
was zu beweisen war.
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Beweisrichtung" 0O ":

Wenn eine Losung des BPP fir SG-G, 2, n+1, g;, Oy, ..., Gy Opeg Mt
Oniq = SG-2:G vorliegt, dann lassen sich die n+1 Gegenstéande auf zwei
Behdlter mit jeweils maximalem Gewicht SG-G aufteilen. Dieses
Maximal gewicht wurde geschickt gewahlt, denn es gilt:

2(SG-G)=SG-2G+SG =gy + 0 + G + ... + G,
Also werden durch die n+1 Gegenstande beide Behdlter bis zu ihrem
Maximal gewicht geflillt.

In einem der beiden Behalter muss der (n+1)-te Gegenstand mit dem Gewicht
Oniy = SG- 2:G liegen. Daer ganz geflillt ist, muss das restliche Gewicht in
diesem Behélter

(SG-G) - gy = (SG-G) - (SG-26) = G
sein. Folglich muss es eine Teilmenge der n Gegenstande geben, deren
Gewichtssumme gleich G ist, d.h., das spezielle Rucksackproblem fur
G, n, g, 9, ..., 9, hat eine Lésung, was zu beweisen war.

Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen.
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Nachtrag: Wir hatten behauptet, dass man ohne Beschrénkung der
Allgemeinheit 2-G < SG annehmen diirfe. Begrindung hierfir:

Es seien eine natlrliche Zahl G und eine Folge von n Zahlen g, 95, ..., 9,
gegeben. Bilde die Summe aller Gewichte SG=g, + g, + ... + g,. Wenn

dieses spezielle Rucksackproblem eine Lésung besitzt, dann gilt: Es gibt
eineTeilmengeL ={iy, iy, ..., i,} der Zahlen{1, 2, ..., n} mit

ngij:G-
=1

Dann gilt fir die anderen Gegenstande: Z g = SG-G.
ioL
Also bildet eine Ldsung bzgl. des Gewichts G zugleich eine Losung bzgl. des
Gewichts SG-G, indem man die komplementére Teilmenge
{1,2,..,n}-{i, i, ..., i,} verwendet. Wenn daher 2-G > SG ist, so 16se man
stattdessen das Problem mit dem Gewicht SG-G, denn hierfir gilt:
2:(SG-G) £ SG+SG-2:G < SG, d.h., dann ist die geforderte Bedingung erfullt.
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Bemerkung:

Beim Erbschaftsproblem ist sofort klar, dass es ein Binpackingproblem mit
2 Behdltern und der BehéltergrofRe SG/2 ist. Denn hier wird festgestellt, ob
sich eine Folge von n Zahlen so in zwei Teilfolgen zerlegen | &sst, dass
deren Summen gleich sind. Formal: Sei fir eine Folge von n Zahlen

0y, Gy --» G, die Summe aller Gewichte SG=g, + g, + ... + g,, S0 hat das
Erbschaftsproblem genau dann eine L ésung, wenn das Binpackingproblem
far SG/2, 2, n, g;, 9y, ..., 9, €Ne Lésung hat. Denn: Es gibt eine Teilmenge
L={i, i, ..., 1} der Zahlen{1, 2, ..., n} mit _ _

genau dann, wenn Z 9 =SG/2= Z g

ioL ioL
SG/2 SG/2
die Gegenstéande in 2
Behalter mit Maximal-
gewicht SG/2
//" gelegt werden kénnen.
O, 9 O: 4 5 s 9; Os %% ... O
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Was besagt der Hilfssatz 1 ?

Er vergleicht die beiden Probleme " spezielles Rucksackproblem” und
"Binpacking mit 2 Behdltern", wobei er nachweist, dass das Binpacking mit 2
Behaltern mindestens so schwierig wie das spezielle Rucksackproblem ist.

Anders ausgedrickt: Wenn es ein Verfahren gibt, das das Binpacking fur zwei
Behélter schnell 16st, so 18sst sich das spezielle Rucksackproblem ebenfalls
mit diesem Zeitaufwand |6sen.

Der Beweis zeigt zugleich, wie sich jedes spezielle Rucksackproblem in das
Binpackingproblem einbetten I&sst. (Sog. "“"Reduktion™” des einen Problems auf
das andere; vgl. Kurse tiber Komplexitétstheorie.)

Wir wenden uns nun der Programmierung des Backtrackingverfahrens fir
das Binpacking zu.

17.1.03 © VC, Backtracking 62

31



Hierzu miissen wir eine moglichst prazise Definition haben. Die Definition
des Binpackings lautete: Finde eine Aufteilung von n Zahlen auf hdchstens m
Teilmengen, deren Summe jeweils kleiner oder gleich G ist. Wir formulieren
dies nun nochmal s mathematisch:

Definition: Binpacking

Gegeben: natirliche Zahlen G, m, n, gy, 95, ---, O,,-
Gesucht: eine Abbildung f: {1, 2, ..., n} - {1, 2, ..., m},
so dassfur jedesi (1< i< m) gilt:
2. g<G.
f()=i
f(j) =i bedeutet also:
Der j-te Gegenstand wird in den i-ten Behélter gelegt.
Um eine Losung zu finden, probieren wir alle Abbildungen

durch, sofern sie eine Lésung bilden kénnten. Hierflr verwenden
wir das Backtracking.
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Backtracking geht stets von einer vorhandenen Situation aus und reduziert
das Problem auf einfachere Probleme. Eine typische Situation beim Fullen
der Behdlter ist: Man hat die ersten k Gegensténde bereits konfliktfrei in j
Behdlter geflllt und muss nun den (k+1)-ten Gegenstand einfligen.

Behdlter 1 Behélter 2 Behdlter |

J U )/U
e

9O % 9 % G - O On
bereits bearbeitete Gegenstande ~ @ls nachstes
einzufiigen
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Wir kénnen den (k+1)-ten Gegenstand nun einem der bereits vorhandenen
Behdlter 1, 2, ..., j zuordnen oder einen neuen Behdlter (j+1) verwenden,
sofernj+1<m,d.h.,j <mist.

Behdter 1  Behalter 2 Behdterj ~ Behdlterj+1

Juy Uy

e

O % O % O - G

bereits bearbeitete Gegenstande ~ @ls nachstes
einzuflgen

Alle diese j+1 Félle probieren wir im Backtracking durch. Die Prozedur
folgt genau der obigen Rekursion.
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Schema der Prozedur (es fehlen noch einige Details):

procedure BTBPP (K, j: natura);
var i: natural;
begin

then Aufruf von BTBPP (k+1,j) fi od;
if j < mthen Aufruf von BTBPP (k+1, j+1) fi

end;

Um zu Uberprifen, ob ein Gegenstand (k+1) noch in den Behdlter i passt,
verwenden wir ein globales Feld GBeh: array[1..m] of natural, in
welchem wir die Summe der Gewichte aller Gegenstande, die aktuell im
jeweiligen Behdlter liegen, notieren. Ein Gegenstand (k+1) darf in den
Behalter i nur gelegt werden, wenn dadurch das Maximalgewicht nicht
Uberschritten wird, also nur, wenn GBeh[i]+g[k+1] < G ist.
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So erhalten wir die Verfeinerung des Prozedurschemas (man beachte,
dass vor und nach jedem rekursiven Aufruf das Gewicht des jeweiligen
Behalters aktualisiert werden muss):

procedure BTBPP (k, j: natural);
var i: natural;
begin
if k=n then ... {L6sung gefunden} .....
elsefori:=1toj do
if GBeh[i] + g[k+1] <G then
GBeh[i]:=GBehl[i] + g[k+1]; BTBPP (k+1, j);
GBeh[i]:=GBeh[i] - g[k+1] fi od;
if j < mthen GBeh[j+1]:=g[k+1];
BTBPP (k+1, j+1); GBeh[j+1]:=0 fi
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Diese Prozedur stellt bisher nur fest, ob eine Ldsung existiert, aber sie gibt
keine mdgliche Zuordnung zu den Behaltern aus. Hierfir miissen wir uns
noch zu jedem Gegenstand merken, in welchen Behélter er gelegt wurde.
Dies geschieht in eéinem globalen Feld f: array [1..n] of natural. Wir nennen
dieses Feld f, well es genau die Abbildung f aus der Definition beschreibt.

Wir brauchen nicht alle moglichen Abbildungen f durchzuprobieren; denn wir
koénnen annehmen, dass der Gegenstand mit der Nummer 1 stetsim Behélter 1
liegt, der Gegenstand mit der Nummer 2 stetsin einem der Behdlter 1 oder 2
usw. Durch Umnummerieren der Behalter |asst sich also stets erreichen, dass
f[kK] <k faradlek =1, 2, ..., ngilt. Wir werden daher f[1]:=1 setzen. In der
Prozedur stellen wir automatisch sicher, dassf[k] < k fir ale weiteren k gilt,
indem fUr den Gegenstand k+1 neben den bereits betrachteten Behaltern nur
der Behdlter j+1 (und nicht j+2, j+3 usw.) ausprobiert wird. Weil m die héchste
Nummer eines Behdltersist, brauchen wir also nur Abbildungen f zu
betrachten mit:  f(k) < Min(k, m),

wobei Min(k, m) das Minimum der beiden Zahlen k und mist.
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S0 erhalten wir als Backtrackingprozedur fiir das Binpackingproblem:

procedure BTBPP (k, j: natural);
var i: natural;
begin
if k=n then < L6sung gefunden: drucke das Feld f aus >
else fori:=1toj do
if GBeh[i] + glk+1] <G then
f[k+1]:=i; GBeh[i]:=GBeh[i] + g[k+1]; BTBPP (k+1, j);
GBeh[i]:=GBeh[i] - g[k+1]; f[k+1]:=0 fi od;
if j < mthen f[k+1]:=j+1; GBeh[j+1]:=g[k+1];
BTBPP (k+1, j+1); GBeh[j+1]:=0; f[k+1]:=0 fi
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Globale Variablen sind:
G, m, n: natural;
g, f: array [1..n] of natural;
GBeh: array [1..m] of natural;

Der Aufruf der Prozedur BTBPP lautet, sofern bereitsalle Datenin die
globalen Variablen G, m, n und g eingel esen wurden:

if (n<1) or (m<1) then ...{ Abbruch, da keine L&sung zu suchen ist} ... fi;
fori:=1tondoif g[i]>G then ...{dieses g[i] kann man weglassen} ... fi od;
for i:=1to ndo f[i]:=0; GBeh[i]:=0 od;

GBeh[1]:=g[1]; f[1]:=1; BTBPP(1,1);

Manche der obigen Anweisungen erscheinen UberflUssig (z.B. f[k+1]:=0 oder
for i:=1to ndo f[i]:=0; GBeh[i]:=0 od;). Wir haben sie dennoch aufgefihrt, da
sie eventuell hilfreich werden kdnnen, wenn Fehler auftreten oder wenn die
Prozedur noch von anderen Programmen aufgerufen wird. Aber sicher kann
man eine konkrete | mplementierung noch effizienter formulieren.
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Eigenschaften der Prozedur BTBPP

Wir haben bereits gesehen, dass nur L 6sungen mit

f(k) <Mink,m) furk=1,..,n
untersucht werden.
Weliterhin werden wir erwarten, dass die Prozedur die Behélter
tatséchlich stets von links nach rechts auffillt, dass sich unter
den ersten j Behdltern (sofern der Behdlter j nicht leer ist) aso
niemals ein leerer Behélter befindet; denn sonst wirden wir
Situationen mehrmal s testen, die bis auf Umnummerierung der
Behdlter gleich sind. Ist durch unsere Prozedur sicher gestellt,
dass unter den ersten j Behaltern keine leeren auftreten?

Diesist tatsichlich der Fall, wie folgende Uberlegung zeigt.
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Zu Beginn wird in Behdlter 1 durch GBeh[1]:=g[1] der erste Gegen-
stand gelegt. Er wird hieraus nicht wieder entfernt. Wir nehmen nun
an, dass die ersten k Gegenstande in den Behéltern von 1 bisj liegen
und dass keiner dieser j Behdlter leer ist (Induktionsannahme). Diese
Annahmeist fir k=1 richtig, wobei hier automatisch j=1ist. Die
Prozedur versucht nun, den néchsten Gegenstand k+1 in einen bereits
existierenden Behdlter zu legen (for i:=1toj do ... od). Dabei kann
kein vorhandener Behdlter geleert werden; in diesem Fall bleibt daher
die Induktionsannahme richtig. Anschlief3end wird der Gegenstand
k+1 in den neuen Behdlter (j+1) gelegt, sofernj < mist. Dieser (j+1)-
te Behdlter ist also nicht leer, so dass die Induktionsannahme auch fur
den Fall k+1 richtig bleibt. (Nach der Rickkehr aus diesem letzten
Rekursionsfall wird der Behélter j+1 geleert, aber j+1 wieder durch |
ersetzt, so dass die Induktionsannahme nicht verletzt wird.) Durch
Induktion folgt daher, dass sich unter den j ersten Behéltern keine
leeren befinden konnen.
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Zur Analyse der Laufzeit:

Beim ersten Gegenstand gibt es nur eine Moglichkeit, beim
zweiten zwel Mdglichkeiten (Ilege den Gegenstand in den
Behdlter 1 oder in den Behdter 2), beim dritten drei usw. Ab
dem m-ten Gegenstand hat man fir jeden Gegenstand nur
noch hochstens m Moglichkeiten.

Somit werden im ungunstigsten Fall
1234...mm-...m=m!m®m
Moglichkeiten durchprobiert (m! ist die Fakultétsfunktion).
Wir miissen also gréfRenordnungsmaldig mit m™1/em Schritten
(siehe Stirlingsche Formel fir die Fakultét, e = 2,71828...)
rechnen. Dies war zu erwarten, da BPP, wie gezeigt,
mindestens so aufwandig wie das spezielle Rucksackproblem
ist, dessen Backtracking-Bearbeitung bereits 2" Schritte
benttigt. In der Praxisist das Verfahren BTBPP also nur fur
wenige Gegenstande einsetzbar.
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Zur Analyse des Speicherplatzes:

Zusétzlich zu den globalen Variablen wird weiterer
Speicherplatz nur durch die Rekursion erforderlich. Dadie
Rekursionstiefe, also die maximale Zahl ineinander
geschachtelter Prozeduraufrufe, hdchstens n ist (denn dann
erfolgt der Abbruch durch "if k = n..."), brauchen wir daher
nur "linear viel zusétzlichen Speicherplatz”, d.h., zusétzliche
cn Speicherplétze fur eine geeignete Konstante c.

Diese Konstante hangt auch von der Implementierung der
Rekursion in der jeweiligen Programmiersprache ab, so dass
sie nicht ohne eine konkrete Implementierung angegeben
werden kann. Dennoch kann man grob geschétzt sagen, dass
man etwa den gleichen Speicherplatz, der fir die Eingabe
erforderlich ist, nochmals bendtigt. Diesist aber bei heutigen
Rechenanlagen unproblematisch.
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Die Analyse von Speicherplatz und Laufzeit zeigt: Fur praktisch relevante
Aufgabenstellungen ist das Backtracking ungeeignet. Wir brauchen also
schnellere Verfahren.

Wir kennen zur Zeit keine Verfahren, die eine Losung des Binpackings,
sofern sie existiert, zuverldssig finden und zugleich grofRenordnungsmaliiig
weniger Zeit als d" Schritte (fir eine Konstante d > 1) benétigen; man
vermutet, dass es solche Verfahren nicht gibt. Daher hat man Naherungs-
verfahren entwickelt, die schnell sind und haufig eine Lésung, sofern sie
exigtiert, finden; wenn solch ein Verfahren aber keine Losung entdeckt, so
kann es trotzdem eine Ldsung geben.

Wie sehen solche Naherungsverfahren aus? VVermutlich haben Sie eines schon
unbewusst benutzt, al's Sie Lésungen zu den vorgestellten Beispielen gesucht
haben: Man sortiere zunéchst die Gegenstande nach ihrer Grof3e (beginnend
mit dem gréfiten) und platziere den jeweils ndchsten Gegenstand in den
Behélter mit der kleinsten Nummer, in den er noch passt. Auf N&herungs-
verfahren werden wir aber in diesem Modul nicht eingehen.
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Schlussbemer kung

Backtracking ist ein zentrales Prinzip in der Informatik: Esist
die Technik des systematischen Aufzdhlens von Bereichen,
deren L 6sungen sich baumartig aus TelllGsungen ermitteln
lassen. Hierbei wird der Baum rekursiv durchlaufen, wodurch
die algorithmische Formulierung recht einfach wird. Gut
sichtbar wird dies beim speziellen Rucksackproblem: Man baut
die Lésung systematisch als 0-1-Vektor auf, dessen i-te
Komponente x; festlegt, ob der i-te Gegenstand in den Rucksack
gelegt wird (x;=1) oder nicht (x,;=0).

Die Anwendungsmoglichkeiten des Backtracking sind schier
unbegrenzt.
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In der Regel wéchst die Laufzeit von Backtracking-Verfahren
exponentiell mit der Anzahl der Gegenstande oder Positionen.
Fur kleine Anzahlen n ist dieses Verfahren noch ausfihrbar,
flr grofRere nicht. Daes sich relativ leicht programmieren | asst
und auf jeden Fall das Optimum findet, lassen sich hiermit fir
einige Werte die exakten Ldsungen berechnen, die dann as
Test fir kompliziertere oder fur Naherungsverfahren
verwendet werden konnen.

Fur grof3ere Anzahlen versucht man, den Baum zu beschneiden,
indem man Unterbaunme, die nicht mehr zu einer Lésung
fUhren kdnnen, nicht besucht (Branch-and-Bound-Technik).
Hierbei muss man aber stets Eigenschaften des Problemsin das
Verfahren einflief3en lassen.
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In der Literatur bezeichnet man Backtracking auch als
"Versuch-und-Irrtum”-Methode (Trial-and-Error-Verfahren),
da es einen Ldsungskandidaten zu einer Lésung auszubauen
sucht ("Versuch") und jedes Mal, wenn es hierbel in eine
Sackgasse ("Irrtum") gerédt, den néchsten Versuch startet.

Standardbeispiele fir Probleme, deren Lésung man mittels
Backtracking leicht beschreiben kann, sind:

- Rucksackproblem, spezielles Rucksackproblem, Erbschaft

- Bin Packing

- Springerproblem, Acht-Damen-Problem

- Travelling Salesman Problem (TSP; Handlungsrei sendenproblem)
- Lésungssuche in der Logikprogrammierung (z.B. in PROLOG)
- Mautstral3enproblem, Rekombinationsprobleme

- Schaltkrei soptimierungen

- Stundenplane, Zuteilungsprobleme
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Ende des Moduls
Backtracking
(Rucksackproblem)
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