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1.6 Komplexitat von Algorithmen und
Programmen
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1.6.4 Beispicle

1.6.5 Andere Rechenmodelle
1.6.6 Historisches

1.6.4 Beispiele

Wir haben bereits die Komplexitét einzelner Algorithmen
betrachtet.

Am ausfiihrlichsten geschah dies fir die Intervallschachtelung
(schnelle Suche in einem sortierten Feld), siehe 1.3.2.3.d. Dort
hatten wir auf Grund der Analyse im Mittel (average case) den
Algorithmus SEARCH1 zur Prozedur SEARCH2 abgewandelt,
die im Durchschnitt um 50% schneller arbeitet als das erste
Verfahren.

Schauen Sie sich jenes Beispiel nochmals genau an.
Eventuell rechnen Sie auch noch einmal das Beispiel zu
Beginn von Abschnitt 1.2.3 durch.
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Algorithmus: -- esist hier ggT(a,0) = a, auch fir a=0.
1.6.4.1 Grofter gemeinsamer Teiler (schon wieder) va?A B. R: natural: 9gT(a0) =a
Zum ggT (englisch: gcd greatest common divisor) siehe bisher: begin még);: [)ez‘i (s)—A mod B A:=B B=R od:
1.1.2.3: Eigenschaften und Programm euklidi, write (&) o= TE T
1.2.4.1: Beschreibung durch Gleichungen, end
1.4.2.1: Darstellung as Funktion (in Ada), -
1.4.2.6: Rekursive Darstellung (auch in Ada). Werteverlauf fur die Variablen A und B bei Eingabe von aund b:
Frage: Wielange rechnet der Euklidische Algorithmus, A B
bis er anhélt? a b
Beispielrechnung mit a= 144, b = 89: b amodb
99T (144,89) = ggT(89,55) = ggT(55,34) = ggT(34,21) amod b b mod (amod b)
= ggT(21,13) = ggT(13,8) = ggT(8,5) = ggT(5.3) C(an pyr
b mod (amod b amod b) mod (b mod (amod b
= 09T(3,2) = 0gT(2.1) = ggT(1.1) = ggT(1.0) = 1. mod(amedb) - (amodb) mod (b mod (a mod b)
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Hilfssatz:

b mod (amod b) < b/2, firallea=b>0,amodb#0,dh,
nach spétestens zwei Schleifendurchléufen hat sich der Wert
von B mehr als halbiert.

Beweis: Esistimmer0<amodb<b.

Fal 1: 0O<amodb < b/2.

Dann gilt: b mod (amod b) <amod b < b/2,

dafiry >0sets xmody <y ist.

Fal 2. b/l2<amodb<b.

Dann gilt: b mod (amod b) =b - (amod b) <b-b/2=b/2,
dafur x/2<y<x stets xmody =X -y ist.

Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Folgerung:

Der Euklidische Algorithmus durchlauft hdchstens 2:1og(b) mal
seine Schleife.

Die uniforme Zeitkomplexitét des Euklidischen Algorithmus
begin read (A); read (B);
while B#0 do R:=A mod B; A:=B; B:=R od;
write (A)
end
betrégt somit hdchstens 81log(b) +4 Zeteinheiten.
Da log(a) + log(b) = n die Lange der Eingabe ist und log(b)
somit in der Grof3enordnung von n liegt, so folgt:
Der Euklidische Algorithmus besitzt eine lineare uniforme
Zeitkomplexitét (d.h., er liegt in DTime (n)). Diese glinstige
Komplexitétsklasse liegt aber an der Uniformitéat.
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Schwéche der uniformen Zeitkomplexitat:

Sie misst, wie viele elementare Anweisungen ausgefihrt und
wie viele Ausdriicke ausgewertet werden, aber sie gibt keine
Auskunft dartiber, wie aufwandig die Durchfiihrung einer
elementaren Anweisung oder die Ausrechnung eines
Ausdrucksiist.

Wie lange dauert denn die Wertzuweisung R:= A mod B ?
Der ungunstigste Fall liegt vor, wenn A k Stellen und B
ungefahr k/2 Stellen lang ist. Im Binérsystem fuhrt man dann
k/2 Subtraktionen der Lange k/2 aus, d.h., die Berechnung des
Restes A mod B erfordert zeichenweise O(k?) Schritte.

Dak beim Euklidischen Algorithmusin der GréRBenordnung
von n liegt (k = log(a)), wiirde der obige Algorithmus also in
Wahrheit O(n3) Schritte erfordern.

Genau dieses Ergebnis wiirde die Komplexitétsuntersuchung
mit Hilfe von Turingmaschinen ergeben, d.h., der Euklidische
Algorithmus liegt in DTime™(nd).

Dennoch hat die uniforme Komplexitdt gewisse Vorteile. In
den meisten praktischen Féllen wird die mod-Funktion durch
einen Coprozessor fur natlrliche Zahlen, diein einem
"normalen” Bereich liegen, oder mit Hilfe einer Software-
simulation berechnet. In solchen Félen scheint die Modulo-
Bildung in konstanter Zeit abzulaufen, so dass sich der
Euklidische Algorithmusin der Praxis meist wie ein Linear-

zeitalgorithmus verhdlt.
n
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1.6.4.2 Multiplikation nattirlicher Zahlen

Wie lange dauert die ziffernweise Multiplikation, die wir in der
Schule kennen gelernt haben? Dort wird fur die Multiplikation
ab ein Schema aufgeschrieben, das an ein Parallelogramm
erinnert; dessen Flacheist log(a)-log(b). Wenn beide Zahlen a
und b ungefahr n/2 Stellen besitzen, so dauert die Multiplikation
also O(n?) Schritte.

Als Programm nimmt man gewisse Modifikationen vor, um
statt des Parallelogramms immer nur eine Zeile bzw. eine
Variable mitzufihren. Eine einfache Technik beruht auf den
Formeln: Sei Z (anfangs 0) das angestrebte Ergebnis, so gilt
Z+AB=2Z+(2A)(B/2), sofern B gerade it,
Z+AB=(Z+A)+A(B-1), sofernB ungeradeist.
Dies ergibt folgendes Verfahren:

Kap.1.6, Informatik |, WS 02/03

Algorithmus:
var A, B, Z: Natural;
begin read(A); read(B);
Z:=0;
while B >0 do
if (B mod 2 =0) then B :=B div 2; A := A+A
elseB :=B-1; Z:=Z+Afi od;
write(Z)
end
Wenn B>0 ist, so beginnt die Bindrdarstellung von B mit
einer 1 und somit ist B im letzten Schleifendurchlauf 1; dort
wird also spétestens der Wert von Z verandert.
Hinweis: Die Schleifeninvariante lautet {Z+A-B = ab},
wenn aund b die eingelesenen Anfangswerte sind. D.h.: Der
obige Algorithmus berechnet korrekt das Produkt.
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Wie lange dauert dieser Algorithmus fur die Eingaben a, b?
Die uniforme Zeitkomplexitét liefert:

var A, B, Z: Natural;

begin read(A); read(B); 2 Schritte
Z:=0; 1 Schritt
while B >0 do 1 Schritt k+1 mal
if (Bmod2=0)then 1 Schritt
B:=Bdiv2, A:=A+A 2 Schritte
mal
ese
B:=B-1; Z:=Z+A fi od; 2 Schritte
write(Z) 1 Schritt

Insgesamt: 4k + 5 Schritte, mit k = log(b) und
wegen k =~ n/2 liegt diesin DTime(n).

Kap.1.6, Informatik I, WS 02/03

Schauen wir uns nun aber die elementaren Anweisungen im
Detail an. Wir nehmen an, ale Zahlen seien bindr dargestellt.
Die Eingabelange sei n = log(a) + log(b). Damit ist auch die
Ausgabe durch n Stellen beschrénkt.

Die Anweisungen read(A), read(B) und write(Z) dauern
zeichenwei se so lange, wie die Zahlen lang sind, aso O(n).
Z:=0 dauert einen Schritt. Ebenso kann man "B>0" in eéinem
Schritt entscheiden. Der Ausdruck (B mod 2 = 0) kostet einen
Schritt, daman nur das letzte Zeichen von B auf Null testen
muss. B:=B div2 und A := A+A kosten ebenfallsjeweils
einen Schritt, danur die letzte Null gestrichen bzw. eine Null
angehéngt werden muss. Auch B := B-1 kostet nur einen
Schritt, daB jaungeradeist und daher nur dieletzte 1in eine
0 umgewandelt werden muss. Z := Z+A kann dagegen bis zu
n Schritte dauern. Esist also der else-Zweig, der die Laufzeit
im Wesentlichen bestimmt.
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In den else-Zweig gelangt man immer, wenn B ungerade ist. Dies
ist genau der Fall, wenn in der Binérdarstellung von B am Ende
eine 1 steht. Daim then-Zweig die letzte Ziffer von B jewells
gestrichen wird, so wird der else-Zweig also genau so oft
durchlaufen, wie Einsen in der Bindrdarstellung von b auftreten.
Der then-Zweig dagegen wird genau so oft durchlaufen, wie b
lang it, also log(b) mal.
Es sei aso eins(b)

1< eins(b) < log(b) O O(n)
die Anzahl der Einsen in der Binardarstellung der Eingabezahl b,
dann lautet die zeichenweise Zeitkomplexitét des obigen
Algorithmus zur Multiplikation

eins(b)n+ 3n+ 3eins(b) + 50 O(n?) Schritte.
Diesist auch die Turingmaschinenkomplexitét, d.h., unser
Multiplikationsalgorithmus liegt in DTime™(n?).

Nochmals der Hinweis:

Berechnet man die Komplexitét t, (w) bzw. s,(w) so, dass jede
elementare Anweisung und jede Abfrage genau einen Schritt
dauern, bzw. dass jede Zahl genau einen Speicherplatz belegt,
so spricht man von der uniformen Komplexitat.

Berechnet man die Komplexitéten so, dass jede Operation so
viel Zeit kostet, wie die zeichenweise Ausfiihrung erfordert,
bzw. dass Werte so viel Platz belegen, wie sie Zeichen haben,
so spricht man von der logarithmischen Komplexitat.

In der Praxis berechnet man zunéachst die uniforme
Komplexitét: Sie gibt meist eine hinreichend genaue
Orientierung Uber den zu erwartenden Aufwand. Erst fir
eine genaue Abschétzung bzw. bei der Programmierung
betrachtet man die logarithmische Komplexitét, die den
tatséchlichen Aufwand genauer wiedergibt.
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Gibt es einen schnelleren Algorithmus fiir die Multiplikation?
Oder kann man beweisen, dass es kein schnelleres Verfahren
geben kann?

Wenn man zwei natiirliche Zahlen (ungleich Null), die jeweils
k bzw. m Ziffern lang sind, miteinander multipliziert, so
entsteht eine Zahl, die (k+m-1) oder (k+m) Ziffern besitzt.

Da also das Ergebnis der Multiplikation nur so lang sein kann,
wie die beiden Multiplikanten zusammen, konnte es eventuell
einen Algorithmus geben, der die Multiplikation proportional
zu n durchfihrt.

Dies wiirde bedeuten, dass man die Multiplikation bis auf
einen konstanten Faktor genau so schnell ausfihren kénnte
wie die Addition.

Das glaubt eigentlich niemand. Dennoch ist es bisher nicht
gelungen zu beweisen, dass die Multiplikation deutlich mehr
Zeit alsdie Addition erfordert.
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Nun wollen wir ein Verfahren vorstellen, welches schneller
asmit der Zeitkomplexitét O(n?) multipliziert.

Gegeben seien zwel k-stellige natiirliche Zahlen x und y (mit
k = n/2); die Lange k sei eine gerade Zahl. Setze p=k/2. Dann
lassen sich x und y schreiben in der Form:

Xx=A2’+B und y=C2°+D,
wobei A, B, C, D mindestens 0 und echt kleiner als 2° sind.
Dann gilt
X y=(A2P+B)(C2*+D)=AB2%®+(AD+BC)2’+BD.
Man kann also die Multiplikation zweier k-stelliger Zahlen
durchfihren, indem man sie auf 4 Multiplikationen von halber
Lange k/2 und drei Additionen zurlckfihrt. Dies ergibt erneut
eine quadratische Zeitkomplexitét. Kommt man vielleicht mit
weniger als vier Multiplikationen halber Lange aus?

6.2.03
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Esgilt: (A-D + B-C)= (A-B)(D-C) + AC+BD,
wie man durch Ausrechnen leicht nachprft.
Somit erhaten wir aus obiger Gleichung:
X-y=AC2%®+(AD+B-C)2»+BD
=A-C2% +((A-B)(D-C) + AC+B:D)-2° + BD
wobei A, B, C, D mindestens 0 und echt kleiner als 2° sind.
Nun haben wir es geschafft: Auf der rechten Seite stehen
nur noch drei verschiedene Multiplikationen, ndmlich:
A-C, B-D und (A-B)(D-C)
Beachte: Die Multiplikation mit 2P bzw. 2% ist keine echte

Multiplikation, sondern nur ein Anhangen von p bzw. 2p
Nullen.
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Somit haben wir die Multiplikation zweier k-stelliger Zahlen auf drei
Multiplikationen von k/2-stelligen Zahlen zurtickgefuhrt. Der Preis,
den wir daflir bezahlen muissen, sind zwei zusétzliche Subtraktionen
zweier k/2-stelliger Zahlen und eine zusétzlich Additionen zweier k-
stelliger Zahlen. Da aber die Zeit fur die Addition und die Subtraktion
proportional zur Lange der Zahlen ist, missten wir dennoch schneller
fertig werden. Wir prufen dies nach.

Wenn t(k) die Anzahl der durchzufiihrenden Operationen fir die
Multiplikation zweier k-stelliger Zahlen nach diesem Verfahren
ist, dann erhalten wir also folgende Gleichung:

t(k) = 3t(k/2) + 4k + 2(k/2) mit t(1)=1

4 Additionen Sl e
Kedlige Zahlen| [K/2&aligerzahlen

2 Subtraktionen
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Wielautet die Lésung dieser Gleichung?

Probieren wir es aus. Ersetzen von t(k/2), t(k/4) usw. entspre-
chend der Rekursionsformel t(k) = 3t(k/2) + 5k ergibt:
t(k) = 3t(k/2) + 5k

= 3(3t(k/4) + 5k/2) + 5k

=33t(k/4) + 35k/2+ 5k

=33t(k/4) + 5k(1 + 3/2)

=33(3t(k/8) + 5k/4) + 5k(1 + 3/2)

Die allgemeine Form nach i Schritten lautet daher:

t(k) = 3t(k/2) + 5k (1 + 32+ 94 + ... + 312D
= 34(k/2) + 10k((3/2) - 1)

Beachte die geometrische Reihe

aml-1
=3331(k/8) + 5k(1 + 3/2 + 9/4) ltat@+d+..+d'= —77—
=333(31(k/16) + 5k/8) + Sk(1 + 3/2 + 9/4) In unserem Fall ist a= 3/2.
=33331(k/16) + 5k(1 + 3/2 + 9/4 + 27/8)
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Diese Ersetzungen kann man vornehmen, bisk = 2! geworden
ist, also bisi = log(k). Dann ist t(k/2'°9)) = t(1) = 1. Wir setzen
dies ein und erhalten:

t(k) = 310900-t(k/21°90) + 10k-((3/2)/°9®) - 1)
= klog®) + 10,k,(klog(1,5) _ 1)
= 11kl9®- 10k = 11kL585-10k [J O(kL58)

Beachte hierbei die Formeln:
log ist hier der Logarithmus zur Basis 2,

4900) = plog@ yng

k-KIo9(LS) = K1+og(15) = Kloa(d)+0g(LS) = Klog(215) = Klog(3)

Also gilt:

Die Multiplikation zweier k-stelliger Zahlen |&sst sich zeichen-
weisein proportional zu k%8> Schritten durchfuhren.

(Die Schulmethode bendtigt k2 Schritte, siehe friiher.)

Geht es noch schneller? Ja. Der beste derzeit bekannte Algorith-

mus, der Algorithmus nach Schénhage und Strassen (1971), der

sich alerdings nur fir riesige Zahlen eignet, benttigt
O(klog(k)-log(log(k))) Schritte.

Diesist schon relativ dicht an der GroRenordnung O(k), so dass
man vielleicht eines Tages doch einen Algorithmus finden wird,
der die Multiplikation in O(k) Schritten - und damit ungeféhr so
schnell wie eine Addition - durchfhrt?
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Anmerkung: Ab wann lohnt sich dieses rekursive Verfahren? Hierflr
miissen wir wissen, wie aufwandig eine normale Multiplikation
genau ist, also einschliefllich der Konstanten. Wenn k = log(b) =
log(a) = n/2ist, so bendtigt der zuerst angegebene Algorithmus von
Folie 62 hochstensk:n + 3n + 3k + 5=2k2 + 9k + 5 Schritte.
(Bitteim Detail selbst nachrechnen: Alles geht in einem Schritt, nur
bei "Z:=Z+A" konnen bis zu n-gtellige Zahlen auftreten.)

Dann l&uft die Frage, ab wann sich die rekursive Methode lohnt, auf
die Frage hinaus, ab welchem k gilt: 11-k%%85- 10k < 2k?+ 9k +57?
Dies trifft schon fur relativ kleine Werte von k zu, also etwaab k = 15.
Die Methode kann sich also lohnen, allerdings haben wir die Verwal-
tung der Zwischenergebnisse bisher nicht beriicksichtigt. Eine ganz
exakte Analyse misste alle auftretenden Operationen im Ubersetzten
Programm (einschl. der FIFO-Verwaltung) einbeziehen.

]
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1.6.4.3 Durchlauf von Graphen

Vergleiche hierzu 1.3.3.4. Dort wurden Graphen definiert und
Adjazenzlisten vorgestellt.

1.1.5.6, 1.1.5.7: Dort wurden Béume eingefuihrt. Dies sind
spezielle zyklenfreie Graphen mit genau einer Wurzel. Zur
Darstellung von Baumen siehe auch 1.3.3.3.

Wir wollen mit einer Prozedur GD (" Graphdurchlauf") einen
Graphen durchlaufen und dabei jeden Knoten und jede Kante
besuchen. Zu den Knoten werden wir haufiger gelangen, jede
Kante wird aber nur genau einmal durchlaufen.

Hierfur bendtigen wir einen Booleschen Wert "besucht” in
jedem Knoten, der uns sagt, ob wir diesen Knoten bereits
besucht haben oder nicht. Ublicherweise definiert man den
Durchlaufalgorithmus rekursiv:
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Initialisierung: Setze alle besucht-Werte auf false.
Durchlaufe dann alle Knoten entlang der Knotenliste. Bei
jedem Knoten u mache man Folgendes (Prozeduraufruf GD):

Fallsu als "besucht" markiert ist, so mache nichts.

Sonst: Markiere den Knoten u al's "besucht".
Bearbeite den Knoten u.
Fur ale von u ausgehenden Kanten e:
Folge der Kante e zu ihrem Endknoten v
und rufe die Prozedur GD rekursiv mit v auf.

Auf diese Weise wird jeder Knoten so oft besucht, wie
Kanten zu ihm fuhren, und einmal mehr, weil zusétzlich
die Knotenliste durchlaufen wird.

Um den Durchlauf zu programmieren, miissen wir Knoten
und Kanten deklarieren (wiein 1.3.3.4, in Ada).

type Knoten; type Kante;
type NextKnoten is access Knoten;
type NextKante is access Kante;

type Knoten is record
1d: Knotenname;
besucht: Boolean; zahl1, zahl2: integer;
Inhalt: <weitere Komponenten>;
NKn: NextKnoten;
EIK: NextKante;
end record;
type Kante isrecord
W: <Typ des Gewichts der Kanten>;
EKn: NextKnoten;
NKa: NextKante;
end record;
Der Graph mit n Knoten und m Kanten liege als Adjazenzliste vor.
Auf die Knotenliste verweist hierbel eine Variable mit dem Namen
"Anfang".
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Algorithmus Graphdurchlauf:

Anfang, p: Nextknoten;

procedure GD (u: in out NextKnoten) is

Vv: NextKnoten; e: NextKante;

begin if not u.besucht then
u.besucht ;= true; < "bearbeite den Knoten u" >;
e:=u.ElK;
whilee/=null loop < "bearbeitedie Kantee" >;

GD(e.EKn); e=e.NKa; end loop;

end GD;
begin ... < "baue den Graphen auf" >; ... ;
p := Anfang;

while p /= null loop p.besucht:=false; p := p.NKn; end loop;
p := Anfang;
while p /= null loop GD(p); p := p.NKn; end loop; ...
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Machen Sie sich den Algorithmus an folgendem einfachen
Beispiel klar. Die Reihenfolge in der Knotenliste des
Graphen sei uy, Uy, U, Uy, Us, Ug Und (uy, u,) sei die erste
von u, ausgehende Kante.

O/ LiZ\ Ug
l\f S/O%

Dann werden die Knoten in der Rethenfolge
Uy, Uy, Us, Ug, Uy, Ug bearbeitet (entsprechend
< "bearbeite den Knoten u" > in der Prozedur GD).
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Aufwand: Die Prozedur GD wird n mal in der Schleife
while p /= null loop GD(p); p := p.NKn; end loop;

und m-mal in der Prozedur selbst aufgerufen. Jeder Knoten

und jede Kante werden genau einmal bearbeitet. Die

uniforme Zeitkomplexitét betragt daher O(n+m).

Platz: Die rekursiven Aufrufe kosten zusétzlichen Platzim
lokalen Speicher. Der ungiinstigste Fall liegt vor, wenn der
Graph eine Kette von Knoten ist:
@] O oO— —O0——O
ul u2 U3 un-l un
In diesem Fall werden n-1 rekursive Aufrufe ineinander
geschachtelt, bevor die erste Prozedur wieder verlassen wird.
Dahierbei die Variablen v und e neu angelegt werden,
erhdten wir einen Zusatz-Platzbedarf der Gréfe 2n.
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Einschub: Definition ungerichtete Wege und Pfade (vgl. 1.1.5.7)
Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E) mit
EC{{xy} Ix,yOV,x#y} O{{x} |xOV}.
Eine Folge von Knoten (uy, Uy, Us, ..., U;) mitr =1 heil3t Weg
im Graphen G, wenn {u,, u,,} OEfiri=1,2, ..., r-1 gilt.
r-1 heif}t die Lange des Weges.
Man sagt, der Weg (uy, Uy, ..., u;) fihrt vom Knoten u; zum
Knoten u, oder u, ist von u, aus (tber diesen Weg) erreichbar.
Zwel Knoten u und v heifen verbunden, wenn es einen Weg
von u nach v gibt.
Betrachtet man dagegen die Kanten, die diesen Weg bilden, so
spricht man von "Pfaden” im Graphen, d.h., wenn
(ug, Uy, Ug, ..., U;) einWeg ist, soist

({upugt, {Upugt, {Ugg}h, ..o {Up g, U})
der zugehérige Pfad im Graphen.
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Einschub: Definition Zusammenhang

Ein Weg (uy, Uy, Us, ..., U,) heif3t doppelpunktfrei oder einfach,
wenn u, #y; fur aleij gilt.

Ein Weg heif3t geschlossen, wenn u, = u, gilt.

Ein Weg (uy, Uy, Us, ..., U;) heil3t Kreis oder Zyklus, wenn

r =4 ist, der Weg geschlossen ist und (uy, Uy, U, ..., U,.;)
doppel punktfrei ist. Ein Graph heifdt zyklenfrei oder azyklisch,
wenn er keine Zyklen besitzt.

Ein Graph hei 3t zusammenhangend, wenn jeder Knoten mit
jedem Knoten verbunden ist.

Die Menge

Z(u)={ vOV |uundv sind verbunden }

heil}t die Zusammenhangskomponente des K notens u.
(Esistklar, dassfur alevOzZ(u) gilt: uOz(v).)

Einschub: Definition gerichtete Wege und Pfade (vgl. 1.1.5.7)
Gegeben sei ein gerichteter Graph G = (V, E)mit EO V xV.
Eine Folge von Knoten (uy, U, U, ..., u)) mitr =1 heif3
(gerichteter) Weg im Graphen G, wenn (u;, u,.) DEfuri=1,
2, ..., r-1gilt. r-1 heif}t die Lange des Weges.
Man sagt, der Weg (uy, Uy, ..., u,) flhrt vom Knoten u, zum
Knoten u,.
Betrachtet man die Kanten, die diesen Weg hilden, so spricht
man von "Pfaden” im Graphen, d.h., wenn
(ug, Uy, Ug, ..., U,) einWeg ist, soist

((upUp), (UpUs), (UgUg), .oy (Upg,U))
der zugehorige Pfad im Graphen.
Zwel Knoten u und v heiBen verbunden, wenn es einen Weg
von u nach v und einen Weg von v nach u gibt.
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Einschub: Definition Zusammenhang fir gerichtete Graphen

Ein Weg (uy, Uy, Us, ..., U;) hei3t doppel punktfrei oder einfach,
wenn u; # u; fur dleiz] gilt.

Ein Weg heif3t geschlossen, wenn u, = u, gilt.

Ein Weg (uy, Uy, U, ..., U;) heil3t Kreis oder Zyklus, wenn
r=4ist, der Weg geschlossen ist und (uy, Uy, U, ..., U,.;)
doppel punktfrei ist. Ein Graph heil3 zyklenfrei oder azyklisch,
wenn er keine Zyklen besitzt.

Ein gerichteter Graph heif}t stark zusammenhangend, wenn
jeder Knoten mit jedem Knoten verbunden ist.

Die Menge

Z(u)={ vOV |uund v sind verbunden }

heif}t die starke Zusammenhangskomponente des Knotens u.
(Esist klar, dass fur ale vOZ(u) gilt: udZ(v).)
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Einschub: Definition schwacher Zusammenhang

Zu einem gerichteten Graphen G=(V,E) sai G;,;=(V, E;,g) Mit
Eung = {{x.¥} | (x.y)OE oder (y)OE} O {{x} |(x,x)LE} die
ungerichtete Version (siehe 1.1.5.7).

DieMenge SwZ(u) =Z(u) inG,,, heift die schwache
Zusammenhangskomponente des Knotens u im Graphen G.
(Wiederum folgt, dass fur alle v(1SwZ(u) gilt: udSwZ(v).)

Beisiel:
O/ \ Oue
Uy
\ o/vOu3
Us 0

Weg von ug nach us.

Es gibt keinen Kreis.

(U, Uy, Us) ist ein einfacher

Z(uy) ={u}, Z(ug) = {ug},
SWZ(uy) = {uy, Uy, Us, Ug} .
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Einschub: Definition transitive Hille

Zu dem gerichteten oder ungerichteten Graphen G=(V, E) heif3t
der gerichtete bzw. ungerichtete Graph G, =(V, E;) mit

E = {(x,y)|es gibt einen Weg von x nach y}

dietransitive Hiille des Graphens G.

Zwei spezielle Graphen:

Ein Graph, in dem je zwel verschiedene Knoten miteinander
durch eine Kante verbunden sind, heif¥ vollsténdiger Graph

K,=(V,E)und E={{x,y} | x,yOV, x #y} im ungerichteten Fall

bzw. E={(X,y) | X, yOV, x # y} im gerichteten Fall.
Der Graph, bei dem n Knoten einen Ring bilden, heifl3 "Kreis"
C,=(V,E) mitV={xy,X,...,X;} und

E={{x0 x5} %o, Xgb, {Xg: Xab s s {X0, X}, {2 X} } (Ungerichtet)
bzw. E = {(X1,X,), (X2, X3), -, (Xn1, Xp), (Xpy X)} iM gerichteten Fall.
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Einfache Anwendung des Graphdurchlaufs:

Wenn man bei ungerichteten Graphen zu Beginn des Aufrufs
GD aus der while-Schleife heraus immer eine neue Liste
beginnt (sofern p.besucht falseist), in die man alein der

Prozedur erstmals besuchten Knoten einfiigt, so erhdt man die

Zusammenhangskomponenten.

Denn im ungerichteten Fall gibt es zu jedem Weg von u nach
v auch einen Weg von v nach u. Und alle Knoten, dievonu
aus erreichbar sind, sind dann bereits als "besucht" markiert,
wenn man beim Durchlauf durch die Knotenliste auf sie trifft.
Es verbleiben also nur noch Knoten aus anderen Zusammen-
hangskomponenten.
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Hinweiseim Detail: Fige zum Programm hinzu

I: integer; Z: array (1..n) of Nextknoten;
Vor die letzte while-Schleife fuge | :=0; hinzu und ersetze die
letzte while-Schleife durch:
while p/=null loop

if not p.besucht then I:=1+1; Z(l) := null;

GD(p); p:= p.NKn; end if; end loop;

und in der Prozedur fligen wir unmittelbar nach "then" ein:
Z(1) := new Nextknoten'(NKn => Z(I); 1d => u.ld);
Am Ende bilden diel Listen Z(1), ..., Z(l) die Zusammenhangs-
komponenten.
Im gerichteten Fall muss man anders vorgehen. Uberlegen Sie,
wie.

Einschub: Definition Baum (vgl. 1.1.5.7)

Ein Knoten w heif3t Wurzel eines Graphen G, wenn esvon w
zu jedem Knoten des Graphen einen Weg gibt (im gerichte-
ten Fall muss der Weg natirlich auch gerichtet sein).

Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heif3 Baum, wenn er
azyklisch und zusammenhangend ist (insbesondere ist dann
jeder Knoten des Baums auch Wurzel).

Ein gerichteter Graph heif3 Baum, wenn er eine Wurzel w
besitzt und jeder Knoten ungleich der Wurzel genau einen
Vorganger besitzt (d.h., zu jedem x[(OV, x#w gibt es genau
einen Knoten y mit (y,x)CJE. Dieser Knoten y heif3 dann
Vater oder direkter Vorgénger von Xx).

Ein Graph heif3t Wald, wenn alle seine (schwachen) Zusam-
menhangskomponenten Baume sind.
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Einschub: rekursive Definition Baum
Man kann Baume auch rekursiv definieren:
1) Dieleere Mengeist ein Baum.

2) Wennw ein Knoten und U eine endliche Menge von Baumen
ist, soistauch w(U) einBaum.

w hei3t Wurzel des Baumsw (U), die Elemente von U heil3en
Unterbdume oder Teilbaume von w im Baum w (U).

Kizze: Leerer Baum: O Hinweis: It die
Menge der Baume

icht Rekursion: w U={U, .., U}
gzgc * / geordnet, so spricht
ungerichtet A man von einem

geordneten Baum.

6.2.03

Kap.1.6, Informatik |, WS 02/03

Einschub: zur Definition Baum

Hinweis 1: Ein Baum mit n Knoten besitzt stets n-1 Kanten.
Hinweis 2: Baume kann man stets als gerichtete Graphen
auffassen, indem man im ungerichteten Fall willkurlich einen
Knoten zur Wurzel w macht und alle Kanten von w weg richtet.
Bezeichnung: In Baumen gibt es stets Knoten ohne Nachfolger.
Sie heiRen Blétter (im ungerichteten Fall haben sie den Grad 1).
Bezeichnung: Knoten, die den gleichen Vater im Baum haben,
heif3en Brider.

Bezeichnung: Die Lange des langsten Wegs von der Wurzel w zu
einem Blatt bezeichnet man als die Tiefe (oder Hohe) des Baums.
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1.6.4.4 Durchlauf von (binéren) Baumen

Sehr oft bendtigt man den Baumdurchlauf, insbesondere den
Durchlauf durch bindre Baume; dies sind gerichtete und
geordnete Baume, bei denen jeder Knoten genau einen linken
und einen rechten Nachfolger besitzt (diese Nachfolger
kdnnen auch leer sein; wichtig ist, dass der linke und der
rechte Nachfolger stets unterschieden werden).

Ein bindrer Baum, dessen Inhalts-Datentyp geordnet ist
(z.B. ganze Zahlen), heifdt (binérer) Suchbaum, wenn fur
alejeden Knoten u gilt: Alle Inhate von Knoten im linken
Unterbaum von u sind echt kleiner as der Inhalt von u und
ale Inhalte im rechten Unterbaum von u sind gréfRRer oder
gleich dem Inhalt von u.
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Aus 1.3.3.3 ibernehmen wir die Definition des Baums, hier
speziell des binéren Baums; als Inhalt wahlen wir integer, um
in der spateren Anwendung einen Suchbaum benutzen zu
kdénnen:

type BinBaum;
type Ref_BinBaum is access BinBaum,
type BinBaum is record

inhalt: integer;
L, R: Ref_BinBaum;
end record;
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Der Durchlauf durch einen binédren Baum erfolgt rekursiv:

procedure Inorder (b: Ref_BinBaum) is

begin
if b/=null then
Inorder (b.L);
< bearbeite den Knoten b >;
Inorder (b.R);
endif;
end;

Man diesen Durchlauf auch einen Inorder-Durchlauf, da der

jeweilige Knoten zwischen dem Durchlauf durch seinen linken

und seinen rechten Unterbaum bearbeitet wird.

Lautet der Rumpf

if b /=null then
< bearbeite den Knoten b >;
Inorder (b.L);
Inorder (b.R);

end if;

so spricht man vom Preorder-Durchlauf; lautet er

if b /= null then

Inorder (b.L);

Inorder (b.R);

< bearbeite den Knoten b >;
end if;

so spricht man von einem Postorder-Durchlauf.
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Aufwand: Jeder Knoten wird genau dreimal betrachtet.
Der Durchlauf erfolgt somit fur jeden der drei Durchlaufe
uniform in 3n = O(n) Schritten.

Platz: Auch hier ist die Rekursion zu beachten, die
maximal so tief sein kann, wie es Knoten im Baum gibt.
D.h., der zusétzliche Platzbedarf betragt im worst case
O(n) Speicherplétze.

Im Mittel wird man jedoch deutlich weniger Platze
bendtigen. Der beste Fall liegt vor, wenn der Baum sehr
gleichmaf3ig verzweigt ist, also die Tiefe log(n) ist. In
diesem Fall braucht man nur O(log(n)) zusétzlichen
Speicherplatz. (Wir werden dies genauer in Kapitel 3
berechnen.)
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Anwendung: Sortieren von n Zahlen.

Vorgehen: Legen Zahlen a,, ..., a, der Reihe nach in einem
bindren Suchbaum ab. Lies dann den Baum inorder aus.

Programm:
Anker, p: Ref_BinBaum;
begin ...; Anker := null
foriin 1.nloop
p := Anker; g:=p;
while p/=null loop q:=p;
if p.inhat < A(i) then p:= p.R; else p:=p.L; end if;
p :=new Ref_BinBaum'(A(i), null, null);

if qinhalt <A(l) thenq.R := p; else q.L = p; end if;

end loop; end loop:
Inorder (Anker); ...
end;

9%
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Der Rumpf der Prozedur "Inorder" muss hier lauten:

if b/=null then Inorder (b.L);
put (b.inhalt);
Inorder (b.R);
end if;

Somit wird die sortierte Folge ausgegeben.

Aufwand: Im worst case (wenn die Folge der A(i) bereits
sortiert ist), kann der Baum die Tiefe O(n) erreichen. Das
Einsortieren dauert dann O(n?) Schritte, der Inorder-Durchlauf
O(n) Schritte, insgesamt also O(n?) Schritte. Im Mittel
werden aber nur O(n log(n)) Schritte bendtigt, wie wir spéter
bei der Analyse des Quicksort-Algorithmus sehen werden.

ZusatZicher Platzbedarf: Nur fir die Inorder-Rekursion, siehe
dort; biszu O(n) im worst case.
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1.6.4.5 Transitive Hille eines Graphen

Dietransitive Hille gibt fir je zwel Knoten u und v direkt
an, ob es einen Weg von u nach v gibt oder nicht. Gegeben

sei also ein gerichteter Graph G = (V, E) mit V ={xy, ..., X.}.

Ublicherweise berechnet man die transitive Hiille tiber die
Adjazenzmatrix (siehe 1.3.3.4). Wir betrachten hier den
gerichteten Fall: Die Adjazenzmatrix A = (g ) ist definiert
durch a; =1, falls (x, x)0E, und g ;= 0 sonst (i, j = 1, ..., n).

Gesucht ist die Adjazenzmatrix D der transitiven Hulle (zur
Definition bléttere ca. 9 Folien zurtick):

D = (d;)) ist definiert durch

d; = 1, falls es einen gerichteten Weg von x; nach x; gibt,
und d;;=0sonst (i,j =1, ..., n).
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Vorgehen:

Prifefir dlei,j =1, ..., n, ob eseink gibt, so dass ein Weg
von Weg von x; nach x; tber x, existiert.

Warshall-Algorithmus zur Berechnung der transitiven Hille:

type adj isarray (1..n, 1..n) of 0..1; A, D: adj; ...
begin ...; D:=A;
foriin1.nloop D(i,i) := 1; end loop;

forkin1.nloop
foriini.nloop

forjinl.nloop
if D(i,k)=1 and D(k,j)=1 then D(ij) := 1; end if;
end loop; end loop; end loop; ...

end;
Hinweis: k mussin der auRersten Schleife stehen!

Wie beweist man, dass dieses Verfahren tatséchlich die
transitive Hille berechnet?

Durch Induktion. Die Induktionsannahme lautet:

Besitzt k am Ende der beiden inneren Schieifen den Wert m, so

gilt

D(i,j)=1 = Esgibtr=0und einen Weg (x;, u, U, ..., Uy, xj),
so dassfurales=1, .., r gilt: us0 {Xy, Xy, ..., X} -

Man sieht dann leicht ein, dass diese Aussage nach Durchlauf

der beiden inneren Schleifen auch fir m+1 gilt. Die transitive

Hulle erfiillt genau diese Aussage fir k = n, d.h., am Ende ist

D die Adjazenzmatrix fur die transitive Hlle.

Aufwand: O(n3), dadrei ineinander geschachtelte Schieifen.
Zusétzicher Platzbedarf: Nur fur die Matrix D: O(n?) Plétze.
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Gliederung des K apitels

1.6 Komplexitat von Algorithmen und
Programmen

-+6:2-ChurechscheFhese—

1.6.5 Andere Rechenmodelle

1.6.6 Historisches
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1.6.5 Andere Rechenmodelle

Bei den Rechenmodellen hangt es davon ab, welche "Méch-
tigkeit" das Modell besitzen soll. Gangige Modelle, die
beliebige Algorithmen ausfiihren kénnen (die so machtig wie
Turingmaschinen sind; man sagt, "die turingméchtig sind"),
sind die Registermaschine, der Lambda-Kalkl, pradikaten-
logische Kalkiile, Markov-Algorithmen usw.

Deutlich eingeschrénkt in ihren Fahigkeiten sind die "linear
beschrankten Automaten” (= Turingmaschinen mit O(n)
Speicherzellen auf dem Band), die Keller- oder Pushdown-
automaten (neben Ein- und Ausgabeband besitzen sie einen
Keller als Speicherband) und endliche Automaten oder endliche
Akzeptoren ("EA" oder engl. "FA") ohne zusétzlichen Speicher,
jewells deterministisch und nichtdeterministisch.

Wir stellen alle Modelle kurz vor, hierbei etwas genauer die EAs.
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1.6.5.1 Veranschaulichung von Registermaschinen
Eine Registermaschine ist wie ein kleiner Mikroprozessor
aufgebaut. Sie besteht aus

1. einer Zentraleinheit mit 6 Registern (Speicherzellen): 3 Re-
gister X, Y und Z fir arithmetische und logische Operationen,
ein Adressregister A fir den Zugriff auf Rechenspeicher-
zellen, ein Befehlsregister B, in dem die Adresse des
auszufiihrenden Befehls steht, und ein "Flag"-Register F, in
dem das Ergebnis von Operationen abgelegt wird;

2. einem Programmspeicher P, in dem nacheinander die Befehle
des abzuarbeitenden endlichen Programms stehen;

3. einem (unendlich langen) Rechenspeicher R mit durchnum-
merierten Speicherzellen, die jewells eine ganze Zahl
aufnehmen konnen.
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O] R[0]
P X1 AL ] RI1]
PL2] Y] | Bl | R[2
PL3] R[3]

I — R
. L R[5]
Zentraleinheit RI6]
. Programm- Rechen- R[7]
P[m-1] speicher speicher .
Typische Befehle sind:
add Addiere die Inhalte von X und Y und
lege das Ergebnis in das Register Z
jump 37 Falls F=1 ist, mache weiter mit dem Befehl

mit der Nummer 37, sonst mit dem néchsten
Leftshift X Schiebe den Inhalt von X eine Stelle nach links und flige eine 0 an
comp(Y >Z) if der InhatvonY ist gréRer alsder von Z then F:=1 else F:=0 fi
read X X :=R_,s, d.h., sei ader Inhalt von A, soweisezu X:=R,
load A4 A = 4 (Wertzuweisung einer Konstanten an ein Register)
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Der Ubliche Befehlssatz einer Registermaschine lautet (hierbei bezeich-
nenV und V' beliebige Register, cist eine ganze Zahl, b[IINU, R ist die
k-te Speicherzelle, o0{ >,2,<, <, =,#} ist eine Vergleichsoperation;
auler beim Jump-Befehl wird nach jedem Befehl B um 1 erhoht):

Befehl Bedeutung Befehl Bedeutung
load V,c V:i=c copy V,V' V=V
read V V=R write V R =V
succ X =X+1 add X:=Y+Z
sub X:=Y-Z shift X:=Xdiv2
comp (o) if XoY thenF=1else F:=0fi

jumpb if F=1 then B:=b else B:=B+1fi

stop Anhalten, Ende der Berechnung

Diese Befehle finden sich bei allen Mikroprozessoren; diese haben in der
Regel aber noch viel mehr Befehle, insbesondere bzgl. der Adressierung,
der Verschiebungen von Daten, der eingebauten Kellermechanismen und
der Unterbrechungsbefehle. Die Ausformulierung von Algorithmen als
Registermaschine &hnelt daher der Maschinenprogrammierung.

Beispiel: Test auf Teilbarkeit durch 2 (die Zahl n > 0 stehe anfangsin R).
Naheliegende Lésung: Subtrahiere von n sténdig die Zahl 2. Die Zahl n sei hier der
Variablen | zugewiesen. Dann lautet das Programmstiick: while 1>1 do 1:=1-2 od;
Anschlieflend steht in | der Rest der Division von ndurch 2.

Ubertrage dieses Programmstiick in den Befehlssatz der Registermaschine

(I » Register Y, Zahl 2 - Z, anfangs steht nin der Rechenspeicherzelle R, am
Ende stehe das Ergebnisin R,, sei ader Inhalt von A, so bezeichnet R_,., den Inhalt
der Rechenspeicherzelle R,). Man erhélt folgendes Regi stermaschinenprogramm:

Nummer Befehl Erlauterung
0: load A,0 A:=0
1: read Y Y:=n (=R,=R,.)
2: load Z,2 Z:=2
3: load X,1 X:=1
4: comp (=) teste, ob X 2 Y ist (beachte: in X steht eine 1)
5: jump 10 if 1 =Y then weiter bei Befehl mit Nummer 10 fi
6: sub X:=Y-Z (also X:=Y-2)
7: copy Y,X Y: =X
8: load F,1 F:=1 (um einen Sprung nach 3 zu erzwingen)
9: jump 3 weitermachen beim Befehl mit der Nummer 3
10: write Y in A steht noch 0, also: R;:=Y
11: stop

6.2.03

"Maschinensprachen” oder "Maschinencode”;
sie werden meist in Form von Assemblern ein 17: write Y
wenig lesbarer und komfortabler gemacht.
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Betrachtet man Registermaschinen, die nur auf 0: load A,0
ganzen Zahlen arbeiten, so muss man zuvor LreadY
priifen, ob n < O ist oder nicht. Wir fiigen daher 2 (G2
. 3: comp(s)
vor das open ang_egebene Programmstuck noch 4 jump 9
die Anweisung if 1<0 then | :=0- fi und 5: copy Z,Y
Uibertragen dieses Programm wiederum in ein 31 'Oid Y.0
. . i - sul
Regi stermaschinenprogramm. So erhalten wir: 8 copy Y X
Man kann sich Uberzeugen, dass jedes Ada- 9:load 7,2
Programm in ein solches Registermaschinen- ﬁ 'C%ar: x(:)
programm Ubersetzt wqden kann und das§sich 1o jumg 17
dieser Prozess automatisieren | &sst (Compiler). 13: sub
Solche einfachen Sprachen heif3en in der Praxis Ei Icosgg 1><
. 10 b

16: jump 10

18: stop
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Die verschiedenen Typen von Registermaschinen unterscheiden
sichin ihren (elementaren) Datentypen und in ihren Befehls-
sdtzen. Meist fligt man noch ein Eingabeband, das nur gelesen
werden darf, und ein Ausgabeband, das nur beschrieben werden
darf, hinzu (vgl. Kellerautomat und endlicher Automat unten).

Wie bei Turingmaschinen kann man fur dieses Rechenmodell,
das Uber das Register A einen wahlfreien Zugriff auf die
Rechenspeicherzellen erlaubt, Komplexitdtsmal3e und -klassen
definieren. Hiermit lassen sich Aussagen beweisen, wie wir sie
in 1.6.3.9 und 1.6.3.10 vorgestel It haben.

Die Komplexitétsmal3e von Registermaschinen geben in der
Regel die Verhaltnisse von Programmen recht gut wieder. Sie
werden daher vielen theoretischen Untersuchungen zugrunde
gelegt.
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In den Programmen von Registermaschinen gibt es nur zwei
Kontrollstrukturen:

- Ubergang zum néchsten Befehl (dies entspricht dem ;" in
Ada). Dieswird dadurch realisiert, dass nach jeder
Ausfuihrung eines Befehls B um 1 erhdht wird.

- Bedingter Sprung (falls F=1) zum Befehl mit der Nummer b
(jump b), sofern die Nummer b im Programm vorkommt
(anderenfalls Fehlerabbruch).

Man kann ale strukturierten Anweisungen in hoheren
Programmiersprachen durch diese beiden Kontrollstrukturen
simulieren. In Ada sind Spriinge mit dem Schltisselwort goto
zugelassen. Anstelle der Nummern verwendet man Marken,
dies sind Bezeichner, diein <<...>> eingeschlossen und vor
eine Anweisung gesetzt werden
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ifX<YthenZ:=1;elseX :=Y; endif; X := X+1, ...
wird im Registerprogramm zu (willkurlich wurde 20
als Nummer des ersten Befehls gewahlt)

20: comp (<) vergleiche X mit Y bzgl. "kleiner"

21: jump 25 springe zum then-Zweig

22:load Z,1 Z := 1 (else-Zweig ausfihren)

23: load F,1 bereite einen "unbedingten” Sprung vor
24: jump 26 Uberspringe den then-Zweig

25: copy X,Y X :=Y (then-Zweig ausfiihren)

26: succ X :=X+1

In Adakann man dieses Programmstuick direkt nachbilden:
F:=X <Y; if F then goto THEN_ZWEIG; end if;

Z :=1; goto DANACH;

<<THEN_ZWEIG>> X :=Y;

<<DANACH>> X := X+1; ...
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Hinweise zu Spriingen in Ada:
while X <Y loop X := X+1; end loop; Z:=X;... . . . .
S ) 1. Generell soll man Spriinge vermeiden, weil Fehler in solchen
wirdim Registerprogramm 2u Programmen nur schwer zu entdecken sind und entsprechende

30: comp (2) vergleiche X mit Y bzgl. "kleiner" Software kaum gepflegt oder angepasst werden kann.

315 jump 25 Ub.e_rspringe die S_chleife 2. Spriinge durfen nie in Strukturen hineinfihren. Z.B.: Esist
32: succ X T Xﬂ' (S(I:Ihlefer_]rumpf") verboten, von auBen in den then- oder else-Zweig, in einen
33 !oad Fl bergte énen un‘bedl ngten Sprung vor Schleifenrumpf, in einen Block, in einen Prozedurrumpf, in
34: jump 30 zuriick zur Schleifen-Bedingung einen exception_handler usw. zu springen.
35: copy Z,X Z:=X .. A .
Py 3. Umgekehrt sind jedoch Spriinge aus Strukturen herausin

In Adalautet dieses Programmstiick: hierarchisch tibergeordnete Strukturen erlaubt (Spriinge aus

) ) ) einem exception_handler hinaus miissen allerdings den
<<Schleife>>F:= X 2 ; if F then goto danach; end if; umgebenden Block / die Prozedur verlassen).

X := X+1; goto Schieife;

<<danach>> Z 1= X: ... 4. Regel: Vermeiden Se Soriinge!
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1.6.5.3: Die Keller- oder Pushdownautomaten besitzen ein

1.6.5.2: Linear beschrénkte Automaten sind Turingmaschinen, Eingabe- und ein Ausgabeband sowie al's Arbeitsspeicher ein

deren k Bander nur so lang sind wie die Lange des Eingabe- Keller-Band. nacb .
wortes. Sie beschreiben also genau die Komplexititsklasse Bingabewort uDz

DSpace™\(n), sofern die Maschine deterministisch ist, bzw. l [ [ [ [ [ [ [ [

M I

NSpace™(n) im nichtdeterministischen Fall. Eingebebond ™ orlesen §
Fast alle Probleme, diein der Praxis auftreten, gehdren zur g
Klasse NSpace™(n). Diese Klasse kann genau die Probleme Endliche ZUSta_ng §-
|6sen, die sich mit kontextsensitiven Grammatiken erzeugen Ubg’;;“ﬁ;%g;m 5 z
lassen (vgl. 1.1.5.17). Die Laufzeit dieser Maschinen ist in der T
Regel exponentiell mit der Lange der Eingabe, so dass manin =
der Praxis nur eingeschrankte Maschinen verwendet. Ausglabe[ban[d [ [ [ [nur [schr[eibe[n ] *

Ausgabewort v1Q*
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1.6.5.3.a Definition (nichtdeterministischer Kellerautomat) .
1.6.5.3.b: Aussagen und Hinweise:

A=(Q,Z,Q,l,3,Q,F,0) heif} Keller- oder Pushdownautomat « ] ) .
1. Qist eine endliche nicht-leere Menge (Zustandsmenge), 1. Alle Probleme, die Kellerautomaten bearbeiten konnen,
2. = ist eine endliche nicht-leere Menge (Eingabeal phabet), liegen in DTime™ (n%) und in NTime™ (n).
3. Qist eine endliche nicht-leere Menge (Ausgabeal phabet), 2. Kellerautomaten konnen genau die Probleme bearbeiten,
4. T ist eineendliche nicht-leere Menge (Kelleralphabet), die man mit kontextfreien Grammatiken (also mit der BNF)
5. Q,UQ ‘ISt Q|e Menge der Anfangszustande (meist einelementig), beschreiben kann.
6. FO Q ist die Menge der Endzusténde, i ) o
7. OOT ist das Bottomsymbol (zeigt an, ob der Keller leer ist) 3. Nur die Programmiersprachen, deren Syntaxanalyse sichim
8. 00 Qx(=0{e}) xI xQ xI* x Q* endliche Menge, ist die Wesentlichen mit deterministischen Kellerautomaten durch-

Uberfiihrungsrelation. fuhren l&sst, sind fUr die Praxis interessant.
(Hli)nv\s;veis A hei_f&t(determilnisti)sEh23 bt 50 gibt s ke anclres . 4. Kellerautomaten werden fiir (hierarchisch aufgebaute)

ennesein (g.,0,d,Z,W, ibt, so gibt eskein anderes (g,a,0,9",2" W' . .
(also mit gleic?1ern gund a) fir alie agZD{s}. aaad Probleme mit Klammerstrukturen eingesetzt.

(2) Liegt Fal (1) nicht vor, so gibt es zu jedem Tripel (g,a,0)0QxZxI" hochstens
ein Tripel (q,z,w) 0QxT* xQ* mit (q,a,0,q,zw) 3.
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Lé&sst man nun noch
das Kellerband weg,
so erhdt man den

Eingabewort u0z*

"endlichen [TTTTTTTITT]
Automaten”, Eingabeband ‘@nur lesen

also eine Maschine,

die die Eingabe von Endliche Zustands-

 menge Q mit
Ubergangsrelation &

links nach rechts
liest, die synchron
hierzu ein Ausgabe-
band beschreibt und

i nur schreiben

1.6.5.4 Definition (nichtdeterministischer endlicher Automat)
A=(Q % Q, 9, Q, F) heifdt endlicher Automat

(engl.: finite state machine, finite automaton) =

1. Qist eine endliche nicht-leere Menge (Zustandsmenge),

. 2 ist eine endliche nicht-leere Menge (Eingabeal phabet),
Q ist eine endliche nicht-leere Menge (A usgabeal phabet),
Q,0Q ist die Menge der Anfangszustande,

F O Q ist die Menge der Endzustande,

. 00 Qx X xQxQ* endliche Menge, ist die

o0 A wWN

die nur endlich vie A“sg[abe[ba”f T Uberfiihrungsrelation.
Information in ihrer A heif3t deterministisch, wenn es zu jedem Paar (q,8) JQxZ
Zus_tandsmenge Ausgabewort vIQ* hdchstens ein Paar (g',w) 0 QxQ* mit (g,a9,w) U gibt.
speichern kann. A heifdt endlicher Akzeptor, wenn & 0 Qx % x Q gilt und es
genau einen Anfangszustand gibt.
6.2.03 Kap.1.6, Informatik 1, WS 02/03 119 6.2.03 Kap.1.6, Informatik I, WS 02/03 120

Die Arbeitsweise eines endlichen Automaten A ist sehr einfach:
Anfangs befindet man sich in einem Anfangszustand und es steht
ein Wort uJ>* auf dem Eingabeband. Zu dem jeweiligen
Zustand g und dem néchsten Eingabezeichen a suche ein Tupel
(9,29',w)0d; gehe dann in den Zustand g’ und drucke w ans Ende
des Ausgabebandes. Falls es kein solches Tupel gibt, brich ab.
Wenn man auf diese Weise die gesamte Eingabe gelesen hat und
sich am Ende in einem Endzustand (aus F) befindet, dann steht
auf dem Ausgabeband das Resultat der Eingabe Res,(u) = v. Im
Falle des Akzeptors spielt die Ausgabe keine Rolle, sondern nur
die Frage, ob man am Ende in einem Endzustand ist oder nicht.

Der endliche Automat funktioniert also wie eine 2-Band-
Turingmaschine, die das Eingabeband nur von links nach rechts
lesen und synchron hierzu auf das zweite Band die Ausgabe von
links nach rechts drucken darf.

Grafische Darstellung:

Die Zustande werden durch Kreise dargestellt, die Ubergénge
durch Kanten, an die die Eingabe und die Ausgabe, getrennt
durch /" geschrieben werden. Wenn (g,a,g',w) (16 bzw. beim
Akzeptor (g,a,9") 0 ist, so zeichnet man diesin der Form

al/w @ bzw.@ a

Anfangszusténde erhalten und Endzusténde werden ‘
einen Pfeil doppelt umkringelt.
Dadurch werden Automaten sehr anschaulich. Dasie zugleich

formal definiert sind, lassen sie sich auch maschinell sehr gut
verarbeiten.
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Was ist die Bedeutung eines endlichen Automaten?

Interpretation als Automat:

Zu jeder Eingabe gibt es eine Menge von Ausgaben, die bei

dieser Eingabe mdglich waren:

L(A) ={(u,v) | Esgibt eine Folge von Ubergingen, die einen
Anfangszustand aus Q, bei der Eingabe u0z*
in einen Endzustand aus F Uberfiihren und
hierbei die Ausgabe v1Q* erzeugen} 0 X* xQ*.

Falls A deterministisch ist, so gibt es zu jedem udJ>* hochstens

ein vdQ* mit (u,v)OL(A). In diesem Fall wird L(A) zu einer

(partiellen) Abbildung Res,: Z* - Q*.

L(A) heifdt die von A redlisierte Relation, Res, heif’t dievon A

realisierte Abbildung oder die Resultatsfunktion von A.

6.2.03
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Was ist die Bedeutung eines endlichen Akzeptors?

Interpretation als Akzeptor:

Jede Eingabe u Gberfuhrt den Akzeptor in einen Endzustand oder
nicht. Demnach definiert man die von A erkannte Sprache:
L(A) ={u=* | Esgibt eine Folge von Ubergéngen, die einen
Anfangszustand aus Q, bei der Eingabe u
in einen Endzustand aus F Uberfuhren} O X*.

Wir werden im Folgenden vor allem Beispiele zu Akzeptoren
angeben und nur ein Beispiel zu einem deterministischen
Automaten.
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Beispiel a: Gegeben sei der Akzeptor A = (Q, %, d, ¢, F) mit

Q={do a, Z={a b} und F={q,}.

Gesucht wird die Menge
L(A) = {uD=* | uwird vollstandig
eingelesen und dann befindet
sich A im Endzustand ¢} .
In diesem Beispiel ist
L(A) ={u0z* | die Anzahl der b
inuist gerade}.

Skizze:

adga .

Beispiel b: Gegeben sei der Akzeptor A® =(Q, Z,54), gy, F)

mit Q ={dp, 0y, o}, Z={0, 1}
und F={0q}.

Gesucht wird die Menge

L(A®) = {udz* | uwird vollstandig
eingelesen und dann befindet
sich A® im Endzustand Qo} .

Skizze:

N

o=

!
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Wie lautet die Menge L(A®) ?
Hierzu betrachten wir die Beziehungen der Eingaben. Es gilt:

Wenn der Akzeptor nach Eingabe von uim Zustand q ist,
dann fiihrt auch uO in den Endzustand q,,.

Wenn der Akzeptor nach Eingabe von uim Zustand g ist,
dann fiihrt ul in den Endzustand g,

Wenn der Akzeptor nach Eingabe von uim Zustand g, ist,
dann fiihrt u01 in den Endzustand g,

Dies erinnert an die Teilbarkeit durch die Zahl 3:

Wenn u (binér dargestellt) durch 3 teilbar ist, dann ist auch u0
durch 3 teilbar.

Wenn u (binér dargestellt) durch 3 den Rest 1 lasst (d.h. u=
3k+1), dannist ul = (3k+1)-2 + 1=3:(2k+1) durch 3teilbar.
Wenn u (bindr dargestellt) durch 3 den Rest 2 lasst (d.h. u=
3k+2), dannist u01=(3k+2)-4+1=3-(4k+3) durch 3teilbar.
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Tatsachlich ist die vom Akzeptor erkannte Sprache
L(A®) ={u0{0,1}* | uist die Binardarstellung einer Zahl,
die durch 3 teilbar ist}.

Der Beweis ergibt sich aus der Tatsache, dass sich der
Akzeptor A® genau dann im Zustand g; befindet, wenn die bis
dahin gelesene Eingabe, aufgefasst als binér dargestellte Zahl,
bel der Division durch 3 den Rest i besitzt. Fhrende Nullen
sind hierbei zugelassen.

Dieslasst sich unmittelbar durch Auflisten aller Félle
nachweisen. Damit ist L(A®) charakterisiert.
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Beispiel c: Gegeben sei der Akzeptor A = (Q, %, 9, ¢, F) mit

Q={0dp o %}, Z={a b, c}
und F={q,}.

o) a b c

% W & @D Gesucht wird die Menge
L(A) ={ud%* | uwird vollsténdig
@ % % % eingel esen und dann befindet
S @ & G sich A im Endzustand q.} .
Was mag L(A) sein? Keine
) Ahnung (dies ist auch nicht
Skizze: ganz leicht zu sehen).

\ %/;/\b,c
CQ ‘T at,) u

Kap.1.6, Informatik I, WS 02/03

Wenn der endliche Automat A=(Q,,Q,5,Q,, F) deterministisch
ist, dann kann man (wie bei Turingmaschinen) o a's (partielle)
Funktion &: Qx X — Q x Q* auffassen. Man flige nun einen
"Fangzustand” ¢, zu Q hinzu, zu dem ale nicht erfassten Uber-
gangsmaglichkeiten fihren, wodurch man den Automaten A,
erhdt: A,=(Q0{qg},%,Q,3,,Qq F), wobel 3, eine Erweiterung
von & ist mit §,(q,8) = (¢, €) fur alle (9,8 O(QO{q}) xZ, fur die
& nicht definiert ist. Solch einen Automaten mit totaler Uber-
gangsfunktion & nennt man vollsténdig definiert. A, verhélt sich
genauso wie A, liest aber jede Eingabe stets vollstandig ein.
Analog kann man jeden nichtdeterministischen Automaten ver-
vollstéandigen, so dass wir also stets annehmen konnen, dass es
zu jedem Paar (0,8)JQxZ mindestens ein Paar (q',w)JQxQ*
mit (g,a,q',w)0d gibt.
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Meist wird der endliche Automat nur fird 0 Qx Z x Q x Q
definiert, d.h., zu jedem gelesenen Eingabezeichen wird genau
ein Ausgabezeichen erzeugt. Im deterministischen Fall gilt dann
3 QxZ - QxQ,wasmanmit zwel Abbildungend:QxZ - Q
undy: Qx X - Q darstellt. Weiterhin verlangt man meist, dass
der Automat genau einen Anfangszustand q, besitzt. Das
zugehdrige deterministische Modell A=(Q,%,Q,3,Y,q,, F)
bezeichnet man als Mealy-Automaten.

Hangt die Funktion y nicht von der Eingabe, sondern nur vom
Zustand ab, d.h. y: Q - Q, so spricht man von einem Moore-
Automaten. Mealy- und Moore-Automaten werden meist dem
Entwurf von Schaltwerken zugrunde gelegt

Wer aus dieser klassischen Theorie kommt, bezeichnet unsere
Automaten dann als "verallgemeinerte” Automaten.

Endliche Automaten gehdren zu den einfachsten Algorithmen.
Sie arbeiten nur mit einem Eingabeband, das sie zeichenweise
von links nach rechts lesen. Dabei drucken siein jedem Schritt
ein Wort (dies kann auch das leere Wort € sein) aus Q* auf das
Ausgabeband. Nach genau so vielen Schritten, wie die Eingabe
lang ist, ist die Arbeit des endlichen Automatens beendet. Die
exakte Arbeitsweise lasst sich leicht als Programm formulieren:

g :=irgendein Zustand aus Q;
while not end_of _filedo read (a);
wahle ein Paar (g',w) mit (q,a,g',w)0QxZxQxQ*;
(falls dies nicht existiert => Abbruch); q :=q'; write (w)

od;
if qOF then write (" Erfolgreiche Rechnung ")
else write (" Erfolglose Rechnung ") fi

6.2.03
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1.6.5.5: Beispiel Morse-Code

a «— D —eee C —e—e d —eo e .
f oo —e g ——- h eeee | oo joe——=
k —e— | «— m—— n —e 0o ———
P e——e Q ——e— [ o—- S ees t —
U oo — Vo oeee— W o —— X —ee— Y —e——
Z ——ee 4 e—e— O ———¢ U ¢e—— ch————

Dieser Code besteht aus zwei Zeichen - "kurz' und —"lang".
Faktisch gibt es aber noch ein drittes Zeichen ¢ "Pause”, mit
dem man feststellt, wann eine kurz-lang-Folge zu Endeist.

Die Codierung{a b, ..., z, & 6. 0, ch}* - {.,— 0}* lasst sich
mit einem deterministischen endlichen Automaten mit nur
einem Zustand realisieren; fiir die Umkehrung ("Decodierung")
braucht man 31 Zusténde.

O —
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ple——s

Endlicher deterministischer
Automat zur Codierung der
30 Zeichen im Morse-Code;
esgenigt ein Zustand g,

e L L
%

Es gibt nur einen

Zustand ¢, sowie 32
Ubergange der Form
8(0od = (dor - )
8(dob) = (Gp, =+ ),

e, O = (G0 ——).

ohf———— afe bI—eee
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Morse o) ol Code
Um zu entscheiden, zu welchem Zeichen eine Folge aus "+ " < 0lc O---y‘ 0 Off -
und "—' gehort, muss man die Folge einlesen, bis das Ne) T*/E - 7/4 Q/"
Pausenzeichen "0" auftritt. Dann kann man eindeutig das Qb ‘FQ Y O Ol.-»
. ) -~ Wk Oy’
gesuchte Zeichen ermitteln und ausgeben. Zu dem Zweck O'K/s ,/ET “ T,/g g O
muss man sich jedoch alle Zeichenfolgen bis zur Lange 4 Q/—t?—-_,o‘/O : X W AQZ _Oh,
merken; diessind 21+ 22+ 23 + 24 = 30 Moglichkeiten. e forg T 0 ofi- T o /€ ©
Zusammen mit dem Anfangszustand benétigt man daher 31 v EO ST e, O'/ €
Zusténde fur die Decodierung. Xy 9 7/8{07{:," :\@7917/8 ot
Der zugehdrige endliche deterministische Automat |autet Yz Oete iy e FrOm olay) e 418,000
AMorse =(Q z,Q,3, {QO}: {%}) mit Q = {qu s Gps s q30}v olq __O‘//s —/El ,’/I N l—/s _bQ Ola
>={.,—0}, Q={a b, .., z & 6. {, ch}, und die Ubergangs- e ‘s/O' 0/0‘ AOIW‘ Je T
funktion o folgt aus der Zeichnung auf der nachsten Folie o6 -2 l,/g i 7/gl Q. 0lp
(die Nummerierung der Zusténde ist belanglos). poes o R, \‘\,
Olch 0fj

Alle gestrichelten Linien fuhren zum Anfangszustand in der Mitte.
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1.6.5.6: "Regulére Sprachen": Eine Menge L O Z* heif3t
"endlich akzeptierbar" oder regulér, wenn es einen endlichen
Akzeptor gibt, der diese Sprache akzeptiert.

Hierbei ist es egal, ob dieser Akzeptor deterministisch oder
nichtdeterministisch ist, da man beweisen kann, dass man zu
jedem nichtdeterministischen Akzeptor A einen deterministi-
schen Akzeptor A' mit L(A) = L(A") konstruieren kann.

Weiterhin kann man beweisen, dass jede regul &re Sprache
rechtslinear ist und umgekehrt, vgl. Definition 1.1.5.17 und
daran anschlief3ende Aussagen.

Der Begriff "reguldre Sprache" besitzt eine &hnlich zentrale
Bedeutung, wie dies die Begriffe "aufzahlbare Sprache" und
"entscheidbare Sprache" haben. Siehe viele weitere Veran-
staltungen im Laufe Ihres Studiums.

1.6.5.7 Nichtdeterminismus

Bereitsin den 70er Jahren wurden die "bewachten
Anweisungen" (guarded commands) vorgeschlagen:
Schema:

if Bedingungl => Anweisungl;

[l Bedingung2 => Anweisung2;

[] Bedingungk => Anweisungk

fi
Bedeutung: Alle Bedingungen werden ausgewertet. Falls
keine Bedingung trueist, so wird die Anweisung tber-
sprungen, anderenfalls wird genau eine "Anweisung i,
deren "Bedingung i" zu true ausgewertet wurde, nicht-
deterministisch ausgewahlt und ausgefiihrt.
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Wir betrachten das Standardbeispiel ggT. In 1.1.2.4 wurden
folgende Eigenschaften aufgefuhrt:

(1) ggT(ab) = ggT(b,a) fur alle a,b0IN,,
(2 9oT(a0) =ggT(aa)=a  furadleallN,,

(3) ggT(ab) = ggT(ab,b) fur alle a,b0IN, mit a>b,
ggT(a,b) = ggT(a+b,b) fur alle a,bOIN,,

(4) ggT(ab) =ggT(b,amodb) fir aleablIN, mit a=b.

Hieraus kann man sofort ein nichtdeterministisches Programm
zur Berechnung des ggT angeben: Wahle standig irgendeine der
obigen Gleichungen aus und fuihre die zugehtrige Wertzuwei-
sung aus, bisirgendwann einmal Fall (2) eintritt.

Das Programm mit bewachten Anweisungen lautet:
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while B # 0 do
iftrue=>H:=A;A:=B;B:=H
[A2B=>A:=A-B
[Jtrue=>A:=A+B
[A=B=>H:=AmodB;A:=B;B:=H
fi

od;

put (A);

Hier ist keine "Strategie" vorgegeben, wie man zum Ende der
Schieife kommen kann. Wie beim Nichtdeterminismus tblich
lautet die Aussage nur: Wenn es eine Mdglichkeit gibt, das
Programmstiick zu beenden, so wéahle eine solche und fahre
anschlief?end mit den nachfolgenden Anweisungen fort.

6.2.03
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Mit dem Nichtdeterminismus kann man "schwierige" Probleme
leicht beschreiben, z.B. das Binpacking-Problem:

Es sollen n Gegensténde, die die Gewichte gy, g,, ..., 0,
besitzen, so in m Behdlter gepackt werden, dassin jedem
Behalter das Maximalgewicht Max nicht tiberschritten wird.

Anwendungen:

1. Essollen nKisten, diejeweils g;, s, ..., g, Tonnen wiegen,
mit m LKWs transportiert werden, wobel jeder LKW die
maximale Zuladung Max Tonnen besitzt. Geht dies?

2. Kann man n Produkte mit m Maschinen in insgesamt Max
Zeiteinheiten herstellen, wobei das i-te Produkt g; Zeitein-
heiten zu seiner Herstellung bendtigt?

3. Optimierungsproblem:Verteile moglichst viele von n Gold-
stiicken der Gewichte g,, g5, .., 9, S0 auf m Personen, die
jede hdchstens Max Gewichtseinheiten tragen kénnen, dass
das Gewicht der zurtickbleibenden Goldstuicke minimal ist.

Kap.1.6, Informatik I, WS 02/03 140

Formalisierung des BPP als Entscheidungsproblem:

Definition 1.6.5.8: Binpacking Problem (BPP)
Gegeben: natirliche Zahlen n, m, Max, gy, 9y, .., On-
Gesucht: eine Abbildung f:{1, 2, ..., n} - {1,2, ..., m},
so dass fur jedesi (1< i< m) gilt:

2 g <Max.

f(j)=i
f(j) = i bedeutet also: Der j-te Gegenstand wird in den i-ten
Behélter gelegt.

Um das Problem, obeszu n, m, Max, g,, g,, ..., g, €n
solchesf gibt, zu 16sen, kann man deterministisch alle m"
M dglichkeiten durchprobieren. Nichtdeterministisch |asst
sich eine Ldsung dagegen leicht beschreiben.

6.2.03
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Nichtdeterministisches Programmsttick nach der Methode 1.6.5.9 Backirackin

"guess and check" (raten und dann nachpriifen): Beachten Sie, dass bei einem nichtdeterministischen
var n, m, Max: natural: Programm der Misserfolg nicht beachtet wird. Nur im
begin read(n, m, Max); ... Erfolgsfall (also der Fall "Es existiert eine Losung") wird
var g: array [1..n] of natural; f: array [1..n] of natural; eine L6sung ausgegeben.
B: array [1..m] of natural; F_ehle.r: Boolean; i, j: natural; Ein nichtdeterministisches Programm dient der Kl&rung
begin < L.'fﬁd'e.GeW'(_:h_tegemz . i des Problems; fiir die Ermittlung einer Lésung ist esin der
Feh_'?[" felse; fori:=1tondoB[i] :=0od; Praxis nicht hilfreich. Um nun eine Lsung zu finden, geht
5% forj:=1tondo ‘ man systematisch alle Méglichkeiten durch: Die verschie-
€3 if true =>f[j] := 1; [| true =>f[j] := 2; ... denen Moglichkeiten werden baumartig aufgeschrieben
= [] true => f[j] := m-1; [] true => f[j] :==m fi und systematisch durchlaufen und abgepriift.
5 %8\ fg]. = 1t_g n do BIf[j]] = B[fm.]_*' g[J];_ . Ein solches systematisches Durchprobieren aler Méglich-
2L if BIf[j]] > Max then Fenler = truefi od, keiten bezeichnet man a's Backtracking = "Ruickverfolgen
56 . R .
endﬁez_((;[ Fehler then < gib die Lésung f aus > fi durch den L ésungsbaum”.
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Backtracking geht stets von einer vorhandenen Situation aus und reduziert das - _— : :
Problem auf einfachere Probleme. Eine typische Situation beim Fullen der m \évé: ;?;n? Zden 0&3;2?;?3:::%&;2?;; :rezl? S)V Sgan;?;n
Behdlter ist: Man hat die ersten j Gegenstande bereits konfliktfrei in die ersten sofern k+ly<yn.1.”dh K<mist !
k Behélter gefullt und muss nun den (j+1)-ten Gegenstand einfllen. - '
Behélter 1 Behélter 2 Behalter k Behdlter 1 Behdlter 2 Behalter k Behalter k+1
9 gz 9 9 9 - Y g, Guz o+ On 9 9% % 9% G - %1 G 9
bereits bearbeitete Gegenstande ~ @/snéachstes bereits bearbeitete Gegenstande ~ @/snachstes
einzufillen einzuftillen
Allediese k+1 Félle probieren wir im Backtracking durch. Die folgende
Prozedur vollzieht genau die obige Rekursion nach.
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Entwurf der rekursiven Prozedur (es fehlen noch Detajls) So erhalten wir die Verfel nerung des Prozedurschemas (man
procedure BTBPP (j, k: natural); beachte, dass vor und nach jedem rekursiven Aufruf das Ge-
var i: natural; wicht des jeweiligen Behélters B[i] angepasst werden muss):
begin e .

if j=n then ..... < Lésung gefunden > ..... w BTBPP (. k- natural);
var i: natural;
else fori:=1tokdo .
if Gegenstand (j+1) passt noch in Behalter i then begin
n then < L&sung gefunden >

BTBPP (j+1, k) fi od; if j=
if K <mthen BTBPP (j+1, k+1) fi el_sef_ =1tokdo
if B[i] +g[j+1] < Max then

fi
end; B[i]:=B[i]+g[j+1]; BTBPP (j+1, k);

. . ) ) I B[i]:=B[i]-g[j+1] fi od;
Um zu Uberpriifen, ob der Gegenstand (j+1) noch in den Behalter i passt, . e . A
verwenden wir wieder das globale Feld B: array[1..m] of natural, in if k <mthen B[k+;|.].—g[j+l], BTBPP (j+1, k+1);
welchem wir die Summe der Gewichte aller Gegenstéande, die aktuell im B[k+1]:=0 fi
jeweiligen Behdalter liegen, notieren. Der Gegenstand (j+1) darf in den fi
Behélter i nur gelegt werden, wenn dadurch das Maximalgewicht nicht end;
Uberschritten wird, also nur, wenn B[i]+g[j+1] < Max ist. -
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Diese Prozedur stellt bisher nur fest, ob eine Losung existiert, aber sie gibt
keine mdgliche Zuordnung zu den Behaltern aus. Hierfur miissen wir uns
noch zu jedem Gegenstand merken, in welchen Behélter er gelegt wurde.
Dies geschieht in dem globalen Feld f: array [1..n] of natural. Dieses Feld
beschreibt genau die Abbildung f aus Definition 1.6.5.8.

Wir miissen nicht alle m" moglichen Abbildungen f durchzuprobieren. Wir
kdnnen annehmen, dass der Gegenstand mit der Nummer 1 stetsim Behélter 1
liegt, der Gegenstand mit der Nummer 2 stetsin einem der Behélter 1 oder 2
usw. Durch Umnummerieren der Behdlter |4sst sich also stets erreichen, dass
f[j] <j fur allej=1,2,...,n gilt. Speziell ist dann f[1]=1. In der Prozedur stellen
wir automatisch sicher, dassf[j] < j fur alle weiteren j gilt, indem fiir den
Gegenstand j+1 neben den bereits betrachteten Behaltern nur der Behalter k+1
(und nicht k+2, k+3 usw.) ausprobiert wird. Weil m die hochste Nummer eines
Behdltersist, brauchen wir also nur Abbildungen f zu betrachten mit:

(i) < Min(j,m), wobel Min(j,m) das Minimum der beiden Zahlen j und miist.

So erhalten wir BTBPP (Backtrackingprozedur fur das Binpackingproblem):

procedure BTBPP (j, k: natural);

< Beachte: Die Gegenstande 1 bisj sind bereits eingefiigt, wobei k Behalter verwendet wurden >
var i: natural;

g

if j=n then <L&sung gefunden, drucke das Feld f aus >
else fori:=1tokdo
it B[i] +g[j+1] < Max then
f[j+1]:=i; B[i]:=B[i]+g[j+1]; BTBPP (j+1, k);
B[i]:=Bl[i]-glj+1]; f[j+1]:=0 fi od;
if k < mthen f[j+1]:=k+1; B[k+1]:=g[j+1];
BTBPP (j+1, k+1); B[k+1]:=0; f[j+1]:=0 fi
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Globae Variablen sind wiederum:
Max, m, n: natural;
g, f: array[1..n] of natural;
B: array[1..m] of natural;

Der Aufruf der Prozedur BTBPP lautet, sofern bereits alle Daten
in die globalen Variablen Max, m, n und g eingelesen wurden:

if (n<1) or (m<1) then

< Abbruch, da keine Lésung zu suchen ist > fi; ...
forj:=1tondoif g[i]>Max then

< Abbruch, da keine Lésung mdglich > fi od; ...
for i:=1 to m do f[i]:=0 od;
for j:=1to n do B[j]:=0 od};

B[1]:=9[1]; f[1]:=1; BTBPP(1,1);
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Manche der obigen Anweisungen erscheinen tberflissig (z.B.
f[j+1]:=0 oder for i:=1 to n do f[i]:=0 od;). Wir haben sie
dennoch aufgefiihrt, da sie eventuell sehr hilfreich werden
kdnnen, wenn Fehler auftreten oder wenn die Prozedur noch
von anderen Programmen aufgerufen wird.

Die Ubertragung nach Adaist nun sehr einfach.

Aufgabe: Schreiben Sie das Programm fur die Lésung des
Binpacking-Problems fertig und testen Sie es an einigen
Daten. Messen Sie Zeit und Speicherplatz. Machen Sie sich
das systemati sche Durchprobieren mittels Backtracking klar
und Uiben Sie diese Technik an dem in 1.6.6 genannten
Erbschaftsproblem.
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Hinweise: Nichtdeterministische Sprachelemente sind in
imperativen Programmiersprachen unublich. In Adagibt es
eine nichtdeterministische Auswahl ("select-Anweisung"
mit den Schllisselwortern select, or und else, zusammen mit
task, accept, entry, delay und terminate), allerdings wurde
sie auf die Kommunikation zwischen Prozessen beschrénkt,
siehe spéter in Teil 2 der VVorlesung.

In préadikativen Programmiersprachen (wie PROLOG)
gehdren der Nichtdeterminismus al's Beschreibung und das
deterministische Backtracking a's Ldsungsmethode zu den
Grundprinzipien. Dies wird in der Vorlesung "Einfuhrung
in die Informatik 111" genauer behandelt.
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1.6.6 Historisches

Dass Algorithmen lange Laufzeiten haben konnen, ist seit
altersher bekannt. Der Euklidische Algorithmus oder das
Newtonverfahren zur Berechnung von Nullstellen sind relativ
schnell arbeitende Verfahren. Die Gauf3sche Elimination zur
Losung linearer Gleichungssysteme benétigt O(n3) Schritte,
wobei n die Zahl der Variablen ist. Diesist fur die Berechnung
per Hand meist schon zu aufwandig.

Die Erfindung von Rechenmaschinen wurde sicher durch die
zeitraubenden Rechnungen, vor allem im technischen Bereich,
beflugelt. Systematische Untersuchungen zur Komplexitét
begannen in den 1950er Jahren. Das exponentielle Wachstum
mancher Algorithmen fuhrte zu der Frage, ob man die Komple-
xitétsklasse P charakterisieren und ihr Verhdltnis zur Klasse
NP, in der viele praktische Probleme liegen, kléren kdnne.
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1971 zeigte S. Cook, dass es in NP Probleme mit folgender
Eigenschaft gibt: Liegt nur eines dieser Problemein P, so fallen
die Klassen P und NP zusammen. Diese Probleme sind unter dem
Begriff "NP-vollsténdige Probleme" bekannt geworden. Man
kennt mittlerweile rund 10.000 solcher Probleme.

Hierzu zéhlen Zuordnungs- und Optimierungsprobleme wie die
Erstellung von Stundenplénen oder optimale Standorte oder
Rundreisen mit vorgegebenen Eigenschaften. Das einfachste
dieser Problemeist das "Erbschaftsproblem” (engl.: "partition
problem"): Gegeben seien n natiirliche Zahlen gy, g,, ..., gy, gibt
es hierzu eine Menge von Indizes 1={i,, i,, ..., i} 0{1, 2, ..., n}

mt igijze, wobeiG=(nZ g)/2 2
j=1 i=1

Kann man also die n Zahlen in zwel Teilmengen zerlegen, deren
Summe gleichist?

Falls Sie einmal an diesem einfach aussehenden Problem
Uben wollen, so stellen Sie fur folgende 20 Zahlen, deren
Summe 33.480.070 ist (d.h. G = 16.740.035), fest, ob eseine
Teilmenge gibt, deren Summe gleich Gist:

1.976.834, 1.864.558, 1.755.621, 1.575.931, 2.169.504,
1.567.429, 2.001.571, 1.682.544, 1.289.337, 1.223.752,
1.884.283, 1.671.449, 1.400.530, 1.547.733, 1.338.626,
1.438.792, 2.010.563, 1.422.589, 1.863.866, 1.794.558

Mittlerweile ist die "Komplexitétstheori€e", die eng mit der
"Algorithmik" zusammenhéngt, ein etablierter Zweig der
Informatik. Auch wenn hier viele abstrakte Erkenntnisse
gewonnen wurden, so hat man keine Techniken entwickeln
kdnnen, um zu beweisen, dass es keine Turingmaschinen
(oder Programme) geben kann, die gewisse Problemein
polynomieller Zeit 16sen.
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Schon um 1955 gelang es dagegen, eine Klasse von Problemen
zu entdecken, die sich in Realzeit durch Schaltwerke mit
endlichem Gedé&chtnis (= EA) 16sen lassen. Ausgangspunkt
waren Arbeiten von Kleene iber Nervennetze.

E. F. Moore verdffentlichte 1956 " Gedanken Experiments on Se-
quential Machines' (in den Automata Studies, Princeton University,
Princeton, N.J.) und G. H. Mealy untersuchte"A Method for
Synthesizing Sequential Circuits' (Bell System Technical
Journal 34,1955). Beide Arbeiten waren grundlegend fir die
Beschreibung von Schaltwerken auf héherer Ebene (= endliche
Automaten) und fir die Synthese von Hardwarebausteinen. Ab
1959 wurden diese reguldren Probleme exakt klassifiziert.

Man erkannte rasch, dass man komplexere Rechenmodelle
bendtigte: Kellerautomaten, Stackautomaten, linear beschrénkte
und weitere Automaten wurden ab 1961 definiert und anaysiert.
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Immer wieder stie? man auf das Problem, nichtdeterministi-
sche Verfahren deterministisch simulieren zu miissen. Es ent-
standen hunderte von Klassen und Hierarchien, ohne dass man
essentielle Hinweise zur Lésung des P=NP-Problems erhielt.

Heute weil3 man von sehr vielen Problemen ziemlich genau, in
welcher Komplexitatsklasse sie liegen; z.B. |&sst sich die Frage,
ob eine Zahl eine Primzahl ist, in polynomieller Zeit (bzgl. der
Lange der eingegebenen Zahl) 16sen. Doch wir wissen noch viel
zu wenig Uber die (Nicht-) Existenz mathematischer R&ume, in
denen man sehr effizient rechnen und zwischen denen man
relativ schnell hin- und herschalten kann.

Alle diese Fragen werden durch paralele und verteilte Algorith-
men noch verschérft. Hier kommen neue Komplexitétsklassen
ins Spiel, auf diewir erst im Hauptstudium eingehen werden.
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