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Zusammenfassung

Die Kiirzeste-Wege-Suche ist eines der meistbearbeiteten Gebiete der Gra-
phentheorie — tausende Artikel wurden auf Konferenzen vorgestellt oder
in Zeitschriften verdffentlicht. Die Ubersichtsarbeiten von Deo und Pang
([DP84]) und Cherkassky et. al. ((CGR96]) sowie Zwick ([Zwi01]) geben einen
guten Uberblick iiber die Vielfalt der Problemstellungen und Ansétze zur
Losung Kiirzester-Wege-Probleme. Diese Arbeit behandelt dariiber hinaus
sehr aktuelle Algorithmen, die erst in den letzten zwei Jahren entwickelt und
verdffentlicht wurden.

Wir geben in dieser Arbeit einen anderen Blickwinkel auf diese Vielfalt der
Algorithmen — bei der Herleitung der Algorithmen wird der Schwerpunkt auf
die Herausarbeitung von Gemeinsamkeiten und Unterschieden gelegt. Da-
bei achten wir auf eine logische, nicht notwendigerweise chronologische, Rei-
henfolge. Um sich nicht in der Vielfalt der Problemstellungen zu verlieren,
beschéftigt sich diese Arbeit im Wesentlichen mit der Suche der kiirzesten
Wege von einem Startknoten zu allen anderen Knoten — andere Problemstel-
lungen werden nur kurz behandelt.

Ausgehend von grundlegenden FEigenschaften leiten wir einen generischen
Kiirzeste-Wege-Algorithmus her, der fast alle geldufigen Kiirzeste-Wege-Al-
gorithmen als Sonderfélle umfasst — einige davon werden hier auch im Detail
betrachtet. Dariiber hinaus werden wir verschiedene Techniken und Daten-
strukturen vorstellen, die die Suche beschleunigen kénnen. Dabei werden an
vielen Stellen durch kommentierende Bemerkungen die Aussagen der Ori-
ginalarbeiten vertieft und im Hinblick auf Gemeinsamkeiten mit anderen
Algorithmen erweitert.

Neben diesen strukturellen Ergebnissen liefert diese Arbeit neue Aussagen
insbesondere zur beidseitigen heuristischen Suche, zur Verwendung von
Bucketstrukturen bei reellen Kantengewichten und eine Verbesserung eines
k-kiirzeste-Wege-Algorithmus.



Abstract

The shortest path problem is one of the most studied in graph theory. Thou-
sands of papers have been published at conferences or in journals. The surveys
by Deo and Pang ([DP84]), Cherkassky et. al. ((CGR96]), as well as Zwick
([Zwi01]) provide an insight into the variety of questions and solutions in
shortest path computation. This dissertation also considers some algorithms
that were recently published within the past two years.

We give a different point of view to the variety of algorithms for shortest
path computation — the main focus is on the similarities of these algorithms
and how they evolve from each other. We use a logical order rather than
a chronological one. It’s easy to get lost in the diversity of shortest path
problems, so we focus on the computation of shortest paths from one node
to all the others. Other problems are briefly described.

Beginning with basic properties of shortest paths we deduce a generic shortest
path algorithm. Almost all well-known shortest path algorithms are special
cases of this generic one. Some of these will be described in detail. Further-
more different techniques and data structures will be shown to be efficient in
shortest path computation. We give many additional comments that extend
the original papers, so as to show similarities between the algorithms.

In addition to these structural results, we will provide new theorems. The
main results: Concerning bi-directional heuristic search we show that an uni-
directional heuristic search is always faster than the bi-directional one. In
contrast to this, the non-heuristic bi-directional search is almost always fa-
ster than an unidirectional one. We show how to use bucket structures in
real weighted graphs by combining an old theorem by Dinic ([Din78]) with
algorithms for integer weighted graphs. We give an improved algorithm for
computing the k£ shortest paths.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Kiirzeste-Wege-Suche ist eines der klassischen Probleme der Graphen-
theorie. Es lésst sich leicht beschreiben und mit einfachen Polynomialzeit-
Algorithmen 16sen. Seit den grundlegenden Algorithmen von Bellman und
Ford ([Bel58], [For56]) sowie Dijkstra ([Dij59]) sind nun fast fiinfzig Jahre
vergangen, in denen sich tausende Verdffentlichungen mit der Kiirzeste-Wege-
Suche in allen Variationen beschéftigt haben. Nichtsdestotrotz sind selbst fiir
die klassischen Probleme der Kiirzeste-Wege-Suche — z. B. von einem Start-
knoten zu allen anderen — noch keine (beweisbar) optimalen Algorithmen
bekannt. Diese existieren bislang nur fiir spezielle Graphenklassen (z. B. ein
Linearzeit-Algorithmus fiir ungerichtete Graphen mit ganzzahligen positi-
ven Kantengewichten von Thorup ([Tho99]) oder ein Linearzeit-Algorithmus
fir planare Graphen mit positiven Kantengewichten ([HKRS97])). Fiir die
meisten Graphenklassen und Kiirzeste-Wege-Probleme gibt es jedoch zwi-
schen den theoretischen unteren Schranken und den bekannten Algorith-
men noch kleinere oder groflere Liicken. Auch spielt das Berechnungsmodell
fiir die Laufzeiten eine entscheidene Rolle: Der oben genannte Linearzeit-
Algorithmus nach [Tho99] benétigt z. B. ein RAM-Modell, in dem AC°-
Operationen in konstanter Zeit durchgefiihrt werden kénnen. Dieses ist zwar
im RAM-Modell durchaus iiblich, betrachtet man aber denselben Algorith-
mus auf einem vergleichsbasierten Modell, das nur einfache Operationen wie
Additionen und Vergleiche in konstanter Zeit ausfithren kann, so benotigt
dieser im schlechtesten Fall mindestens Q(m + nlogn) Schritte ([Pet04]).
Neuere Algorithmen versuchen im Mittel optimal zu sein, so lésen z. B. die
Algorithmen von Goldberg ([Gol04]) und Hagerup ([Hag04]) das Kiirzeste-
Wege-Problem im Mittel in Linearzeit (der Worst-Case ist jedoch nicht line-
ar).
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Im téglichen Leben begegnen uns Kiirzeste-Wege-Suchen meist in der Form
,Suche von einem Start- zu einem Zielknoten“ (Navigationssysteme im Au-
to oder Fahrplanauskiinfte im o6ffentlichen Nahverkehr). Wir werden uns in
dieser Arbeit hauptséchlich mit diesem Problem — Kiirzeste-Wege-Suche von
einem Startknoten aus — beschéftigen, dabei aber die kiirzesten Wege zu
allen Zielknoten berechnen. Andere Problemstellungen, wie die Berechnung
zweitkiirzester Wege oder die Berechnung der kiirzesten Wege zwischen allen
Paaren von Start- und Zielknoten, werden wir nur am Rande betrachten —
fiir weitere zumindest noch im Ausblick Literaturhinweise geben.

Zum Aufbau der Arbeit

Der Fokus dieser Arbeit liegt in einer einheitlichen Darstellung und Klas-
sifizierung Kiirzester-Wege-Algorithmen. Dabei werden die Algorithmen lo-
gisch aufeinander aufbauend hergeleitet und so Gemeinsamkeiten verdeut-
licht, auch wenn dabei die chronologische Reihenfolge nicht immer eingehal-
ten wird.

Neue Ergebnisse dieser Arbeit, z. B. im Rahmen der beidseitigen Suche, sind
deshalb in die Herleitung der Algorithmen eingebettet und nicht in einem
separaten Kapitel dargestellt.

Das Verstandnis der Originalarbeiten wird durch kommentierende Bemer-
kungen vertieft. Hierbei wird auf die Darstellung der (nicht immer offen-
sichtlichen) Gemeinsamkeiten und Gegensétzlichkeiten verschiedener Algo-
rithmen Wert gelegt. Haufig werden auch Verbesserungen oder Erweiterungen
der Aussagen der Originalartikel hergeleitet oder diese aus einem anderern
Blickwinkel heraus betrachtet. So sind auch fast alle Beweise und Darstellun-
gen gegeniiber den Originalarbeiten neu verfasst, um so die Gemeinsamkeiten
zu anderen Algorithmen besser darstellen zu kénnen.

In Kapitel 2 werden die grundlegenden hier verwendeten Notationen und
Begriffe eingefiihrt. Der mit den Begriffen der Graphentheorie und mit Kom-
plexitdtsmaflen vertraute Leser mag diesen Abschnitt iiberspringen. Weiter-
gehende Definitionen werden an entsprechender Stelle gegeben.

Das Kapitel 3 gibt eine Einfiihrung in Kiirzeste-Wege-Algorithmen. Aus-
gehend von grundlegenden Eigenschaften wird ein generischer Algorithmus
entworfen, aus dem die geldufigen Algorithmen, z. B. von Bellman-Ford und
Dijkstra, aber auch iiber eine Grundvorlesung hinausgehende Algorithmen,
z. B. von D’Esopo-Pape und Pallottino, hergeleitet werden.

Speziell fiir die Suche von einem Start- zu einem Zielknoten sind die in Ka-
pitel 4 vorgestellten Algorithmen zur beidseitigen Suche geeignet. Wéhrend
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eine heuristische Suche im unidirektionalen Fall nur Verbesserungen bringen
kann, werden wir hier eines der wichtigsten Ergebnisse dieser Arbeit zeigen,
dass die klassische beidseitige heuristische Suche stets einer der unidirektio-
nalen Varianten unterlegen sein muss. Ebenfalls neu sind Abschétzungen iiber
die Giite von Naherungslosungen, die iiber beidseitige Suchansétze gewonnen
werden.

In Graphen mit ganzzahligen Kantengewichten werden meist Bucket-Struk-
turen zur Beschleunigung der Berechnung verwendet. Wir werden diese in
Kapitel 5 aufeinander aufbauend vorstellen. Neu ist insbesondere, die Ansétze
auf reellwertige Kantengewichte zu erweitern, sodass wir iiber diesen Weg die
Laufzeiten der bisher besten bekannten Algorithmen verbessern koénnen.

Das Kapitel 6 stellt einen mit den Bucket-Strukturen verwandten Ansatz vor,
der durch Verkleinerung der Kantengewichte die Kiirzeste-Wege-Berechnung
zu beschleunigen versucht. Erlaubt man negative Kantengewichte, so ist fiir
ganzzahlige Kantengewichte der hier vorgestellte Algorithmus von Goldberg
([Gol95]) fiir grofe Bereiche von Kantengewichten dem sonst schnellsten Al-
gorithmus von Bellman-Ford iiberlegen.

Die folgenden Kapitel beschéftigen sich mit weiteren Ansétzen und Problem-
stellungen: In Kapitel 7 werden Algorithmen zur Berechnung der kiirzesten
Wege zwischen allen Knotenpaaren behandelt. Das Kapitel 8 stellt Algorith-
men zur Berechnung k-kiirzester Wege vor, unter anderem eine Verbesserung
eines Algorithmus von [MPS99], sodass dieser nun im vergleichsbasierten Mo-
dell optimal ist, wenn der k-kiirzeste-Wege-Baum mit ausgegeben werden soll.
Das Kapitel 9 bietet noch einen Uberblick iiber Algorithmen in eingeschréink-
ten Graphenklassen (planare Graphen und fast azyklische Graphen), weitere
Ansétze im Bereich der Kiirzeste-Wege-Suche (z. B. geometrische Beschleu-
nigungsverfahren, die mit den in den ersten Kapiteln vorstellten Algorithmen
kombiniert werden kénnen) und einen Uberblick iiber offene Probleme und
Ideen, die sich im Laufe dieser Arbeit ergeben haben. Wir schlieflen mit der
Zusammenfassung in Kapitel 10.
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Kapitel 2

Definitionen

Dieses Kapitel fiihrt die verwendete Notation und grundlegende Definitionen
ein. Weitergehende Definitionen, die nur in einzelnen Kapiteln verwendet
werden, werden an entsprechender Stelle gegeben.

2.1 Mathematische Definitionen

N sind die natiirlichen Zahlen und Ny die natiirlichen Zahlen einschliefSlich
der 0. Z sind die ganzen Zahlen, R die reellen, R™ die echt positiven reellen
und Ry die nichtnegativen reellen Zahlen.

Die untere und obere Gauflklammer ist fiir alle € R definiert durch
|z] =max{z € Z |z <z} und [z] =min{z € Z | z > z}.

Wenn keine Basis angegeben ist, bezeichnet log z stets den Logarithmus von
x € R* zur Basis 2. Der Logarithmus von z € RT zur Basis e wird mit Inx
bezeichnet.

Wir schreiben abkiirzend f(M) := {f(m) | m € M} fiir alle Funktionen
f:X — Y und alle Mengen M C X.

Definition 2.1 (Heap) Ein Heap mit k Elementen ist ein Array A[l... k]
mit der Figenschaft Ali div 2] < Ali], 1 <i <k.

Ein Heap ermoglicht das Einfiigen, Loschen und Verdndern von Werten in je
O(log k) Schritten und die Bestimmung des Minimums in O(1) (Anhang A).
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Definition 2.2 (Euklidischer Abstand) Der Euklidische Abstand d(®)(-)
ist fiir zwei Punkte (pg,py), (¢z, q,) € R? definiert durch

A (e py). (5.0)) = 1/ (0 — 0)* + (B, — 0,)?

m

Die Funktion a(m,n) := min{i > 1 | A4, [™*|) > logn} ist extrem lang-
sam wachsend und wird in der Regel als Inverse der Ackermann-Funktion
bezeichnet. Die Ackermann-Funktion ist durch A(0,5) = j + 1, 7 > 0,
A(i,0) = A(i — 1,1), i > 1 und A(i,5) = A(i — 1, A(4,j — 1)), i,j > 1
definiert.

2.2 Graphen

In diesem Abschnitt werden grundlegende Definitionen zu Graphen gegeben.
Erweiterungen zu diesen Definitionen werden an entsprechender Stelle ein-
gefiihrt.

Definition 2.3 (ungerichteter Graph)  Fin (schlichter) ungerichteter
Graph G = (V, E) ist ein Paar von disjunkten Mengen V (der Menge der
Knoten) und E C (‘2/) (der Menge der Kanten). Ist e = {u,v} =: wv € E,
so heiffen v und v adjazent und u (bzw. v) und e inzident.! Wir schreiben
stets n = |V| und m := |E|.

Definition 2.4 (gerichteter Graph) FEin (schlichter) gerichteter Graph
G = (V, E) ist ein Paar von disjunkten Mengen V' (der Menge der Knoten)
und E C VxV—{(v,v)|veV} (der Menge der Kanten). Ist
e = (u,v) = uwv € E, so heiffen v und v adjazent und u (bzw. v) und e
inzident. Wir schreiben stets n:= |V| und m = |E)|.

Die folgenden Definitionen und auch alle spéter betrachteten Algorithmen
orientieren sich an gerichteten Graphen. Fiir ungerichtete Graphen sind sie
sinngemaf zu iibertragen.

Definition 2.5 (Untergraphen) IstG = (V, E) undU C V, so ist der von
U induzierte Untergraph G(U) = (U, E’) der Graph mit E' = (U x U)N E.
Ist E' nur Teilmenge von (U x U)NE, so heifit G' = (U, E') Untergraph von
G.

!Die Reihenfolge, in der die Knoten genannt werden, ist bei ungerichteten Graphen
beliebig — uv und vu bezeichnen dieselbe Kante.
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Definition 2.6 (Wege/Erreichbarkeit) Fin Weg w mit Startpunkt v
und Endpunkt v, ist eine Folge von Knoten w = wvgvi---v, Sodass
viv; € E fird € {1,...,k}, vg heifft von vy aus erreichbar (wir schrei-
ben vy ~> vy ). Sind (bis auf Start/Endpunkt) die v; paarweise verschieden,
so heifit der Weg doppelpunktfrei. Ist vy = v und k # 0, so heifit der Weg
(doppelpunktfreier) Kreis oder Zyklus.

Definition 2.7 (Zusammenhang) FEuzistiert im Graphen G = (V, E) fir
alle u,v € V, u # v ein Weg von u nach v, so heifst G (stark) zusammen-
hiangend. Der Graph G(U) heifit (starke) Zusammenhangskomponente von
G genau dann, wenn G(U) (stark) zusammenhdngend und U maximal bzgl.
Inklusion ist> Ein gerichteter Graph G = (V,E) heifit schwach zusam-
menhéngend genau dann, wenn der ungerichtete Graph G' = (V,E'),
E' :={uv | w € E V vu € E} zusammenhdingend ist. Der Graph G(U)
heif$t schwache Zusammenhangskomponente von G genau dann, wenn G'(U)
Zusammenhangskomponente von G’ ist.

Definition 2.8 (Nachbarschaftsrelation)  Die Nachbarschaftsrelation
fiir Knotenmengen U C V' ist diber die Anzahl der Kanten auf verbinden-
den Wegen definiert:

N = U
NHYU) = NY(U)U{ | Juwu’ € E mit uw e NY(U)}
N*(U) = NWVI=Y(U)

Wir schreiben abkiirzend N*(v) statt N*({v}).

N'(v) enthilt genau die Knoten u € V, die iiber maximal ¢ Kanten von v
aus erreichbar sind. In ungerichteten Graphen ist N*(v) die Zusammenhangs-
komponente, in der v liegt.

Definition 2.9 ((Spann-)Baum) FEin gerichteter Graph G = (V, E) heifst
Baum mit Wurzel vg € V', wenn fir alle v € V genau ein Weg vg---v in G

existiert. Ein Spannbaum eines (zusammenhdngenden) Graphen G = (V, E)
ist ein Baum T = (V, E7) mit Ep C E.3

?Bei ungerichteten Graphen lisst man das stark weg und sagt nur zusammenhdngend
bzw. Zusammenhangskomponente.

3Im ungerichteten Baum kann jeder Knoten die Funktion der Wurzel iibernehmen. Ein
ungerichteter Graph ist somit ein Baum, wenn er zusammenhéngend und zyklenfrei ist.
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Definition 2.10 (planar) FEzistiert zu einem Graphen G = (V,E) eine
Darstellung der Knotenv € V' durch Punkte p, € R? und der Kanten uwv € E
durch Linien l,,, die p, und p, verbinden, sodass u # v = p, # p, fir alle
u,v € V und keine zwei Linien l,,, L, einander kreuzen, so heifit G planar.

Weitere Definitionen werden an entsprechender Stelle gegeben.

2.3 Gewichtete Graphen

Definition 2.11 (gewichteter Graph) Sei v : E — R eine totale Abbil-
dung, so heifft G = (V, E,~) gewichteter Graph. Es seien Yy := min(y(E)),
Ymax = Max(y(E)) und v max| := Max{|Ymin|, [ Ymax|}-

Definition 2.12 (Euklidischer Graph) Sei G = (V, E,~) ein gewichteter
Graph und v : V — R? eine FEinbettung in die FEbene, sodass
Y(uv) = d9(u,v), ww € E, so heift G = (V,E,~y) mit der Einbettung k
Euklidischer Graph.

Definition 2.13 (Weglingen / Entfernungsfunktion) I'm gewichteten
Graphen G = (V,E,~) wird v auf Wege w = wvgv;...v; fortgesetzt mit
v(w) = 3% y(vi_1v;). Die Entfernungsfunktion

dist(vo, vg) := min{y(w) | w ist Weg von vy nach vy}

gibt die Linge der kiirzesten Wege an (ggf. ist dist(vg,vx) = oo, falls kein
Weg existiert, oder dist(vg, vgy) = —o0, falls ein Weg von vy nach vy, existiert,
der einen Zyklus negativer Lange als Teilweg enthdlt). Mit |w| bezeichnen wir
die Anzahl der Kanten in w.

Wir fassen im Weiteren Kanten als Wege auf und schreiben stets ~(uv) statt
7((u,v)) und y({u, v}).

Wir betrachten auch in gewichteten Graphen keine Schlingen (Kanten von
einem Knoten auf sich selbst), da sich durch diese die Wegldngen nicht
verkiirzen konnen bzw. bei Schlingen negativer Linge diese beliebig oft durch-
laufen werden kénnen und es so keinen kiirzesten Weg geben kann. Ebenso
brauchen wir Multikanten (mehrere Kanten, die dieselben Knoten u und v
verbinden) nicht zu beriicksichtigen und beschrinken uns ggf. auf die jeweils
kiirzeste dieser Kanten.
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Definition 2.14 (minimaler Spannbaum) FEin minimaler Spannbaum
eines (zusammenhdingenden) Graphen G = (V,E,~) ist ein Spannbaum
T = (V.Er) mit }.cp.v(e) < Yeep,(e) fir alle Spannbdume
T = (V,Ep) von G.

2.4 Komplexititsmafle

Alle Komplexitatsabschiatzungen werden im uniformen Komplexitdtsmafl an-
gegeben. Wir arbeiten dabei auf einer RAM (Random Access Machine) mit
folgenden Konventionen ([AHU75],[CR73],[Hag98]):

e Jede Speicherzelle kann beliebig groSe Werte speichern.* Reelle Zahlen
werden mit beliebiger Genauigkeit bearbeitet.

e Mathematische Standardoperationen wie Addition, Vergleiche usw.
werden in konstanter Zeit durchgefiihrt. Die auftretenden Divisionen
und Modulo-Rechnungen sind in der Regel dergestalt, dass sie durch
Bitoperationen durchgefiihrt werden kénnen, die Schaltkreisen konstan-
ter Tiefe entsprechen (Schaltkreiskomplexitit AC?). Auch diese haben
hier Aufwand O(1).

e Im erweiterten RAM-Modell kénnen auch Multiplikationen und Divi-
sionen sowie andere Funktion auBerhalb AC? in konstanter Zeit durch-
gefiithrt werden. Wir werden diese Operationen nur in wenigen Ausnah-
men verwenden.

Beschréankt man sich auf die Operationen Addition und Vergleich (auch keine
Indexberechnungen), so spricht man von einem vergleichsbasierten Modell.
Alle Algorithmen in den Kapiteln 3, 4 und 8 haben diese Eigenschaft.

Die Abschitzungen werden in Abhéngigkeit der Anzahl der Knoten und Kan-
ten im Graphen oder ggf. in Abhéangigkeit weiterer Eigenschaften des Gra-
phen angegeben. Wir verwenden dabei die O-Notation. Es gilt fiir Funktionen
f,9: Ny — R{:

b feO(g) = EICERJr) nUGN: f(n)gc.g(n>7 nzn()a
d.h., f wéchst asymptotisch nicht schneller als g

4Im Allgemeinen fordert man bei ganzzahligen Werten, dass die Anzahl der Bits je
Speicherzelle durch O(logn + 10g V| max|) beschrénkt ist, sodass die Anzahl der Knoten
und Kanten bzw. die auftretenden Gewichte jeweils in einer Speicherzelle abgelegt werden
konnen, es aber nicht moéglich ist, beliebig viele Werte in eine Zahl zu kodieren.
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o fco(g) & VeeRY, IngeN: f(n) <c-g(n), n> ny,
d.h., f wéchst asymptotisch echt langsamer als ¢
o f€Q(g) = geO(f),
d.h., f wéchst asymptotisch nicht langsamer als g
o fewly) = geolf)
d.h., f wéchst asymptotisch echt schneller als ¢
e f€6(g) = feO(g)NgeO(f),
d.h., f wéchst asymptotisch gleich schnell wie g

An manchen Stellen verwenden wir auch die O-Notation [CLRS01]. Dabei
werden im Vergleich zur O-Notation polylogarithmische Faktoren ignoriert.

e f€0(g) & FcERY, nokeN: f(n) <c-g(n)-log(n), n > no,
d. h., f wachst bis auf polylogarithmische Faktoren asymptotisch nicht
schneller als g.

Bemerkung: Es gilt nicht
feO(g) < Ve>0: feO(g-n)
Fiir die Funktion f(n) = n'/'82 ¢ilt z. B. f(n) ¢ O(1), da fiir alle ¢

f(n) — 2log(n1/log1°g") — 2(logn/(loglogn)Q)-loglogn

(10g Tl) (logn/(loglogn)?) c w(logc Tl)

Jedoch ist f(n) in o(n®) fiir alle e. Andererseits gilt nicht fiir jede Funktion
f(n) =n°M dass f(n) € O(1), z.B. ist f(n) =n'/1eM =2 O(1).
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Kapitel 3

Einfiihrung in
Kiirzeste-Wege-Algorithmen

Nach einer kurzen Einfiihrung und Ubersicht iiber die Laufzeiten der der-
zeit schnellsten bekannten Verfahren wird aus elementaren Eigenschaften
kiirzester Wege ein generischer Kiirzeste-Wege-Algorithmus hergeleitet, der
uns als Grundlage fiir die Beschreibung und Verifikation der Algorithmen in
den Folgekapiteln dienen wird.

Man unterscheidet drei Klassen von Kiirzeste-Wege-Problemen:

1. SPSP (single-pair shortest-path): Gegeben ist ein Graph G = (V| E,~)
und zwei Knoten s, z € V. Gesucht ist ein kiirzester Weg von s nach z.

2. SSSP  (single-source shortest-path): Gegeben ist ein Graph
G = (V, E,~) und ein Startknoten s € V. Gesucht sind fiir alle Kno-
ten v € V — {s} kiirzeste Wege von s nach v. Analog sucht man beim
SDSP-Problem (single-destination shortest-path) zu einem Zielknoten
z € V fiir alle Knoten v € V' — {z} kiirzeste Wege von v nach z.

3. APSP (all-pairs shortest-path): Gegeben ist ein Graph G = (V| E,~).
Gesucht sind fiir alle Knoten u,v € V kiirzeste Wege von u nach v.

Die Algorithmen berechnen dabei die Léangen der kiirzesten Wege und bau-
en eine Datenstruktur auf, die es erlaubt, fiir die berechneten Knotenpaare
v;,v; € V einen kiirzesten Weg w in O(Jw|) auszugeben. Existieren meh-
rere kiirzeste Wege zwischen v; und v;, so wird nur einer dieser kiirzesten
Wege berechnet und ausgegeben. Sollen nur die Léangen der kiirzesten We-
ge berechnet werden, so spricht man vom SPD- (single pair distance), SSD-
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(single source distance) und APD-Problem (all pairs distance). Asymptotisch
konnen jedoch fiir das SPD- und SSD-Problem keine schnelleren Algorith-
men als fiir die SP-Varianten existieren (vgl. Lemma 3.7). [KKP93] zeigen
fiir Algorithmen, die die Losung eines APD-Problems verifizieren und dabei
auf die Kantengewichte nur zugreifen, indem Pfadlédngen verglichen werden,
eine untere Schranke fiir die Laufzeit von Q(nm). Damit ist auch das eigent-
liche APD-Problem mit dieser Einschrinkung in Q(nm).! Das Lemma 3.7
erlaubt die Berechnung der kiirzesten Wege aus den kiirzesten Entfernun-
gen fiir alle Knotenpaare in O(nm), sodass auch fiir solche Algorithmen das
APD-Problem nicht schneller als das APSP-Problem zu 16sen ist.

Die meisten hier vorgestellten Algorithmen losen das SSSP-Problem. In der
Praxis, z. B. bei Navigationssystemen, ist meist nur das SPSP-Problem zu
16sen, fiir dieses ist jedoch kein asymptotisch schnellerer Algorithmus be-
kannt. Mit Ausnahme der beidseitigen Wegealgorithmen sind die Ansétze
zur Losung des SPSP-Problems lediglich Algorithmen zur Losung des SSSP-
Problems, die frithestmoglich abgebrochen werden, und selbst bei der beid-
seitigen Suche werden zumindest zum Teil SSSP/SDSP-Probleme fiir den
Start- bzw. Zielknoten gelost. Algorithmen zur Losung des APSP-Problems
werden hier nur kurz im Kapitel 7 betrachtet.

Die (im asymptotischen Sinne) schnellsten Algorithmen zur Losung des
SSSP-Problems sind in der Tabelle 3.1 aufgefiihrt: Dabei nutzen die Algo-
rithmen nach [Tho99] und [Tho03] die Moglichkeiten einer RAM mit ACP-
Operationen aus. [Gol95] benutzt lediglich Shiftoperationen um je ein Bit.
Die anderen Algorithmen arbeiten vergleichsbasiert.

‘ G=(V,E),v:FE—- | Laufzeit ‘

G gerichtet, v: F — R [Bel58],[Forb6] O(nm)

G gerichtet, v: B — Z [Gol95]: O(y/nm1og(—Ymin))
G gerichtet, v : B — R* [Dij59],[FT87]: O(m + nlogn)

[PRO2]: O(m + n1og(Ymaz/Ymin))
G gerichtet, v: F — N [ThoO3]: O(m + nloglogn),
O(m +n log log ’Ymax)
G unger., v: E — R | [PR0O2]: O(ma(m,n) + nloglog(Vmaz/Ymin))
G unger.,v: E — N [Tho99]: O(m)

Tabelle 3.1: Ubersicht zu SSSP-Algorithmen

Wir leiten nun aus elementaren Eigenschaften kiirzester Wege ein allgemeines

! Ansiitze zur Losung des APD/APSP-Problems iiber Matrixmultiplikation fallen z. B.
nicht in diese Algorithmen-Klasse.
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Berechnungsschema fiir kiirzeste Wege her, welches die bekannten Verfah-
ren nach Bellman-Ford ([Bel58], [For56]), D’Esopo-Pape ([PW60], [Pap74],
[Pap80], [Pap83]), Pallottino ([Pal84]), effiziente Algorithmen fiir azyklische
Graphen und Graphen mit Kantengewichten v(-) = ¢, ¢ € R, sowie Dijk-
stra [Dij59] und den A*-Algorithmus [HNRG68] als Sonderfille umfasst. Dabei
werden die Zusammenhénge dieser Algorithmen verdeutlicht. Die meisten
grundlegenden Aussagen sind in [AMO93] und [GP86] zu finden, sind dort
jedoch nach anderen Kriterien angeordnet. Die Aussagen wurden zum Teil
erweitert und die Beweise — wenn nicht explizit mit Quelle angegeben — neu
verfasst, um spéter die Eigenschaften und Gemeinsamkeiten zwischen den
Algorithmen besser darstellen zu kénnen.

Fast alle Algorithmen zur Bestimmung der kiirzesten Entfernungen basieren
auf folgender zentraler Eigenschaft kiirzester Wege.

Lemma 3.1 (Teilwege kiirzester Wege sind kiirzeste Wege) Sei
G = (V,E,~) ein gewichteter gerichteter Graph und w = vgvy - v ein
kiirzester Weg von vy nach v, so gilt: Yi,j € {0,...,k}, i < j, ist
Wij 1= VU4 - - -V ewn kiirzester Weg von v; nach v;.

Beweis: Angenommen, es gibt einen Weg wj, = wv;---v; mit
, ..
’y(wij) < y(w;;), so wire

!

12 0% iJ
W = Vg ™ Uy ™~ V5 ~» Vg

ein Weg mit y(w') = v(w) — y(wi;) + y(wj;) < v(w) im Widerspruch zur
Annahme, w sei ein kiirzester Weg von vy nach vy,. O

Hat ein Graph Zyklen negativer Linge?, so sind kiirzeste Wege nicht fiir alle
Knotenpaare (u,v) wohldefiniert. Analog gilt dies in ungerichteten Graphen
mit negativen Kantengewichten, da ein negativer Zyklus bzw. im ungerichte-
ten Fall eine Kante uv mit v(uv) < 0 beliebig oft durchlaufen werden kann.?
Beschriankt man sich auf doppelpunktfreie Wege, so zeigt die Abbildung 3.1,
dass das Lemma 3.1 dann im Allgemeinen nicht gilt — in ungerichteten Gra-
phen miissen dazu nicht einmal (einfache) Zyklen negativer Langer existieren:

2Wir schreiben im Folgenden zur fliissigeren Lesbarkeit ,negativer Zyklus®.

3Wir kommen im Rahmen von Algorithmen fiir das APSP-Problem, Kapitel 7, darauf
zuriick, wie man fiir solche Graphen die kiirzesten Entfernungen dist(+, -) berechnet, wobei
dann auch die Werte —oco oder +o0o ausgegeben werden, falls auf dem Weg ein negativer
Zyklus liegen kann bzw. gar kein Weg existiert.
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Abbildung 3.1: Kiirzeste Wege bei negativen Kantengewichten

Der Weg fgh ist kiirzester Weg von f nach h, der kiirzeste Weg von f nach
g ist jedoch nicht dieser Teilweg, sondern fiihrt iiber h.*

Bei ungerichteten Graphen mit nichtnegativer Gewichtsfunktion und bei ge-
richteten Graphen ohne negative Zyklen existiert zu jedem Weg w offen-
sichtlich ein doppelpunktfreier Weg w’ mit v(w’) < v(w). Wir berechnen im
Folgenden stets die kiirzesten Wege ohne Zyklen der Lénge 0.

Das Lemma 3.1 bleibt auch in Graphen mit negativen Zyklen giiltig, da ein
kiirzester Weg von vy nach v, nur existiert, wenn kein Weg von vq iiber einen
negativen Zyklus zu vy fithrt. Die Pramisse der Implikation bleibt somit ggf.
stets falsch und die Aussage des Lemmas damit auch in diesem Fall wahr.

3.1 Potentialfunktionen und
Kantengewichtstransformationen

Eine Technik, die Wegeprobleme vereinfachen und Zusammenhénge zwischen
verschiedenen Algorithmen aufzeigen kann, ist die Transformation von Kan-
tengewichten mit Hilfe von Potentialfunktionen. Urspriinglich bei Flusspro-
blemen genannt ([FF62]), werden sie in [EK72] bei Wegeproblemen erwéhnt
und finden z. B. beim APSP-Problem ([Joh77]), bei Skalierungsalgorithmen
([Gab85], [GT89], [OA92], [Gol95]) und der beidseitigen Wegesuche ([THI94])
Anwendung. Wir werden diese in den Kapiteln 7, 6 und 4 ausfiihren, zei-
gen hier aber zunédchst nur die elementaren Eigenschaften solcher Kanten-
gewichtstransformationen.

4Das NP-harte Problem der Berechnung des lingsten doppelpunktfreien Weges lisst
sich auf die Berechnung des kiirzesten doppelpunktfreien Weges in Graphen, in denen
auch negative Kantengewichte erlaubt sind, reduzieren. Somit ist auch die Berechnung des
kiirzesten doppelpunktireien Weges NP-hart ([GJ79]).
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Definition 3.2 (Potentialfunktion, reduzierte Kantengewichte) FEi-
ne Funktion m : V — R, die den Knoten reellwertige Zahlen zuordnet, heifit
Potentialfunktion.

Zum gerichteten Graphen G = (V,E,~) heift G, = (V,E,v.) der
gewichtsreduzierte ~ Graph® mit den reduzierten Kantengewichten
Vr(uv) = w(u) + y(uwv) — 7(v).

Fiir ungerichtete Graphen sind der reduzierte Graph bzw. reduzierte Kan-
tengewichte nicht definiert.

Lemma 3.3 (Invarianz beziiglich Zyklen negativer Léinge) Seien
G=V,E,y),y: E — Rund m : V — R eine beliecbige Potentialfunk-
tion, dann gilt im reduzierten Graphen G, = (V,E,~.) fir jeden Zyklus
W = VU1 -+ Vg, Vg = Vg, dass y(w) = vx(w).

Beweis: Es gilt:

k
=3 (o) = 3 () + 100) = ()

da 7(vg) = m(vx) wegen vy = vg. O

Insbesondere hat der reduzierte Graph G, genau dann Zyklen negativer
Léange, wenn der Graph G diese hat. Die Wohldefiniertheit kiirzester We-
ge kann also durch die Einfiihrung einer beliebigen Potentialfunktion 7 nicht
zerstort werden.

Die Wegléngeneigenschaft fiir Zyklen {ibertrégt sich in leicht abgewandelter
Form auch auf nicht geschlossene Wege. Sei w = wvgv; - - - v; ein beliebiger
Weg, so gilt:

Mw

m(vi1) +y(Wiav) = 7(v;)) = y(w) + 7 (vo) = 7w(ve)  (34)

=1

Wir folgern daraus das Lemma 3.5.

SWir schreiben kurz ,reduzierter Graph“. Eine Verwechslungsgefahr mit dem auch so
bezeichneten Graphen, der entsteht, wenn man die starken Zusammenhangskomponenten
auf jeweils einen Knoten zusammenzieht, ist hier nicht gegeben.
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Lemma 3.5 (Invarianz bzgl. der Ordnung der Wegléingen) Seien
G=(V,E,v),vy: FE—R, m:V — R eine beliebige Potentialfunktion und
G = (V, E,v:) der reduzierte Graph. Seien w = vy - - v und w' = vy - - vg
zwei verschiedene Wege von vy nach vy, so gilt v(w) < v(w') genau dann,
wenn v (w) < - (w'). Insbesondere ist w = vovy - - - vy, genau dann kirzester
Weg in G, wenn w kiirzester Weg in G 1st.

Beweis: Gilt y(w) < y(w’), so mit Gleichung 3.4 auch

V(W) = y(w) 4+ 7(vo) — 7(vr) < (W) +7(vo) — 7(vk) = Yx (W)

Angenommen w = vgvy - - - v, sei kiirzester Weg in GG, aber nicht kiirzester
Weg in G, so existiert ein Weg w' = vov|v} - - - vp, v mit v (w') < vz(w).
Dann gilt aber auch

V(') =y (w’) = (w(vo) — w(vr)) < x(w) = (w(v0) — 7(vr)) = v(w)

im Widerspruch zur Minimalitdt von w in G. Die Umkehrungen zeigt man
analog. O

3.2 Ein generischer Algorithmus zur
Kiirzeste-Wege-Suche

Wir verwenden in allen Algorithmen und Aussagen folgende Notation:

e d,, (v) := dist(vy,v) — Lénge eines kiirzesten Weges von vy nach wv.

e D, (v) — Schatzungen fir d, (v), in den Algorithmen gilt stets
Dv0 (v) > ( ) und gibt die bisher beste bestimmte obere Schranke

ir dy,(v) an

=4

Ist im Kontext klar, welches vy gemeint ist, wird auf den Index verzichtet.

Zur Vereinfachung der Formulierungen sei G = (V,E,7), v : E — R im
weiteren Verlauf stets ein gerichteter Graph ohne negative Zyklen. Wir wer-
den bei den Algorithmen darauf eingehen, wie man solche negativen Zyklen
erkennen kann, ohne die Algorithmen dafiir wesentlich verdndern zu miissen.
Desweiteren seien stets alle Knoten vom Startknoten vy aus erreichbar.

Lemma 3.6 (Kiirzeste-Wege-Eigenschaft der d(-)) Ein  Weg
w = vgvy---v 15t genau dann kiirzester Weg von vy nach v, wenn
d(vi_1) + v (vis1vs) = d(v;) fiir alle i € {1,2,...,k} gilt.
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Beweis: Ist w kiirzester Weg von vy nach v, so ist nach Lemma 3.1 jeder
Teilweg vov; - - - v; kiirzester Weg und somit

d(vi) = v(vo - --vi) = y(vo - vi—1) + y(vic1vi) = d(vi—1) + Y (vic1vi)

fir alle i € {1,2,...,k}. Gilt umgekehrt d(v;_1) + y(v;—1v;) = d(v;) fiir alle
i€ {l,2,...,k}, soist mit d(vy) =0

k

y(w) =Y A(vimw) =Y (d(v) = d(vim1)) = d(vg) = d(vo) = d(wr)

i=1 i=1
und somit w ein kiirzester Weg von vy nach vy. O

Insbesondere kann es keine Kante uv mit d(u) + y(uv) < d(v) geben, da
es sonst iiber u einen kiirzeren Weg nach v als den (vermeintlich) kiirzesten
Weg geben wiirde. Es gilt fiir alle Kanten uv, dass d(u) + y(uv) > d(v) ist.

Aus Lemma 3.6 folgt, dass es zu einem Graphen G = (V| E,~) und einem
Knoten v stets einen Baum T' = (V| Er,y) mit Wurzel vy gibt, sodass die ein-
deutigen Wege in T' genau die Lénge d,, () haben. Wir nennen diesen Baum
Kiirzeste- Wege-Baum. Dieser erlaubt fiir jeden Knoten v einen kiirzesten
Weg w = vp---v in O(|w|) auszugeben, indem vom Knoten v die Kanten
riickwérts bis zur Wurzel vy betrachtet werden — dies ist eindeutig moglich,
da in einem Baum jeder Knoten (bis auf die Wurzel) genau eine eingehende
Kante hat. Dies heifit auch, dass die Speicherung dieser Wege nur O(n) Platz
bendtigt, wihrend die Gesamtanzahl der Kanten in diesen Wegen O(n?) be-
tragt.

Lemma 3.7 (Existenz eines Kiirzeste-Wege-Baums) Seien
G = (V,E,y) und vy € V, so ezistiert ein Baum T = (V, Er,7) so, dass
sich die Entfernungen d(-) in G und T nicht unterscheiden. Sind die d(-) in
G bekannt, so lisst sich T in O(n + m) konstruieren.

Beweis: Aus Lemma 3.6 folgt, dass fiir alle Kanten uv aller kiirzesten Wege
mit Startknoten vy die Eigenschaft d(u) + v(uv) = d(v) gilt. Man suche in
G = (V,E',v), E' ={w € E | d(u) + v(uww) = d(v)} z. B. durch Breiten-
oder Tiefensuche in O(n + m) ([CLRSO01] u.a.) einen Spannbaum mit Wur-
zel vg. In dem so gefundenen Spannbaum sind alle Knoten v, eindeutig tiber
einen Weg erreichbar. Es gilt fiir die Linge jedes Wegs w = vgvy - - - vy

k k

Yw) = y(vimvy) = (d(v;) = d(vi1)) = d(vk) — d(vo) = d(v)

i=1 =1
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Man beachte, dass ein Kiirzeste-Wege-Baum immer existiert, obwohl die
kiirzesten Wege nicht eindeutig sind — somit auch der Kiirzeste-Wege-Baum
nicht — und in dem Untergraphen G’ sogar Zyklen (der Lange 0) vorhanden
sein konnen.

Moéchte man nicht nur jeweils einen, sondern alle kiirzesten Wege mit Start-
knoten vy bestimmen, so berechne man G’ und zéhle alle Wege in G’ auf.
Zyklen der Lénge 0 in G’ sollten dabei vorher zu einem Knoten zusammen-
gezogen werden. Dieser muss bei der Aufzdhlung der Wege dann gesondert
betrachtet werden. Die beliebig hdufige Wiederholung der Zyklen der Lénge
0 kénnte man dabei z. B. analog zur Schreibweise bei reguldren Ausdriicken
mit - - (v; - - - v;)* - - - markieren.

Korollar 3.8 (Kantengewichte des reduz. Kiirzeste-Wege-Baums)
Mit der Potentialfunktion w(-) := d(-) sind die Kanten in E' (aus dem Beweis
zu Lemma 3.7) genau die Kanten mit reduziertem Kantengewicht v, (-) = 0.
Fiir alle Kanten wv € Ep gilt v.(uv) = 0. Andere Kanten haben nur dann
reduzierte Kantenlinge null, wenn sie ebenfalls zu kiirzesten Wegen fiithren
(vgl. Lemma 3.6).

Fiir alle Kanten uv im Kiirzeste-Wege-Baum gilt d,,(v) = d,,(u) + v(uv).
Alle restlichen Kanten konnen nicht zu kiirzeren Wegen fiihren, es gilt
dy, (v) < dyy(u) + y(uv), uv € E.° Sollen die Werte D, () (die Schitzungen
fir d,,,(+)) die kiirzesten Entfernungen vom Startknoten vy angeben, so muss
also fiir alle Kanten

Dy (1) < Dy (1) + (uv) (3.9)

gelten. Eine Kante mit dieser Eigenschaft nennen wir konsistent (gilt die
Eigenschaft nicht, so nennen wir die Kante verkiirzend). Die Gleichung 3.9
ist nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend fiir D(-) = d(-), sofern
zusétzlich D(vg) = 0 und D(-) > d(-) gilt.

Lemma 3.10 (Kiirzeste-Wege-Eigenschaft der D(-))  Aus D(vy) = 0,
D(v) > d(v) und D(v) < D(u) + y(uwv) fir alle u,v € V, uww € E folgt
D(v) =d(v) ([AMO93] u.a.).

5Durch wiederholte Anwendung entlang des kiirzesten Weges von u nach v,
u,v € V Dbeliebig, ldsst sich daraus leicht die Dreiecksungleichung fiir kiirzeste Wege
dist(vg,v) < dist(vg,u) + dist(u,v) herleiten. Hat ein Graph einen negativen Zyklus
w = ugUq - - - Uk, Ug = Uk, SO folgt auch

d(uo) = d(ur) < d(up—1) +y(up—1ux) < -+ < d(uo) +(w)
im Widerspruch entweder zur Wohldefiniertheit der d(-) oder zur Existenz des negativen

Zyklus w.

32



Beweis: Sei vgvy ... v ein beliebiger Weg von vy nach vy, so gilt:

D(vk) < D(vg-1) +y(vg—1vk)
D(vr—1) < D(vp—2) +v(vg—2vr-1)

D(v1) D(vo) + v(vov1)

Durch Aufsummieren und mit D(vg) = 0 ist gezeigt, dass D(vg) < v(vg - - - vk)
eine untere Schranke fiir die Weglédnge jedes Wegs von vy nach vy, ist, ins-
besondere auch fiir den kiirzesten Weg. Mit D(vx) > d(vg) folgt direkt
D(Uk) = d(’Uk) (I

Bevor wir mit Hilfe der Gleichung 3.9 und des Lemmas 3.10 ein allgemeines
Schema zur Losung des SSSP-Problems angeben, betrachten wir zunéchst im
Zusammenhang mit Potentialfunktionen drei bemerkenswerte Eigenschaften.

Lemma 3.11 (Reduzierte Gewichte konsistenter Kanten) Seien
G = (V,E,y) und D(v) < D(u) + y(uwv) ¥ u,v € V, uwv € E, so gilt mit
der Potentialfunktion () = D(-) in G, = (V,E,~,) fir die reduzierten
Kantengewichte ~y,(uv) > 0 fir alle wv € E.

Beweis: Einsetzen von ~v.(uv) = ~v(uv) + D(u) — D(v) in 3.9 ergibt
D(v) < D(u) + vx(uv) — D(u) + D(v) und somit folgt die Behauptung. O
Wir nennen eine Potentialfunktion m(-) mit v,(uv) > 0 fir alle uv € E
konsistent.

Bemerkung 3.12 Man beachte, dass im Lemma &.11 mnicht unbedingt
D(-) = d(-) gelten muss. Mit D(vy) = 0 kann D(-) die kiirzesten Entfernun-
gen z. B. unterschitzen, die reduzierten Kantengewichte bleiben (konsistentes
D(-) vorausgesetzt) positiv.

Analog dazu sind die verkiirzenden Kanten uv genau diejenigen, die mit
7(+) := D(-) negative reduzierte Kantengewichte v,(uv) < 0 haben.

Lemma 3.13 (Linearzeittest fiir D(-) =d(-)) Seien fir G = (V,E,~)
Schitzungen D(+) fir die kiirzesten Entfernungen d(-) gegeben, so ldsst sich
in O(n +m) tberprifen, ob D(-) = d(-) erfullt ist.

Beweis: Man betrachte den reduzierten Graphen G, = (V, E, 7,) beziiglich
7(+) := D(-). Ist die notwendige Konsistenzeigenschaft fiir alle Kanten erfiillt
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(Gleichung 3.9), so sind nach Lemma 3.11 die Kantengewichte ~,(-) > 0.
Soll D(+) = d(-) gelten, so muss nach Korollar 3.8 ein Kiirzeste-Wege-Baum
T, existieren, der nur aus Kanten wv mit reduziertem Gewicht 7, (uv) = 0
besteht. Dessen eindeutige Wege wy = wvg---vp haben reduzierte Lange
Y (wi) = 0, d. h., nach Gleichung 3.4 gilt v, (w) = 0 = y(wx)+D(vg) —D(vy),
somit D(vg) = v(wg) und y(wy) > d(vg). Mit der Konsistenz und Lemma
3.10 folgt D(vy) = d(vy). Die Existenz von T, mit v, (uv) = 0, uwv € Er_ lasst
sich durch eine Breitensuche in Linearzeit tiberpriifen (vgl. Lemma 3.7). O

Lemma 3.14 (Nichtnegative reduzierte Kantengewichte, [Tur96])
Sei G = (V, E,~). Es existiert eine konsistente Potentialfunktion w(-), d. h.,
in Gr = (V,E,v:) gilt v-(uwv) > 0 fir alle wo € E, genau dann, wenn G
keine Zyklen negativer Léinge hat.

Beweis: Hat G Zyklen negativer Lange, so nach Lemma 3.3 auch G, fiir
beliebige Potentialfunktionen 7(-). Es konnen also nicht alle Kanten eines
negativen Zyklus eine nichtnegative reduzierte Lénge haben.

Habe G nun keine Zyklen negativer Lange. Wir fiigen einen neuen Knoten
vp zu G hinzu, verbinden diesen mit allen Knoten mit Kanten der Lange 0
(G'=(VU{w}, EU ({vo} x V), 7)), vo €V mit v/ (uv) := vy(uv), uv € E,
v (vov) := 0, v € V). Somit sind alle Knoten von v, aus erreichbar und
G’ hat genau dann negative Zyklen, wenn G diese hat. Man berechne die
kiirzesten Wege vom Knoten vy zu allen anderen Knoten und wéhle diese
Entfernungen als Potentialfunktion 7(v) := d,,(v). In G’ gilt mit Gleichung
3.9 nach Lemma 3.11 7.(-) > 0 und somit v,(-) > 0 auch in G,.” O

Existiert ein v, € V so, dass alle v € V von v} aus erreichbar sind, so gilt
die Behauptung auch direkt mit 7(-) := d(-). In stark zusammenhéngenden
Graphen kann v, € V beliebig gewéhlt werden.

Der so reduzierte Graph G, kann nun zur SSSP-Suche mit beliebigem(!)
Startknoten verwendet werden. Wir kommen darauf im Kapitel 7 iiber APSP-
Algorithmen zuriick.

Wir formulieren nun basierend auf Gleichung 3.9 und Lemma 3.10 einen sehr
allgemeinen Kiirzeste-Wege-Algorithmus. Zur Initialisierung des Algorithmus
und Verwendung der Eigenschaft aus Gleichung 3.9 definieren wir zwei ele-
mentare Prozeduren und eine Funktion, die wir auch in anderen Algorithmen
benutzen werden.

"Waren die Kantengewichte schon vorher alle nichtnegativ, so haben alle kiirzesten
Wege von vg in G’ die Linge 0. Die dadurch gewéihlte Potentialfunktion lésst die Kanten-
gewichte unveréandert.
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Prozedur 3.15 Init_SSSP(vy)

P315.1 D(vg) := 0;
P315.2 forveV —{u} do D(v) := oo od

Funktion 3.16 is_decreasing(u, v)

F316.1 if D(v) > D(u) + y(uv) then return true else return false fi
Prozedur 3.17 decrease key(u,v)

P317.1 D(v) := D(u) + y(uv)

Algorithmus 3.18 Generischer SSSP-Algorithmus

Ag.lg.]_ IIllt_SSSP(U()),
Aj15.2 while 3 wv: is_decreasing(u, v) do decrease key(u,v) od

Solange es noch eine verkiirzende Kante uv gibt (d.h. D(v) > D(u) +y(uv)),
setze man D(v) := D(u) 4+ y(uv). Die Auswahl der Kante uv ist dabei nicht-
deterministisch. Eine Kante uwv ist genau dann verkiirzend, wenn iiber uv
der Knoten v auf einem kiirzeren als dem bisher kiirzesten betrachteten Weg
erreicht werden kann.

Satz 3.19 (Korrektheit des generischen SSSP-Algorithmus) Der
Algorithmus 3.18 lost das SSSP-Problem fir Graphen G = (V,E,~) ohne
negative Zyklen fiir einen Startknoten vy € V.

Beweis: Wenn der Algorithmus terminiert, so folgt die Korrektheit direkt
aus dem Lemma 3.10: Die D(-) nehmen nur Werte tatséchlicher Wegldngen an
(D(:) > d(+)); wird die while-Schleife A3 ;5.2 verlassen, so sind alle Kanten
uv konsistent und nach Lemma 3.10 gilt D(-) = d(-). Es muss weiterhin
D(vp) = 0 gelten, sonst hétte es einen negativen Zyklus von vy aus gegeben
und der Algorithmus wére nicht terminiert. a

Hat der Graph negative Zyklen, so terminiert der Algorithmus nicht, da auf-
grund des Lemmas 3.3 mit 7(-) := D(+) in jedem negativen Zyklus mindestens
eine Kante uv Lénge v,(uv) < 0 haben muss und diese somit nach Bemer-
kung 3.12 verkiirzend ist. Es kann abgebrochen werden, wenn die Laufzeit die
obere Schranke iiberschreitet oder wenn fiir einen Knoten v der Wert D(v)
kleiner als —(n — 1) - Y| max| Wird.

Bevor wir die Laufzeit abschétzen, zeigen wir, wie gleichzeitig auch der
Kiirzeste-Wege-Baum berechnet werden kann.

35



Lemma 3.20 (Kiirzeste-Wege-Baum-Berechnung in Ajg) Merkt
man sich wm  Schritt Azis.2 zu dem Knoten v den Vorgidnger
pred(v) := u (d.h., die Kante uv hat die Verringerung von D(v) bewirkt),
so ergeben die Knoten v mit den (zuletzt) gemerkten Vorgdangern pred(v) die
Kanten pred(v)v eines Kiirzeste- Wege-Baums. Der Aufwand ist proportional
zur Anzahl der decrease key (-, -)-Aufrufe.®

Beweis: Angenommen, es gibt einen Weg w = wvjvg---vp mit
pred(v;) = v;_1, i € {2,...,k} und die Kante vyv; ist verkiirzend, d.h.,
man kénnte D(vy) = D(vg) + vy(vkv1) und pred(vy) := vy setzen, sodass

die Kanten pred(v;)v;, i € {1,...,k} einen Zyklus bilden. Die Lénge dieses
Zyklus wvivg---wvivy  ldsst sich somit wie folgt abschétzen: Es ist
pred(v;) = v;_1, d. h., D(v;) hat iiber D(v;_;) und ~y(v;_1v;) seinen Wert erhal-
ten und D(v;_1) kann sich danach noch verringert haben (jedoch nicht D(v;)).
Es gilt D(v;—1) + v(vi—1v;) < D(v;). Weiterhin gilt D(vy) + v(vgv1) < D(vy),
da die Kante viv; verkiirzend ist. Somit gilt

D(vi) +y(viva - -vpvr) = D(vi) +y(vivg -+ vg) + y(vrvr)
S D(Ug) + ’Y(UQ’Ug ... Uk;) + ’V(Ukvl)

IA
w
4

=
+

=
4

ol

<

< D(v)

womit y(vvg -+ - vkv1) < 0 und vyvs - - - VEY; ein negativer Zyklus ist.

Existiert kein negativer Zyklus, so sind nach Terminierung alle Kanten kon-
sistent und fiir die Kanten pred(v;)v; gilt einerseits

D(pred(v;)) + ~y(pred(v;)v;) < D(v;)

und andererseits nach Satz 3.19 D(-) = d(-). Zusammen mit der Konsistenz-
eigenschaft d(v;) < d(pred(v;)) + y(pred(v;)v;) folgt

d(v;) = d(pred(v;)) + v (pred(v;)v;)

und die n—1 Kanten pred(v;)v;, i € {1,...,n—1} sind zyklenfrei’ und bilden
nach Lemma 3.6 und Lemma 3.7 den Kiirzeste-Wege-Baum. O

8Die Berechnung des Kiirzeste-Wege-Baums mit Hilfe des Lemmas 3.7 ist unter
Umsténden effizienter, da nicht bei allen Algorithmen die Anzahl der decrease key(-,-)-
Aufrufe durch O(m) beschrénkt ist. Der asymptotische Gesamtaufwand fiir die Algorith-
men erhoht sich jedoch nicht.

9Es ist weiterhin pred(vg) = nil, da nach Annahme kein negativer Zyklus existiert.
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Satz 3.21 (Laufzeit des generischen SSSP-Algorithmus) Der Algo-
rithmus 3.18 lost das SSSP-Problem fiir Graphen G = (V, E,~) ohne negative
Zyklen fiir einen Startknoten vy € V in O(m - 2"'°8™). Fiir ganzzahlige Kan-
tengewichte v : E — 7Z ist mit Y| max| = max{|y(wv)| | wv € E} die Laufzeit
zusdtzlich durch O(m - n* - Y max|) beschrinkt.

Beweis: Angenommen der Graph hat keine negativen Zyklen. Sei 7| max| der
Betrag des betragsméfig groffiten Kantengewichts, so gilt fiir jeden doppel-
punktfreien Weg w: —(n — 1) - Yjmax| < Y(w) < (n — 1) - Y max|- Unter der
weiteren Annahme, dass die Kantengewichte ganzzahlig sind, folgt, dass jeder
Knoten nur O(n - ¥ max|) verschiedene D(-)-Werte annehmen kann. In jedem
Schleifendurchlauf As ;5.2 wird fiir einen Knoten v der Wert D(v) um min-
destens 1 verringert. Nach O(n? - Ymax|) Schleifendurchlaufen kénnen keine
verkiirzenden Kanten mehr existieren, es sei denn, der Graph hat negative
Zyklen.

Fiir den Fall, dass die Kantengewichte reellwertig sind, kann man iiber die
durch die Vorgénger pred(:) definierten Wege-Baume argumentieren. Die
Werte D(:) sind durch die tiber die pred(-)-Zeiger definierten Wege gege-
ben. D.h., dass kein Wege-Baum mehrfach vorkommen kann, da sich die
pred(-)-Zeiger nur durch Verringerung der D(-)-Werte veréndern. Die An-
zahl der Wege-Baume ist demnach eine obere Schranke fiir die Anzahl der
Iterationen. Fiir jeden Knoten kann der pred(-)-Zeiger n verschiedene Werte
annehmen (kein Vorgénger oder einen der anderen n— 1 Knoten). Der Start-
knoten hat (in Graphen ohne negative Zyklen) nie einen Vorgénger. Folglich
gibt es héchstens n"~! € O(2"°8") verschiedene Wege-Biume.

Das Finden einer verkiirzenden Kante (falls so eine noch existiert) dauert
O(m), womit die Laufzeiten bewiesen sind. O

Fiir m € o(nlogn) gibt folgende Abschitzung eine leicht bessere Schranke:
Jede maximal (n — 1)-elementige Teilmenge der Kanten, deren Endpunkte
paarweise verschieden sind, kann einen Wege-Baum bilden. Deren Anzahl ist
héchstens 0 (™) € O(2™) (man beachte, dass die Anzahl der Kanten in
den Wege-Baumen nicht von Beginn an schon n — 1 betrégt).

Die Suche nach einer verkiirzenden Kante ist mit O(m) recht aufwendig.
Eine konsistente Kante uv kann nur dann verkiirzend werden, wenn sich
durch ein decrease key(u', u) der Wert D(u) verringert (zu Beginn sind nur
die Kanten (vg,v) verkiirzend, da nur D(vg) = 0 endlich ist). Statt ein-
zeln nach verkiirzenden Kanten zu suchen, ist es demnach natiirlicher, sich
die Knoten zu merken, von denen verkiirzende Kanten ausgehen koénnten,
und statt einzelner Kanten alle von u ausgehenden Kanten zu priifen, ob sie
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verkiirzend oder konsistent sind. Die Knoten u, die moéglicherweise ausge-
hende verkiirzende Kanten haben, werden in einer Menge R verwaltet (diese
wird mit R := {vo} initialisiert). Dies fithrt zu dem modifizierten generischen
SSSP-Algorithmus. Wir ersetzen Asig.2 durch

A3'18.2 while 3 u € R do

A315.2.1 wihle u € R; R:= R — {u};

Az13.2.2 for all wv € E do

Aj15.2.2.1 if is_decreasing(u,v) then

A315.2.2.1.1  decrease key(u,v); R := RU {v} fi od od

Die Korrektheit folgt direkt aus dem Satz 3.19.

Satz 3.22 (Laufzeit des modifizierten gen. SSSP-Algorithmus) Der
modifizierte  Algorithmus 3.18 lost das SSSP-Problem fir Graphen
G = (V, E,v) ohne negative Zyklen fiir einen Startknoten vg € V in O(n-2").
Fiir ganzzahlige Kantengewichte v : E — 7 ist die Laufzeit zusdtzlich durch
O(m -1 - Ymax|) beschrinkt.

Beweis: Wie im Beweis zu Satz 3.21 kann bei ganzzahligen Kantengewichten
jeder Knoten v weniger als 21 - 7|max| verschiedene D(-)-Werte annehmen.
Nur, wenn sich D(u) verringert, wird u in R aufgenommen und im Folgenden
die von u ausgehenden Kanten untersucht. Die Wahl eines Knotens u aus R
geschieht nichtdeterministisch in O(1). Die Gesamtlaufzeit betrigt somit

O(n - Ymax| - »_ {uv € E}) = O(n - m - ¥ max|)

ueV

Im Falle reellwertiger Kantengewichte zeigen wir eine obere Schranke von
O(2™) Iterationen: O.B.d. A. kénnen wir uns hier auf nichtnegative Kanten-
gewichte beschrinken, da nach Lemma 3.14 stets eine Potentialfunktion 7 (+)
so existiert, dass die reduzierten Kantengewichte alle nichtnegativ sind. Auf-
grund der Invarianz bzgl. der Ordnung der Wegléngen (Lemma 3.5) werden
dieselben Kanten in derselben Reihenfolge verkiirzend sein, sodass der Ab-
lauf des Algorithmus in G identisch dem eines Worst-Case-Beispiels in GG
sein kann.

Wir zeigen nun: Wird der Wert D(vy) aufgrund des Weges w = wvguy - - - vy,
auf den Wert D(vy) := 7y(w) verringert, so kann keine Permutation 7 (mit
7(0) = 0) ungleich der Identitét existieren, sodass im weiteren Verlauf auch
der Weg w' = wov-1) - - vy den Wert D(vr(y,)) auf vy(w') verdndert (vj
und v, kénnen verschieden sein). Sei p der groBte Index, sodass 7(i) = i,
i€{0,...,u} (n <k, da7(-) nicht die Identitét ist). Damit sind v,v,+1 und
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VuUr(ut1) ZWel verschiedene Kanten in G. Der Wert D(v),) sei auf (v - - - v,,)
gesetzt. Wird v, bearbeitet, so werden

D(vut1) == D(vp) + 7(0u0pu11)
und
D(UT(H‘H)) = D(UH) + Y(UHUT(M—&-I))

gesetzt, da sonst w und w’ nicht mehr zum Setzen von D(vi) bzw. D(v, )
benutzt werden kénnten. Sei j = p+ 1, 7/ = 7(p+1) (7 > p+1, da
(i) =1, t < pund 7(p+ 1) # p+ 1), wjj == v;vj41 - - - v, SO MUSS

Y(pvpt1) + ¥(wjir) < YUz (1))

sein, da sonst die Kante vj_jvjy nicht verkiirzend wére und so der Weg
w spéter nicht den Wert D(vy) := 7(w) setzen kann. Sei j” der Wert mit
(") =p+1=7 0" >p+1ldar(i)=4d, i <pund7(u+1)#p+1),
Wy'j = Vr(p+1)Vr(pt2) =~ Ur(j7), SO IUSS

W(U/J,UT(;H-I)) + f}/(wj'j) < W(U#UH“‘I)

sein, da sonst die Kante v,(j»_1)v,(j») nicht verkiirzend wére und so der Weg
w’ spéter nicht den Wert D(v,()) := 7y(w’) setzen kann. Durch Addition
dieser beiden Ungleichungen folgt, dass

Y(wjj) +y(wj;) <0

und somit diese beiden Wege zusammen einen negativen Zyklus bilden, ein
Widerspruch dazu, dass G nur nichtnegative Kantengewichte hat.

r-———-=-=-= A
| |
| |
| |
|
Vo U1 Up Vut1 vy Vg
Ur(0) Ur(1) Ur(w)  Ur(”) = V5 Ur(u+1)

Abbildung 3.2: Illustration des Beweises zu Satz 3.22

Jede Teilmenge der Knoten {vy,...,v;} kann also nur in einer Permutation
7(-) zusammen mit dem Startknoten v, einen Weg w = vgUr(1)Ur(2) * - - Ur(k)
bilden, der zur Verringerung der Entfernung D(v,()) beitréagt.

Ferner gilt: Setzt w = wvovy - - - v, den Wert D(v) := y(w), so sind dadurch
auch die Permutationen und damit die Wege fiir die Teilmengen {uvy, ..., v;}
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auf w; = vovy - - - v; festgelegt. In jeder Iteration wird so eine der Teilmengen
benutzt und kann somit spéter nicht nochmals verwendet werden.

Die Anzahl der Teilmengen (bei der vg fest dabei ist) betrigt 2"~! und be-
stimmt eine obere Schranke fiir die Anzahl der Iterationen. In jeder dieser
Iterationen werden hochstens n ausgehende Kanten bearbeitet, womit die
Gesamtlaufzeit bewiesen ist. O

Wir werden im n#chsten Abschnitt auch Beispiele vorstellen, die tatsdachlich
2"~! Tterationen bendtigen.

[AMO93] behaupten die Schranke O(2") Iterationen auch fiir den (nicht
modifizierten) generischen SSSP-Algorithmus, beziehen sich dabei aber auf
[GP86], die diese Schranke (ohne Beweis) nur fiir die modifizierte Variante
angeben. [Tar83] gibt die O(2")-Schranke an — aber ebenfalls ohne Beweis. In
allen weiteren uns vorliegenden Arbeiten wird fiir eine O(2") Schranke stets
direkt oder auf Umwegen auf [GP86] verwiesen, sodass die exakte Komple-
xitdt des generischen Algorithmus nach unserem Kenntnisstand noch offen ist
— die Anzahl der Iterationen kann zwar 27! iibersteigen, bleibt aber in allen
uns bekannten und von uns konstruierten Beispielen durch O(2") beschrénkt.

Im generischen Algorithmus konnen dieselben Knoten
auch in  mehreren Permutationen auftreten. In dem Graphen
G = ({vo,v1,v2}, {vov1, vov2, v1v2, Va0 },7y) sind zunéchst fiir den Weg

w = vouvy die Kanten mit y(vov;) = 1 und y(vivy) = 1 verkiirzend und
danach fiir den Weg w’ = vgvgv; die Kanten mit y(vgvy) = 0 und y(vovy) = 0,
ohne dass G einen negativen Zyklus hat.!°

3.3 Entfernungskorrigierende Instanzen

Wir betrachten nun drei konkrete Ausprigungen, wie die Menge R verwaltet
wird und welcher Knoten u als néchstes in As 15.2.1/2.2 betrachtet wird. Dies
fithrt auf die Algorithmen von Bellmann-Ford ([Bel58], [For56], Verwaltung
von R als Warteschlange), D’Esopo-Pape ([PW60], [Pap74], [Pap80], [Pap83],
Verwaltung von R als zweiseitige Warteschlange) und Pallottino ([Pal84],
Verwaltung von R als zwei getrennte Warteschlangen).

F{igt man noch Kanten wvjv) und wvov{ hinzu, so kann man dies als Block
mehrfach hintereinander héngen. Haben im i-ten Block die Kanten die Langen
Y(vo,iv1,:) = Y(v1,4v24) = Y(v24v0,i+1) = 27¢, sonst v(-) = 0, dann kann die Knoten-
menge V in ©(2"/3) Permutationen den Wert D(-) des letzten Knotens der Kette setzen.
Obwohl hier schon eine einzelne Teilmenge der Knoten exponentiell oft auftritt, bleibt der
Gesamtaufwand auch in diesem Beispiel durch O(2™) Tterationen beschrinkt.
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3.3.1 Der Algorithmus von Bellmann-Ford und andere
FIFO-Varianten

Der Algorithmus von Bellmann-Ford ([Bel58], [For56]) verwaltet die Menge
R als Warteschlange (First-in First-out / FIFO).!! Dadurch lduft der Al-
gorithmus in Phasen ab. In der ersten Phase werden die ausgehenden Kan-
ten des Startknotens betrachtet, in jeder weiteren Phase ¢ jeweils die aus-
gehenden Kanten derjenigen Knoten v, deren Wert D(v) sich in der Phase
t—1 verringert hat. Innerhalb einer Phase brauchte das starre FIFO-Konzept
nicht durchgehalten zu werden, um die Korrektheit und Laufzeit zu erhal-
ten. [GKP85] haben dies mit dem , partitioning shortest path algorithm*
ausgefiihrt.

Offensichtlich sind im generischen SSSP-Algorithmus die Werte D(v) fiir alle
Knoten v streng monoton fallend. Das heifit insbesondere: Wird fiir einen
Knoten v der Wert D(v) := d(v) gesetzt, so wird v zum letzten Mal in
die Menge R eingefiigt und alle in v eingehenden Kanten bleiben fortan
konsistent. Wir wollen diese Eigenschaft fiir den Bellman-Ford-Algorithmus
nun genauer fassen:

Lemma 3.23 (Phasen-Eigenschaft des Bellman-Ford-Algorithmus)
Sei w = wvgvy---vg ein beliebiger Weg von vy nach vy, mit k Kanten, so
gilt nach der k-ten Phase D(vy) < v(w).

Beweis: Die Aussage gilt fiir £ = 0 (der Weg vy (ohne Kanten) hat Lénge
v(vo) = 0). Mit vollstandiger Induktion schlielen wir nun: Nach der (k — 1)-
ten Phase gelte D(vg_1) < v(vg - - - vx_1). Der Wert D(vg_1) wurde in der j-ten
Phase zuletzt verringert, j < k—1, und v;_; in R aufgenommen. Somit wird
die Kante vy_qv;, in der (j + 1)-ten Phase betrachtet, j + 1 < k (oder vy
war schon in R und vy_jv; wird ggf. noch in Phase j bearbeitet). Entweder
gilt D(vy) < v(w) schon vorher, anderenfalls ist mit

D(ve) > y(w) = v(vo -+ vk-1) + y(vk-10%) = D(vp—1) + ¥(Vr—1vk)

vg_1vx verkiirzend und danach D(vg) = D(vr_1) + y(vg_1vx) < 7(w). O

" Befindet sich ein Knoten v schon in der Warteschlange, so wird er weder erneut ein-
gefiigt (dies wire unnétig) noch die Position in der Warteschlange verédndert (dies wiirde
fiir die FIFO statt einer einfach-verketteten Liste eine doppelt-verkettete Liste erfordern,
um das Element an der aktuellen Stelle zu entfernen). [SW81] untersuchen u.a. den Ein-
fluss des (Nicht-)Verschiebens auf das Verhalten des Algorithmus, wobei nichts fiir eine
Verdnderung der Position in der FIFO spricht.
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Ist w = vy - - - vy, kiirzester Weg, so folgt mit D(v;) > d(vg) und Lemma 3.23,
dass nach k& Phasen D(v;) = d(vy) gilt.

Sei ¢ := maxXyey (MiNy—yy...v: y(w)=d(w)(|w])) die Mindestanzahl der Kanten,
sodass jeder Knoten v auf einem kiirzesten Weg von vy aus mit ¢ Kan-
ten erreichbar ist, so sind nach ¢ Phasen im Bellman-Ford-Algorithmus die
D(-) = d(+) berechnet.'?

Satz 3.24 (Korrektheit & Laufzeit des Bellman-Ford-Algorithmus)
Der Bellman-Ford-Algorithmus berechnet in O(t - m) Schritten die kiirzesten
Wege oder erkennt einen negativen Zyklus in O(n - m) Schritten. Ist t vorab
bekannt, so wird ein negativer Zyklus in O(t - m) Schritten erkannt.

Beweis: Die Korrektheit und Laufzeit folgt direkt mit dem Satz 3.19 und
Lemma 3.23. In jeder Phase wird jede Kante nur einmal betrachtet, jede
Phase benotigt somit O(m) Schritte. Zu jedem Knoten existiert ein kiirzester
Weg von vy mit hochstens ¢ < n — 1 Kanten und nach ¢ < n — 1 Phasen gilt
in Graphen ohne negative Zyklen D(-) = d(-). Wird in Phase t +1 < n
eine verkiirzende Kante uv entdeckt, so existiert ein Weg w = vg---v mit
t + 1 < n Kanten, der kiirzer ist als jeder Weg w’ = vg - --v mit hochstens
t < n — 1 Kanten. Somit muss ein negativer Zyklus vorliegen (vgl. Lemma
3.23 und Fufinote 6, Seite 32). O

Der Algorithmus kann auch nach weniger als t Phasen korrekt terminieren
(sieche das Beispiel in Abbildung 3.3 mit ¢ = 5). Das liegt daran, dass der
Knoten v z.B. durch Betrachten der Kante uv in Phase ¢ — 1 in die Warte-
schlange kam und vor Bearbeiten des Knotens v in Phase ¢ der Wert D(v)
nochmals verringert wurde. Im Beispiel in Abbildung 3.3 wird in Phase 1
nur der Startknoten vy betrachtet und die Knoten v; bis vs in dieser Rei-
henfolge in die Warteschlange eingefiigt. Wird nun der Knoten v; in Phase 2
betrachtet, so wird D(vy) := 0 gesetzt (vy befindet sich bereits in der War-
teschlange, wird also nicht hinten eingefiigt). Im Verlauf der Phase 2 werden
nun alle D(v;) := 0 gesetzt und der Algorithmus terminiert (unabhéngig von
der Anzahl der Knoten) am Ende von Phase 2.

In [MN99] wird ein Konstruktionsverfahren angegeben, das fiir beliebige n
und m einen Graphen erzeugt, sodass der Bellmann-Ford Algorithmus Lauf-
zeit ©(nm) hat.'® In der Praxis wird dieser Worst-Case aber fast nie erreicht
([CGRY6]).

12Das ¢ entspricht der Tiefe des Kiirzeste-Wege-Baums, wenn dieser nach Lemma 3.7
mittels Breitensuche bestimmt wird.

13Die Graphen sind dabei sehr unregelmiBig, ein Teil der Knoten hat nur 1 oder 2
ausgehende Kanten, die restlichen Knoten sind paarweise verbunden.
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Abbildung 3.3: Beispiel fiir Bellman-Ford mit weniger als ¢ Phasen

Bemerkung 3.25 (Bellman-Ford mit Vorgéngerheuristik) Wird in
Aszis.2.1 der Knoten u € R gewdhlt und befindet sich der Vorginger
v’ = pred(u) ebenfalls in R, so wurde D(u') verringert, nachdem u (zu-
letzt) in R eingefiigt wurde.'* Demnach ist es nicht sinnvoll, die ausgehen-
den Kanten von u zu untersuchen, da sich D(u) z. B. durch die Kante u'u
nochmals verringern wird und die Kanten wv (und ggf. die Nachfolger von
v) mochmals betrachtet werden miissten ([CGR96]).*> Die Vorgingerheuri-
stik bendtigt also nur eine zusdtzliche if-Abfrage in einem geeignet verwal-
teten Boolean-Array, um festzustellen, ob pred(u) € R gilt. Das asymptoti-
sche Worst-Case-Verhalten verdndert sich dadurch nicht. Im Mittel werden
unnotige Schritte vermieden, [CGR96] haben z. B. fir gitterihnliche Gra-
phen eine Ersparnis von knapp 50% experimentell ermittelt. Fiir Graphen,
bei denen die Vorginger der Knoten sich selten oder nie gleichzeitig in der
Warteschlange befinden, erhiht sich die Laufzeit minimal (< 5% ).

[MN99] beschreibt eine weiterfithrende Idee von Tarjan: Wird der Wert D(u)
verringert, so ist nicht nur die Abarbeitung eines direkten Nachfolgers v iiber-
fliissig, sondern die Knoten des gesamten Unterbaums brauchen nicht weiter
betrachtet zu werden, da sich die Werte aller dieser Knoten in den folgenden
Phasen verringern wiirden. Verringert die Kante uv den Wert D(v) und v ist
ein Vorfahre von u im bisher berechneten Kiirzeste-Wege-Baum, so ist da-
mit ein negativer Zyklus entdeckt, da die reduzierten Gewichte der Kanten
des Kiirzeste-Wege-Baums 0 sind und die verkiirzende Kante uv negative
reduzierte Linge hat (vgl. auch Beweis zu Lemma 3.20). Dies ermoglicht
negative Zyklen frithzeitig zu erkennen, wihrend der normale Bellman-Ford-
Algorithmus negative Zyklen nur dadurch erkennt, dass die Anzahl der Pha-

140b dies in der gleichen Phase geschehen ist, in der D(u) verringert wurde, oder in der
aktuellen Phase, kann man nicht ohne Weiteres feststellen. Dieses beobachtet man auch
im Beispiel in Abbildung 3.3.

5Ein direktes erneutes Einfiigen von v ist nicht nétig.
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sen n — 1 iibersteigt. Um auch die Knoten aus den Unterbdumen schnell
ermitteln zu konnen, verwaltet diese Variante neben den Vorgidngern den
Kiirzeste-Wege-Baum explizit (in Preorder) — trotz dieses Overheads ist die
Laufzeit weiterhin durch O(nm) beschrinkt, in der Praxis ist die Varian-
te von Tarjan meist schneller und nie wesentlich langsamer als die einfa-
che Bellman-Ford-Variante. Ein Vergleich mit der Vorgéngerheuristik ist uns
nicht bekannt.

3.3.2 Der Algorithmus von D’Esopo und Pape

Eine vermeintliche Schwéche des Bellman-Ford-Algorithmus ist die starre
Breitensuche. Dadurch kénnen Korrekturen der D(-)-Werte nur durch kom-
plettes Wiederholen der Schritte aus vorhergehenden Phasen im Graphen ver-
breitet werden. Wird fiir den Knoten v der Wert D(v) verringert, so scheint
es sinnvoll, zunéchst die Werte D(-) der von dort schon einmal betrachteten
Knoten zu korrigieren, bevor man die Kiirzeste-Wege-Suche bei Knoten fort-
setzt, die noch gar nicht betrachtet wurden. Diese Idee wurde erstmals von
D’Esopo (in [PW60]) formuliert und von Pape ([Pap74], [Pap80], [Pap83])
im Weiteren untersucht. Die Menge der Knoten R, deren ausgehende Kanten
im Algorithmus 3.18 noch untersucht werden miissen, werden jetzt mit einer
Warteschlange verwaltet, in die die Knoten sowohl am Ende als auch am An-
fang eingefiigt werden konnen. Dieses kann man als Kopplung eines Kellers
(Last-in First-out / LIFO) und einer Warteschlange (FIFO) auffassen.

remove v
& LIFO FIFO
insert msert
D(v) < o0 D(v) = o0

Abbildung 3.4: Die Datenstruktur im D’Esopo-Pape-Algorithmus

Knoten, die erstmals eingefiigt werden (das sind diejenigen v mit D(v) = o0),
werden in die (hintere) Warteschlange eingefiigt, Knoten, deren ausgehende
Kanten schon einmal betrachtet wurden (D(v) hat bereits einen endlichen
Wert), werden vorne in den Keller eingefiigt. So werden die Werte D(-) der
zu v adjazenten Knoten korrigiert, bevor neue Knoten erstmals bearbeitet
werden. Im Algorithmus wird in Schritt As5.2.1 der Knoten aus dem Keller
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entnommen, falls dieser nicht leer ist, ansonsten aus der (hinteren) Warte-
schlange.'¢

In der Anwendung zeigt sich dieser Algorithmus in vielen realen Féllen den
meisten anderen Algorithmen {iberlegen ([CGR96], [ZN98], [ZNO00]).
In Fallen, in denen die eingeschrankte  Dreiecksungleichung
y(uw) < y(uv) 4 dist(v, w) héufig verletzt wird, tendiert der D’Esopo-Pape-
Algorithmus jedoch dazu, sehr langsam zu laufen. Dann fithren oft Kanten
mit hohem Gewicht, die spéter nicht zum Kiirzeste-Wege-Baum gehéren, in
noch nicht bearbeitete Teile des Graphen und verursachen so haufige Kor-
rekturen. Gilt y(uw) > vy(uv) 4 dist(v, w) und sind beide Kanten uv und ww
verkiirzend, so werden die Schritte von w aus umsonst gemacht, da spéter
D(w) tiber den Weg iiber v wieder verringert wird.

Abbildung 3.5: Worst-Case-Beispiel 1 fiir den D’Esopo-Pape-Algorithmus

[Ker81] und [AMO93] geben das Worst-Case-Beispiel in Abbildung 3.5 an,
das diese Eigenschaft demonstriert und den Worst-Case von 2"~ ! Iteratio-
nen des (modifizierten) generischen Algorithmus (Satz 3.22) erreicht. Selbst
fiir diinne Graphen, d.h. m € O(n), geben [SW81] Beispiele an, die O(22)
Iterationen durchfiihren.

Lemma 3.26 (Laufzeit des D’Esopo-Pape-Algorithmus) Sei
G = (V,E,y) mit V. = {vo,v1,...,0n}, £ = {vww; | i < j} und
Y(viv;) = 12 2"k Der D’Esopo-Pape-Algorithmus bendtigt zur

Lésung des SSSP-Problems fiir den Graphen in Abbildung 3.5 ©(2™) Schiei-
fendurchliufe. !

6Die Trennung der zweiseitigen Warteschlange in LIFO und FIFO ist in der Imple-
mentierung nicht nétig und wird hier nur zur Verdeutlichung der Ahnlichkeit mit dem
im Folgeabschnitt vorgestellten Algorithmus nach Pallottino vorgenommen. Die Fallunter-
scheidung bei der Auswahl entspricht stets der Wahl des ersten Elements der zweiseitigen
Warteschlange.

"Damit dieser Worst-Case erreicht wird, miissen in der Adjazenzliste die vom Start-
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Beweis: Wir zeigen zunéchst mit Hilfe der vollsténdigen Induktion iiber
i, dass der Zustand D(v;) = ¢+ Y5 _,.,2"" j € {i,...,n} mit Kellerin-
halt v, vp_1,...,v; nach 2"~ — 1 Schleifendurchléufen in dem Zustand
D(vj) = ¢, j € {i,...,n} mit leerem Keller endet:

Fiir i = n gilt die Aussage. D(v,) = ¢ mit Kellerinhalt v,, geht nach ei-
nem Schleifendurchlauf in D(v,) = ¢ mit leerem Keller iiber, da v, keine
(verkiirzenden) ausgehenden Kanten hat. Wir schliefen nun von ¢ auf ¢ — 1:
Zu Beginn gelte mit einer beliebigen Konstante ¢

J
D(vj)=c+» 2" jefi—1,...,n}
k=i
mit Kellerinhalt v,,v,,_1,...,v;,v;_1. Leicht umformuliert lautet dies
‘ J
D(vi1) =¢ A D(v;) =c+2""+ Z 2"k je{i,...,n}
k=i+1

Auf den Kellerinhalt v,,,v,_1, ..., v; ldsst sich nun die Induktionsvorausset-
zung anwenden. Wir erhalten den Zustand

D(v;i.1) =c A D(vj) =c+2"" je€{i,...,n}

Als Kellerinhalt verbleibt v;_;. Nun sind alle Kanten v;_;v; verkiirzend, da
> peiig 27F <2771 Wir erhalten

J
D(vie)) =c¢ A D(vj) =c+ Y _ 2"* je{i,....n}
k=i+1

mit dem Kellerinhalt v,,,v,_1,...,v;, sodass durch erneute Anwendung der
Induktionsvoraussetzung

D(vj) =¢, je{i—1,...,n}

mit dann leerem Keller folgt. Die Anzahl der Schleifendurchléufe ist
S(w,) = 1 und S(vp,...,v-1) = 2 - S(vp,...,v;) + 1, somit
S(vpy...,v1) =2" =1,

knoten vy ausgehenden Kanten in der Reihenfolge v,,, v,—1, ..., v; genannt sein, bei
den anderen Knoten v; folgen die adjazenten Knoten bzgl. dem Index in aufsteigender
Reihenfolge v; 41, vita, ..., Upn.
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Nach der Initialisierung wird der Knoten vy betrachtet, die Kanten vyv; sind
alle verkiirzend, es wird D(v;) := > 7_,2" % gesetzt und v,,...,v; in die
Warteschlange eingefiigt. Da nun jeder Knoten einen endlichen D(-)-Wert
hat, verhélt sich die Kopplung aus Keller und Warteschlange fortan wie ein
Keller. Die Induktionsvoraussetzung ist erfiillt, die Gesamtanzahl der Schlei-
fendurchlaufe betragt somit 2". O

Der Worst-Case aus Satz 3.22 mit 2/VI=! Schleifendurchliufen — |V| ist hier
ausnahmsweise n + 1 — wird exakt erreicht. Jede Teilmenge der Knoten
{v1,...,v,} wird zusammen mit dem Startknoten vy einmal zum Setzen ei-
nes D(-)-Wertes benutzt. Fiigt man noch Kanten von v, zu allen anderen
Knoten mit Gewicht v(v,v;) = 1 hinzu, so wird in den 2"~! Tterationen, in
denen die von v,, ausgehenden Kanten betrachtet werden, ein Aufwand von
je O(n) benoétigt. Diese Kanten sind nie verkiirzend, fithren also zu keiner
Verdnderung des Ablaufs. Die Gesamtlaufzeit betriagt somit O(n - 2™).

[Ker81] schlégt vor, die Kanten in der Adjazenzliste so anzuordnen, dass
der Worst-Case vermieden wird. Im Beispiel in Abbildung 3.5 wird stets die
Kante zuerst betrachtet, die das grofite Kantengewicht hat. Wiirde man die
Kanten in der Adjazenzliste andersherum anordnen (also jeweils die Kante

mit kleinstem Gewicht zuerst betrachten), so wiirden die ausgehenden Kan-
118

ten von jedem Knoten nur einmal betrachtet

Abbildung 3.6: Worst-Case-Beispiel 2 fiir den D’Esopo-Pape-Algorithmus

Betrachtet man im Beispiel in Abbildung 3.6 ebenfalls die Kanten mit klein-
stem Gewicht zuerst, so fithrt dies zum Worst-Case, wiahrend die absteigen-
de Reihenfolge der Gewichte nur lineare Zeit benéttigt. Bei beiden Beispielen
fithrt die Reihenfolge mit den betragsméfig kleinsten Gewichten zuerst auf
eine optimale Reihenfolge. Aber auch fiir diese lésst sich ein Worst-Case-
Beispiel konstruieren (Abbildung 3.7).

18Es reicht hier, die Kanten des Startknoten andersherum anzuordnen, die Knoten wer-
den dann in der Reihenfolge der ansteigenden Indizes betrachtet. Die verkiirzenden Kanten
betreffen jeweils nur Knoten, die sich noch in der Warteschlange befinden.
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Abbildung 3.7: Worst-Case-Beispiel 3 fiir den D’Esopo-Pape-Algorithmus

Alle diese Beispiele lassen sich durch verschiedene Potentialfunktionen aus
dem Beispiel aus Abbildung 3.8 herleiten, bei dem jeder Versuch, die ausge-
henden Kanten nach Gewicht anzuordnen, vergebens ist. Sei der
Graph G = (V,E,v) mit den Knoten V = {vg,...,v,}, den Kanten
E = {vw; | i < j} und Gewichtsfunktion v(v;v;) = —2""'~*. Im Folgen-
den sind die Potentialfunktionen 7(-) angegeben, mit denen sich aus Beispiel
4 die anderen Beispiele ableiten lassen:

Beispiel 1: Man wihle 7(v;) := 2" — 27419

i.

Beispiel 2: Man wihle m(v;) :

Beispiel 3: Man wihle 7(v;) := —i.

Abbildung 3.8: Worst-Case-Beispiel 4 fiir den D’Esopo-Pape-Algorithmus

An diesen Beispielen ldsst sich auch gut demonstrieren, dass sich — wie im
Lemma 3.5 beschrieben — die Ordnung der Wegléngen durch Anwendung von

9Da die reduzierten Kantengewichte unabhingig von additiven Konstanten in 7 (+) sind,
reicht auch 7(v;) := —2"~*, wobei dann aber 7(vg) nicht mehr null ist - dies ist aber nur
eine Frage der Asthetik.

48



Potentialfunktionen nicht &ndert. Die Reihenfolge der Schritte bleibt gleich.
Kanten sind unabhéngig von der verwendeten Potentialfunktion immer zum
selben Zeitpunkt im Ablauf der Algorithmen verkiirzend.?

Eine interessante Eigenschaft des D’Esopo-Pape-Algorithmus gegeniiber den
FIFO-Varianten aus Abschnitt 3.3.1 ist, dass zu dem Zeitpunkt, an dem die
vom Knoten v ausgehenden Kanten betrachtet werden, der Wert D(v) der
Weglinge des Weges entspricht, der durch die gespeicherten Vorgénger zur
Wurzel eindeutig definiert ist. Bei den FIFO-Varianten kann sich der D(-)-
Wert eines Knotens auf diesem Weg und damit die Wegldnge zum Knoten
v verringert haben, sodass in letzterem Fall die von v ausgehenden Kanten
spéater in jedem Fall nochmals betrachtet werden miissen.

Lemma 3.27 Im D’Esopo-Pape-Algorithmus gilt in Graphen ohne negative
Zyklen fiir den Knoten v, der zuletzt aus der zweiseitigen Warteschlange ent-
nommen wurde, dass die Linge des Weges w = pred(v) - - -v, pred’(v) = v
gleich dem Wert D(v) ist.

Beweis: Nach Lemma 3.20 kénnen die pred(-)-Zeiger in Graphen ohne ne-
gative Zyklen keine Zyklen bilden, sodass fiir jeden Knoten ein eindeutiges i
existiert, sodass pred'(v) = vy (pred(vp) = nil).

Fiir vy gilt die Eigenschaft des Lemmas. Wir folgern durch Induktion: Hat
sich seit dem Einfiigen des Knotens v (mit dem Wert D(v)) der Wert D(u)
fiir einen Knoten u, der auf dem zu dem Wert D(v) zugehorigen Weg liegt, —
und damit auch die Linge des Weges zu v — verringert, so wurde u auf den
Keller gelegt, da D(u) bereits einen endlichen Wert hatte — sonst kann u nicht
auf dem Weg nach v gelegen haben. Somit wird u vor v betrachtet und so
ebenso die Knoten auf dem Weg von u nach v, sodass D(v) wieder den dem
Weg entsprechend korrigierten Wert annimmt, bevor die von v ausgehenden
Kanten betrachtet werden. a

Die Kopplung von Keller und Warteschlange bei D’Esopo-Pape lésst auch
folgende Interpretation zu: Der Algorithmus arbeitet mit den auf dem Keller
liegenden Knoten solange, bis von der Warteschlange ein weiterer Knoten hin-
zugenommen wird. Zu diesem Zeitpunkt ist jeweils ein Kiirzeste-Wege-Baum
fiir die bisher betrachteten Knoten berechnet mittels eines Algorithmus, der
nur einen Keller benutzt. Die von dem neu hinzugenommenen Knoten ausge-
henden Kanten verdndern ggf. den bisher berechneten Kiirzeste-Wege-Baum,
dessen Knoten in den Keller aufgenommen und dann bearbeitet werden, bis

2Dies gilt nicht mehr, wenn die Auswahl der Knoten von den Werten D(-) abhingig
gemacht wird!
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der ndchste Knoten aus der Warteschlange genommen wird. Dies fiihrt zu
einer Interpretation des Ablaufs in Phasen: Man berechnet einen Kiirzeste-
Wege-Baum fiir eine Teilmenge von Knoten, beginnend mit einem Knoten.
Man fiigt dann einen weiteren Knoten hinzu und korrigiert den Kiirzeste-
Wege-Baum unter Beriicksichtigung des i-ten Knotens in O(n2') Schritten.
Dies wird wiederholt, bis der Kiirzeste-Wege-Baum fiir den kompletten Gra-
phen berechnet ist — Gesamtaufwand O(3 "), n2") = O(n2").

3.3.3 Der Algorithmus von Pallottino

Diese Phasenaufteilung nimmt auch der Algorithmus von Pallottino vor, mit
dem Unterschied, dass dieser statt des Kellers eine weitere Warteschlange be-
nutzt. Im Algorithmus sind diese beiden Warteschlangen strikter zu trennen,
als es bei der Kopplung von Keller und Warteschlange im D’Esopo-Pape-
Algorithmus nétig war. Das Einfiigen in die erste oder zweite Warteschlange
geschieht auch hier abhéngig davon, ob ein Knoten schon einen endlichen
Wert hatte oder zum ersten Mal betrachtet wird. Das Entfernen erfolgt so,
dass ein Knoten aus der ersten Warteschlange genommen wird, sofern diese
nicht leer ist. Ist sie leer, wird ein Knoten aus der zweiten Warteschlange
entnommen.

remove v
remove v falls FIFO 1 leer

& FIFO 1 ‘\ FIFO 2

M M

insert insert
D(v) < o0 D(v) = o0

Abbildung 3.9: Die Datenstruktur im Algorithmus von Pallottino

Benétigt der D’Esopo-Pape-Algorithmus in der i-te Phase O(n2?) Schritte, so
benutzt Pallottino durch die Warteschlange (FIFO 1) de facto den Bellman-
Ford-Algorithmus als Unterprozedur mit Aufwand O(im) in der i-ten Phase.

Satz 3.28 (Laufzeit des Pallottino-Algorithmus) Die Laufzeit des
Pallottino-Algorithmus betrigt O(n*m).

Beweis: Die i-te Phase benotigt O(im) Schritte (Bellman-Ford-Algorithmus,
Satz 3.24), der Gesamtaufwand betrigt somit O} im) = O(n*m). O
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Negative Zyklen konnen jeweils erkannt werden, wenn der Bellman-Ford der
i-ten Pallottino-Phase in der i-ten (Bellman-Ford-)Phase verkiirzende Kan-
ten entdeckt. Beim D’Esopo-Pape-Algorithmus gibt es solch ein friithzeitiges
Erkennen negativer Zyklen nicht, es bleiben nur die Kriterien wie beim ge-
nerischen Algorithmus.

In der Praxis ist der Pallottino-Algorithmus bei den ,,giinstigen Graphen nur
unwesentlich schlechter als der nach D’Esopo-Pape. Dieses ist hauptséachlich
auf die etwas kompliziertere Low-Level-Programmierung zuriickzufiithren — in
der FIFO 1 bzw. im LIFO sind dann nur selten oder nie mehr als 1 Knoten,
die wiederholt bearbeitet werden miissen, der Ablauf als solcher ist dann
quasi identisch. In den ,schlechten“ Féillen ist der Pallottino-Algorithmus
jedoch deutlich besser [CGR96].

Der Worst-Case wird bei Pallottino nur erreicht, wenn jeweils mit den schon
bearbeiteten Knoten durch das Hinzufiigen eines neuen Knotens wieder ein
Worst-Case fiir den Bellman-Ford-Algorithmus abléuft (oder zumindest in ei-
nem von n unabhéngigen Anteil der Phasen, wobei bei diesen auch jeweils ein
von der Anzahl der betrachteten Knoten unabhéngiger Anteil der Kanten be-
trachtet werden miisste). Ein Worst-Case-Beispiel konnte wie folgt aussehen:
Der Aufbau ist dhnlich wie bei dem Worst-Case-Beispiel zum Bellman-Ford-
Algorithmus nach [MN99] mit zusétzlichen Kanten vom Startknoten zu allen
anderen mit ausreichend groflem Gewicht. Diese Kanten sind so in der Adja-
zenzliste angeordnet, dass die weit vom Startknoten entfernten Knoten zuerst
betrachtet werden. Dadurch wird das urspriingliche Worst-Case-Beispiel fiir
den Bellman-Ford-Algorithmus in jeder Phase des Pallottino-Algorithmus
um einen zusétzlichen Knoten erweitert und wieder bearbeitet. Die Kanten-
gewichte der vom Startknoten zugefiigten Kanten sind vom Gewicht her so
grofl zu wahlen, dass in der ndchsten Phase des Pallottino-Algorithmus, die
Werte D(+) der betreffenden Knoten sich weiter verringern kénnen.

3.4 Entfernungssetzende Instanzen

Bei den bisherigen Algorithmen weifl man beim Betrachten der ausgehenden
Kanten eines Knotens v nicht, ob sich der Wert D(v) spéter noch einmal
verringern kann und somit die von v ausgehenden Kanten spéter wiederholt
bearbeitet werden miissen. Jede Kante uv sollte nur einmal betrachtet wer-
den miissen. Eine konsistente Kante uv (D(v) < D(u) + v(uv)) kann nur
dann verkiirzend werden, wenn sich der Wert D(u) verringert.?! Wihlt man

21Da die Werte D(-) stets verringert werden, ist die Alternative, dass D(v) erhéht wird,
nicht moglich.
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also den Knoten u so, dass D(u) bereits die kiirzeste Entfernung d(u) angibt,
so wird sich D(u) nicht mehr verringern kénnen und die von u ausgehenden
Kanten bleiben nach ihrer Abarbeitung konsistent. Dies fithrt auf ein weite-
res allgemeines Schema zur Losung des SSSP-Problems. Wir stellen hier als
Sonderfille Algorithmen fiir azyklische Graphen, Graphen mit v = ¢, ¢ € R,
sowie den bekannten Dijkstra-Algorithmus [Dij59] und den A*-Algorithmus
[HNR68] vor.

Wir werden in diesen Algorithmen jeden Knoten nur einmal aus der Menge
R in Schritt As1g.2.1 auswéhlen. Der Kiirzeste-Wege-Baum wird so in jedem
Schleifendurchlauf um einen Knoten erweitert. Insbesondere ist der kiirzeste
Weg zu einem Knoten bekannt, sobald dieser das erste Mal ausgewéhlt wird.
Merkt man sich die Knoten, die bereits ausgewéhlt wurden in der Menge
B, dies sind die Knoten des schon berechneten Teils des Kiirzeste-Wege-
Baums, so ist die Menge R C V — B. Genauer gilt R = N(B) — B und
max(D(R)) < oo, fiir alle anderen Knoten v € V — (B U R) ist D(v) = oc.
Die Verwaltung der Menge B wird hier nur zur Beschreibung und in den
Beweisen bendétigt und kann in der Implementierung weggelassen werden.

Fiir die geschitzten Entfernungen D(v) wird folgende wichtige Invariante
stets aufrecht erhalten:

D(v) = min{d(u) + y(uv) | u € B, uwv € E} (3.29)

Mit dem Lemma 3.1 folgt, dass D(v) = d(v), v € R gilt, wenn v auf einem
beliebigen kiirzesten Weg vom Startknoten zu einem beliebigen Zielknoten
liegt. Diese Eigenschaft werden wir an vielen Stellen verwenden.

Fiir die Knoten v € V — (B U R) gilt die Invariante 3.29 ebenfalls, da fiir
diese keine Kante uv € E mit u € B existiert (sonst wéire v € R) und somit
ist korrekterweise D(v) = min(f)) = co.

Algorithmus 3.30 Schema zur Losung des SSSP Problems

A330.1 Init_SSSP(vg); R := {wo}; B := 0;

As30.2 while Ju € R do

A330.2.1 wihle v € R mit D(u) = d(u); R := R — {u}; B:= BU{u};
A330.2.2 for all wv € E do

Aj30.2.2.1 if is_decreasing(u,v) then

A330.2.2.1.1 decrease key(u,v); R:= RU{v} fi od od

Wir lassen zunéchst offen, wie wir in Schritt Asz39.2.1 das v wéhlen, sodass
wir D(u) = d(u) garantieren konnen. Die Terminierung und Korrektheit des
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Algorithmus setzt nur voraus, dass solch ein u stets existiert. Dieses werden
wir nun beweisen.

Satz 3.31 Der Algorithmus 3.30 lost das SSSP Problem fir Graphen
G = (V,E,v) ohne negative Zyklen mit Kantengewichten v : E — R und
Startknoten vy € V. (Insbesondere existiert stets ein v € R mit D(v) = d(v)
solange R # ) ist.)

Beweis: Wir beweisen Terminierung und Korrektheit durch Induktion iiber
die Anzahl der Schleifendurchliufe: In As39.1 wird die Invariante 3.29 her-
gestellt. Sei w = vyvy - - - v; ein beliebiger kiirzester Weg von vy nach v mit
vx € V— B und v; der erste Knoten auf diesem Weg in V' — B (nach Invariante
3.29ist v; € R), so ist w’ = vgvy - - - v;_1v; nach Lemma 3.1 ein kiirzester Weg
von vy nach v; und

d(v;) < D(v) nach Definition D(-)
= min{d(u) + y(uv;) | v € B} Invariante 3.29
< d(wiz1) + y(vie1v;) Minimumbildung
= d(v) Lemma 3.1

In Aj30.2.1 existiert also stets ein v € V — B mit D(v) = d(v) und die
Invariante 3.29 wird in Az 39.2.2 wieder hergestellt. B wird in jedem Schlei-
fendurchlauf um einen Knoten erweitert. Kanten uv mit v € B kénnen nicht
verkiirzend sein, da D(v) = d(v) bereits gilt, jeder Knoten kann deshalb nur
einmal aus R ausgewéhlt werden. Somit terminiert der Algorithmus 3.30,
wenn alle Knoten erreicht sind, und berechnet die kiirzesten Entfernungen
korrekt. O

Die Laufzeit ist O(n) fir die Verwaltung der Knoten und O(m) fiir die Be-
trachtung der ausgehenden Kanten, jeder Knoten und jede Kante wird genau

einmal bearbeitet. Es verbleibt zusatzlich nur der Aufwand zur Wahl eines
Knotens u € R mit D(u) = d(u).

Wir werden nun fiir azyklische Graphen, Graphen mit v = ¢, ¢ € R, fiir Gra-
phen mit nichtnegativen Kantengewichten und fiir eine heuristische Variante
zeigen, nach welchen Kriterien ein Knoten u € R effizient ausgewihlt werden
kann, sodass D(u) = d(u) erfiillt ist.

3.4.1 Ein Linearzeit-Algorithmus fiir

azyklische Graphen

In azyklischen Graphen mit beliebigen Kantengewichten lésst sich das SSSP-
Problem in Linearzeit 16sen. Dies beruht auf der Tatsache, dass sich in azykli-
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schen Graphen die Knoten so nummerieren lassen, dass fiir alle Kanten v;v;
gilt, dass ¢ < j. Diese topologische Sortierung lasst sich mittels Tiefensuche
in O(n + m) berechnen ([CLRSO01], [Tar72]). Die Menge R wird hier nicht
explizit benotigt.

Satz 3.32 Sei G = (V, E,v) azyklisch mit V. = {vg,v1,...,0,_1} und fir
alle Kanten v;v; gelte i < j, dann ldsst sich das SSSP-Problem in G in
O(n +m) losen.

Beweis: O.B.d.A. sei der Startknoten vy.22 Wir zeigen durch Indukti-
on, dass mit der Wahl v = wv;_; im i-ten Schleifendurchlauf das SSSP-
Problem korrekt gelost wird — am Ende des i-ten Schleifendurchlaufs gilt fiir
vj, j < 4, dass D(v;) = d(v;). Im ersten Schleifendurchlauf wird vy mit
D(vg) = d(vg) = 0 gewdhlt und die Kanten vyv; sind nach dem Setzen von
D(v;) := y(vov;) konsistent.

Nach Bearbeitung der von v; ausgehenden Kanten sind alle Kanten v;uvy,
J < i konsistent (D(vy) < D(v;) + v(vjvi)). Da es keine Kanten vj vy mit
j' > 1 und k' < i gibt, konnen sich die Werte D(j), j < i nicht mehr ver-
ringern und somit die Kanten v;vi, 7 < ¢ nicht mehr verkiirzend werden.
Damit wird jeder Knoten und jede Kante im Algorithmus nur einmal be-
trachtet und die Korrektheit folgt direkt aus Lemma 3.10, da am Ende alle
Kanten konsistent sind. O

Die topologische Sortierung braucht nicht vorab berechnet zu werden, son-
dern kann parallel zur Kiirzeste-Wege-Berechnung geschehen [DF79]: Dazu
wird ein Array ¢[0...n — 1] mit den Eingangsgraden der Knoten
gli] := [{v;v; € E'}| initialisiert; dies gibt im weiteren Verlauf an, wieviel der
in v; eingehenden Kanten bzgl. Konsistenz noch nicht betrachtet wurden.
Die Werte D(-) der Knoten mit g[-] = 0 kénnen sich nicht mehr verringern
und konnen somit als néchstes ausgewéhlt werden. Man verwaltet dazu eine
Menge Next (initialisiert mit Next := {vp}) und wihlt im Schritt Aj3.2.1
stets einen Knoten aus Next — bei jeder betrachteten Kante v;v; wird ¢[j] um
eins verringert und v; in Next eingefiigt, falls g[j] = 0 gilt. Verbleiben zum
Schluss Knoten mit g[-] > 0, so war G nicht azyklisch. Der Gesamtaufwand
bleibt offensichtlich O(n + m).

In azyklischen Graphen lassen sich auch die ldngsten Wege in Linearzeit
berechnen: Dazu wird entweder statt der Minimumbildung in As3.2.2 ei-
ne Maximumbildung durchgefiihrt und statt decrease key(-) die Werte D(+)

22Tst der Startknoten v;, so sind die Knoten vy, ...,v;_; nicht erreichbar und wir be-
trachten das Problem auf dem von den Knoten v;, ..., v,_1 induzierten Untergraphen.
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gef. nur nach oben korrigiert oder man berechnet die kiirzesten Wege in
G' = (V,E,~") mit /() = —(:) und gibt die Werte —d(-) aus — diese ent-
sprechen dann den lingsten Wegen.

Im Allgemeinen ist die Berechnung des langsten Weges in Graphen mit Zy-
klen positiver Linge analog zur Berechnung der kiirzesten Wege in Graphen
mit negativen Zyklen nicht moglich. Die Berechnung des ldngsten doppel-
punktfreien Weges ist NP-vollstiandig [GJ79].

3.4.2 Ein Linearzeit-Algorithmus fiir
Graphen mit v =c¢

Der Algorithmus von Bellman-Ford lduft im allgemeinen Fall in O(n-m) (Satz
3.24). Wir zeigen nun, dass der Algorithmus bei konstanten Kantengewichten
Y(uwv) = ¢, uwv € E, ¢ >0 in Linearzeit liuft.?

Satz 3.33 Sei G = (V, E,v) mit y(uw) = ¢, wv € E, ¢ > 0. Der Bellman-
Ford-Algorithmus l6st das SSSP-Problem in G in O(n +m).

Beweis: Da alle Kanten gleiches Kantengewicht haben, so entscheidet nur
die Anzahl der Kanten, sei also 0. B.d. A. ¢ = 1. Der Beweis ist sehr dhnlich
dem Beweis des Phasen-Lemmas 3.23. Wir zeigen durch Induktion eine et-
was stérkere Aussage: Fiir alle Knoten v gilt stets entweder D(v) = d(v) oder
D(v) = oo, wobei in der (k — 1)-ten Phase die Knoten v mit d(v) = k — 1
ihren korrekten Wert erhalten haben und genau diese sich (fiir die Phase
k) in der Warteschlange befinden. Nach der Initalisierung (,,0. Phase®) gilt

D(vg) = d(vg) = 0, D(v) = oo sonst, und nur der Knoten v ist in der
Warteschlange — die erste Phase kann beginnen. Gelte die Aussage fiir £ — 1.
Fiir jeden Knoten vy mit d(vy) = £k existiert ein kiirzester Weg

w = vouy -+ - Vp_1V. Nach Lemma 3.1 ist w’ = wvgvy - - - vp_q kiirzester Weg
nach vg_y, somit d(vg_1) = k — 1. Nach Induktionsvoraussetzung befindet
sich nach Beendigung der (k — 1)-ten Phase v;_; in der Warteschlange und
D(vg) = 00. In Phase k werden die ausgehenden Kanten von v;_; betrachtet,
dabei wird D(vy) von oo auf D(vg) := d(vg—1) + y(vk—1vx) = d(vg) verringert
und vy, befindet sich somit am Ende der k-ten Phase in der Warteschlange.

BIst ¢ negativ, so sind die kiirzesten Wege nur in azyklischen Graphen wohldefiniert. Es
kann der Algorithmus fiir azyklische Graphen verwendet werden. Falls bei der topologi-
schen Sortierung Zyklen entdeckt werden, so sind die kiirzesten Wege durch die negativen
Kantengewichte nicht wohldefiniert.
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Da die Werte D(-) stets von oo direkt auf den korrekten Wert d(-) gesetzt
werden, kann jeder Knoten sich nur einmal in der Warteschlange befinden
und somit wird jede Kante nur einmal betrachtet. Die Laufzeit ist O(n+m).

O

3.4.3 Der Dijkstra-Algorithmus fiir
Graphen mit v(-) > 0

Dijkstras Algorithmus ([Dij59]) wihlt stets den Knoten aus R, der die mi-
nimale obere Schranke D(-) annimmt. Wir zeigen, dass fiir diesen Knoten
D(-) =d() gilt.

Lemma 3.34 (D(v) = d(v) nach Dijkstra) Set G = (V,E,v) mit
v(-) > 0. Seiv eV — B mit D(v) = min(D(V — B)), so gilt D(v) = d(v).

Beweis: Sei mit v, = v der Weg w = vyvy - - - v, ein beliebiger kiirzester Weg
von vy nach v und v; der erste Knoten auf diesem Weg in V' — B, so gilt

D(v) > d(v) nach Definition D(-)
> d(v;) nach Lemma 3.1 mit y(-) >0
= D(v;) Invariante 3.29
> D(v) Auswahl nach Minimumbildung
und somit also D(v) = d(v).* O

Gilt fir alle uv, dass y(uv) > 0, so ist im Beweis zu Lemma 3.34 stets v; = vy.

Eine wichtige Eigenschaft des Lemmas 3.34 ist die Reihenfolge, in der die
Knoten in die Menge B aufgenommen werden.

Lemma 3.35 Im Algorithmus 3.30 implementiert mit Lemma 3.3/ werden
die Knoten in aufsteigender Reihenfolge der Entfernung zum Startknoten in
die Menge B aufgenommen.

Beweis: Wird ein Knoten u mit D(u) = min(D(V — B)) ausgewahlt, so gilt
mit Lemma 3.34 D(u) = d(u). Fir die Knoten v € V — B, deren Wert D(v) in
A3 30.2.2 nicht verdndert wurde, gilt D(u) = min(D({u} U (V — B))) < D(v),
ansonsten wurde D(v) := D(u) 4+ v(uv) > D(u) gesetzt. Das in der néchsten
Iteration gewéhlte v’ kann also keinen Wert D(u’) < D(u) = d(u) haben. O

24Beachte, dass hier Kantengewichte v(-) = 0 die Korrektheit des Beweises nicht beein-
flussen. Bei dem Standardbeweis werden Kantengewichte > 0 vorausgesetzt.
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Abbildung 3.10: Ilustration des Beweises zu Lemma 3.34

Nach [Tho99] formuliert lautet das Lemma 3.35: Im Algorithmus 3.30 imple-
mentiert mit Lemma 3.34 gilt stets min(D(V — B)) = min(d(V — B)), was
sich auch analog zum Beweis von Lemma 3.34 zeigen lédsst. Der Knoten v;
sei der erste nicht in B liegende Knoten auf einem kiirzesten Weg nach v mit

d(v) = min(d(V — B)):
min(D(V — B)) > min(d(V — B)) = d(v) > d(v;) = D(v;) > min(D(V — B))

Die Reihenfolge der aufsteigenden Entfernungen folgt, da die d(-)-Werte kon-
stant sind und das Minimum iiber eine immer kleiner werdende Menge V' — B
gebildet wird.

Korollar 3.36  Bei Verwendung von Lemma 3.34 gilt d(u) < d(v),
Yue B,veV —B.

Im Algorithmus 3.30 implementiert mit Lemma 3.34 erfolgt die Auswahl der
Knoten erstmals aufgrund der Werte D(-). Abstrakt betrachtet werden die
Werte D(R) in einer Datenstruktur verwaltet, die die folgenden Operationen
unterstitzt:

e insert(v, x) fiigt den Knoten v mit Wert D(v) := 2 in die Menge R ein.

o decrease _key(u,v) verringert fiir den Knoten v den Wert D(v) auf
D(u) + v(uv), d.h., D(u) + v(uv) muss kleiner als der alte Wert D(v)
sein.

e delete_min(R) gibt einen Knoten v mit Wert D(v) := min(D(R)) zuriick
und entfernt ihn aus R.
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Die Auswahl eines Knotens v mit D(v) = d(v) und das Entfernen aus R
entspricht dann der Zuweisung v := delete_min(R).

Satz 3.37 Die Laufzeit des Algorithmus 3.30 implementiert mit Lemma 3.3/
betrigt O(n - logn + m).

Beweis: Die Laufzeit des Algorithmus 3.30 implementiert mit Lemma 3.34
ist bestimmt durch n—1 Aufrufe von delete_min(R) zur Bestimmung der v €
V' — B mit D(v) = min(D(V — B)) sowie maximal m Aufrufe von insert(-) und
decrease key(+) in den Schritten A3 3.1 bzw. A3 30.2.2. Implementiert man die
Prozeduren insert(-), decrease_key(-) und delete_min(R) mit Fibonacci Heaps
(Anhang A, [FT87]) ergibt sich ein amortisierter Aufwand von je O(logn) fiir
die Auswahl der Knoten und O(1) je Kante in den Aktualisierungsschritten,
somit betrigt die Gesamtlaufzeit O(n - logn + m).? O

Satz 3.38 Jede vergleichsbasierte Implementierung des Dijkstra-Algorith-
mus hat im Worst-Case eine Laufzeit von Q(m +n -logn).

Beweis: Aus dem Lemma 3.35 und dem Korollar 3.36 folgt direkt, dass

man n natiirliche Zahlen zq, 2o, ..., 2, dadurch sortieren kann, dass man
im Graphen G = (V,E,v) mit V = {vo,...,v.}, E = {vo;]0 < i < n}
und y(vov;) = z; den Dijkstra Algorithmus mit Startknoten v, ablaufen

léisst. Die Reihenfolge, in der die Knoten in B aufgenommen werden, ent-
spricht der aufsteigenden Sortierung der Zahlen. Dies heifit insbesondere, dass
in einem vergleichsbasierten Modell die Laufzeit im Worst-Case einerseits
Q(n - logn) betrdgt, andererseits kann jede Kante zu einem kiirzesten Weg
gehoren, wodurch die Laufzeit 2(m) betragen muss. Somit ist die Imple-
mentierung des Dijkstra-Algorithmus mit Fibonacci Heaps bzgl. O-Notation
optimal. O

Dies heifft insbesondere auch, dass alle Verbesserungen der asymptotischen
Laufzeit entweder die Knoten nicht in aufsteigender Reihenfolge der Entfer-
nungen aufnehmen (miissen) oder nicht ausschlieBlich auf Vergleichen basie-
ren.

25Mit einer Listenimplementierung ergibt sich O(1) fiir insert(-) und decrease key(-),
sowie O(n) fiir delete_min(R), somit ein Gesamtaufwand O(n?). Mit Heaps ergibt sich
je O(logn) fiir jede der drei Operationen, somit O(m - logn), was fiir Graphen mit
m € O(n?/logn) Kanten besser als die Listenimplementierung ist, gegeniiber der Im-
plementierung mit Fibonacci-Heaps bei Graphen mit m € w(n - logn) jedoch um einen
Faktor logn schlechter.
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3.4.4 Der A*-Algorithmus, eine heuristische Variante

Der Algorithmus 3.30 mit Lemma 3.34 berechnet die Entfernung vom Start-
knoten zu allen anderen Knoten und findet dabei die kiirzesten Wege in
wachsendem Abstand zum Startknoten. Mochte man nur die Entfernung zu
einem bestimmten Zielknoten berechnen (SPSP-Problem), so wiirde man von
Hand z. B. auf einer Landkarte zielgerichtet vorgehen und vorzugsweise We-
ge in Zielrichtung betrachten. Liegen Informationen fiir alle Knoten vor, wie
weit diese hochstens noch vom Ziel entfernt sind, so kann man zur Auswahl
des Knotens im Schritt Ag3g.2.1 alternativ das Lemma 3.40 verwenden. Wir
benotigen vorab noch folgende Definition:

Definition 3.39 (Zulissige und konsistente Schitzfunktionen) Zu
einem Zielknoten z € V' heifit eAdg\: V' — R Schitzfunktion. eAdZ :V-R
heifit zuldssig genau dann, wenn ed,(z) = 0 und ed,(u) < dist(u, 2), u € V.
ed, : V. — R heift konsistent genau dann, wenn eAdZ(z) = 0 und
ed. (u) < dist(u, v) + ed.(v), u,v € V.

[Pea84] schligt vor, die effizienter zu iiberpriifende Bedingung ed, (z) = 0 und
ed.(u) < y(uv) + ed,(v), uv € E zu verwenden (dort Monotonie genannt).
Mit dist(u, v) < y(uv) folgt aus Konsistenz die Monotonie, fiir beliebige Wege
w = vouy - - - Vg gilt mit der Monotonie

~

ed.(vo) < y(vovr) + ed.(v1) < -+ < Y(vovy - - - vg) + ed, (vy,)

Dies gilt insbesondere auch fiir kiirzeste Wege, somit folgt die Konsistenz.

Wir werden den Zusammenhang zwischen dem Begriff der Konsistenz bei
Kanten (D(v) < D(u) + y(uv), uwv € E) und der Konsistenz bei Schétz-
funktionen im Folgeabschnitt 3.5 noch untersuchen, betrachten hier aber
zunéchst, wie Schatzfunktionen bei der Kiirzeste-Wege-Suche eingesetzt wer-
den koénnen.

Lemma 3.40 (D(v) = d(v) nach A*)  Sei z € V der Zielknoten und
ed, : V. — R eine konsistente Schitzfunktion. Set v € V — B mit
D(v) + ed.(v) = minyecy_p{D(') + ed,(v")}, so gilt D(v) = d(v).

Beweis: Angenommen v sei der erste Knoten, der die Bedingung
D(v) +ed,(v) = minyey_p{D(v') +ed.(v')} trotz D(v) > d(v) erfiillt. Dann
existiert ein Weg w nach v mit y(w) = d(v) < D(v), w = vg---v;---v, und
v; sei der Knoten in V' — B mit ¢ minimal — es ist v; # v, da sonst wegen der
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Invariante 3.29 D(v) = d(v) gelten wiirde. Der Weg vy - - - v; ist als Teilweg
eines kiirzesten Weges nach v nach Lemma 3.1 kiirzester Weg nach v;. Es gilt

D(v;) +ed,(v;) = d(v;) + eds(v;) Invariante 3.29
< d(v) + dist(v;,v) + ed,(v) Konsistenz von eAdZ(~)
= d(v) + ed.(v) Lemma 3.1
< D(v) + ed.(v) Annahme D(v) > d(v)

im Widerspruch zur Annahme D(v) + ed.(v) = minycy_p{D(v') + ed, (v')}.
(]

Abbildung 3.11: Illustration des Beweises zu Lemma 3.40

Werden in R durch insert(-) bzw. decrease_key(:) die Werte D(-) + ed,(:)
verwaltet, so entspricht die Auswahl eines Knotens v nach Lemma 3.40 auch
hier v := delete_min(R).

Wiéhrend im Worst-Case die Laufzeit weiterhin O(m + n - logn) betrégt,
geben [SV86] fiir den Fall von Euklidischen Graphen (mit y(uv) = d(© (u, v),
ww € E, und e/az(v) = d®(v,2), v,z € V) folgende Abschitzung fiir den
Average-Case (hier ohne Beweis).

Satz 3.41 Die Laufzeit des Algorithmus 3.30 implementiert mit Lemma 3.40
betragt fir Euklidische Graphen im Average-Case O(n).

Dies ist insofern sehr bemerkenswert, da die Anzahl der Kanten O(n?) be-
tragen kann.

Analog zum Lemma 3.35 gilt eine dhnliche Eigenschaft auch fiir den A*-
Algorithmus:

Lemma 3.42 Im Algorithmus 3.30 implementiert mit Lemma 3.40 werden

die Knoten in aufsteigender Reihenfolge der Werte d(-) —l—&iz(-) in die Menge
B aufgenommen.
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Beweis: Wird ein Knoten w mit

D(u) + ed,(u) = min {D(') + ed,(v')}
v'eV-B
ausgewahlt, so gilt mit Lemma 3.40 D(u) = d(u). Fiir die Knoten v, deren
Wert D(v) in Aj30.2.2 nicht verdndert wurde, gilt

D(v) + ed,(v) > v’e{ur]gJi(I%/fB){D<U,) +ed.(v')} = D(u) + ed, (u)

Fiir die anderen Knoten v wurde D(v) := D(u) + y(uv) gesetzt, somit

~

D(v) + ed,(v) = D(u) + y(uv) + ed,(v) > D(u) + ed, (u)

aufgrund der Konsistenzeigenschaft der Schétzfunktion eAdZ(-). Fiir das
in der n#chsten Iteration gewahlte « kann demzufolge nicht

D(u') 4 ed.(v') < D(u) + ed, (u) gelten. O

Wie beim Dijkstra-Algorithmus lédsst sich auch diese Aussage elegant umfor-
mulieren: Es gilt im Algorithmus 3.30 implementiert mit Lemma 3.40 stets
minyey_p.{Ds(v)+ed,(v)} = min,ey_p {ds(v)+ed,(v)}. Auch hier folgt die
aufsteigende Reihenfolge, da die d(-)-Werte konstant sind und das Minimum
iiber eine immer kleiner werdende Menge V' — B gebildet wird.

Soll nur der kiirzeste Weg zum Zielknoten berechnet werden, so kann man ab-
brechen, sobald der Zielknoten z aus R gewahlt wurde. Das Lemma 3.40 gilt
aber auch dariiber hinaus. Der Algorithmus 3.30 implementiert mit Lemma
3.40 ist also auch geeignet, um das SSSP-Problem zu 16sen. Dabei werden die
korrekten Entfernungen in Richtung Zielknoten, wie im Lemma 3.42 gezeigt,
zuerst bestimmt.

3.5 Weitere Eigenschaften des Dijkstra- und
A*-Algorithmus

Der Zusammenhang zwischen dem Dijkstra- und A*-Algorithmus sind weiter-
gehend, als die Ahnlichkeiten im Programm es auf den ersten Blick erkennen
lassen. Offensichtlich sind die folgenden zwei Eigenschaften:

Lemma 3.43 Sind die Kantengewichte v(-) > 0 positiv, so ist die Schitz-

funktion &12(-) = 0 konsistent und der A*-Algorithmus verhdlt sich identisch
dem Digkstra-Algorithmus (Lemma 3.34).
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Beachte: Sind auch negative Kantengewichte zugelassen, so ist e/az() =0
nicht konsistent.

Lemma 3.44 Mit der konsistenten Schitzfunktion ¢d.(-) = dist(-, z) kann
man die Knoten eines kiirzesten Weges w von vy nach z der Reihe nach in
B aufnehmen.

Beweis: Fiir alle Knoten v, die nicht auf einem kiirzesten Weg von wg
nach z liegen, ist d(v) + ed,(v) = d(v) + dist(v,z) > d(z) und so werden
die Knoten v auf einem kiirzesten Weg vorher aufgenommen — fiir diese ist

d(v) + ed.(v) = d(2). O

Die Laufzeit muss dadurch nicht zwangsweise besser als im Worst-Case sein.
Zum Einen koénnten alle Knoten auf einem kiirzesten Weg liegen. Zum Ande-
ren ist der kiirzeste Weg i. A. nicht eindeutig (z. B. in Gittergraphen), sodass
bei der Auswahl das nichsten Knotens v (fiir den wieder d(v) —l—éaz(v) =d(z)
gelten wird) zu beachten ist, dass dieser den schon begonnenen kiirzesten
Weg fortsetzt — ohne diese Anderung des Algorithmus kénnten sonst u. U.
alle Knoten vor dem Zielknoten zunéchst in R und dann in B aufgenommen
werden.

Im Beweis zu Lemma 3.40 wird im Gegensatz zum Lemma 3.34 nicht voraus-
gesetzt, dass die Kantengewichte positiv sind. Der A*-Algorithmus funktio-
niert auch mit negativen Kantengewichten, sofern die Schéatzfunktion konsi-
stent ist. Wir wollen diesen Umstand nun noch einmal genauer untersuchen.

Wir vergleichen den A*-Algorithmus mit (konsistenter) Schatzfunktion éaz(~)
und den Dijkstra-Algorithmus mit Potentialfunktion 7 () = —é(\iz(-). Im A*-
Algorithmus wird der Knoten v € V — B ausgewdhlt fiir den D(-) + ed.(-)
minimal ist. Im Dijkstra-Algorithmus wird auf den reduzierten Kantenge-
wichten v, (uv) = 7(u) +7v(uv) —7(v) = —ed, (u) +7(uv) +ed,(v) gearbeitet.
Fiir die reduzierten Kantengewichte gilt 7, (uv) > 0, da wegen der Konsi-
stenz der Schatzfunktion e/az() gilt, dass éaz(u) < y(uww) + e/ziz(v).26 Ein
Knoten vy, der seinen Wert iiber den Weg wy = vy - - - v, erhalten hat, hat im
A*-Algorithmus den Wert D(vy,) = v(wg), im Dijkstra-Algorithmus betrégt
der Wert D(vg) = ~x(wy,) = —ed.(vo) + v(wg) + ed.(vy). Die D(-)-Werte im

26)Man beachte, dass die Konsistenz der Schiitzfunktion ed. (u) < vy(uv) ted. (v) und die
Konsistenz von Kanten D(v) < D(u) + y(uv) auf den ersten Blick gegensitzlich definiert
zu sein scheinen. Beriicksichtigt man, dass die Konsistenz der Kanten vom Startknoten
aus betrachtet wird und die Konsistenz der Schiitzfunktion vom Zielknoten aus, so 16st
sich dieser scheinbare Konflikt auf.
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Dijkstra-Algorithmus und die Werte D(-) + ed,(-) im A*-Algorithmus un-
terscheiden sich also nur durch die Konstante(!) ed, (vo). Da sich alle Werte
gleichermaflen um diese Konstante unterscheiden, spielt diese bei der Aus-
wahl der Knoten {iber die Minimumbildung keine Rolle. Der A*-Algorithmus
mit (konsistenter) Schétzfunktion ed,(-) und der Dijkstra-Algorithmus mit
Potentialfunktion m(-) = —e/(\iz(-) verhalten sich identisch!

Insbesondere ist der A*-Algorithmus mit negativen Kantengewichten korrekt,
solange die Schatzfunktion konsistent ist.

Aus der Konsistenzbedingung eAdz(z) = 0 und eAdZ(u) < dist(u, v) + &12(1)),
u,v € V folgt mit der Wahl v = z sofort die Zuldssigkeitsbedingung
ed,(z) = 0 und ed,(u) < dist(u,z), v € V. In [Buc00] und [Sch00a] wird
der A*-Algorithmus mit dieser schwécheren Bedingung angegeben. Die Be-
weise, dass fiir die aus R gewéhlten Knoten v auch dann D(v) = d(v) gilt,
sind jedoch fehlerhaft, wie auch am Gegenbeispiel in Abbildung 3.12 mit
nichtkonsistenter Schétzfunktion zu sehen ist.

Abbildung 3.12: Beispiel fiir A* mit zuléssiger, aber nicht konsistenter Schétz-
funktion

Die Schétzentfernungen zum Zielknoten sind hier mit gestrichelten Kanten
gekennzeichnet. Wird die kiirzeste Entfernung von a nach d berechnet mit
edg(b) = 7und edy(c) = 3, so wird der Knoten ¢ fehlerhaft mit der Entfernung
5 angenommen. Mit edy(b) = 5 wire die Funktion konsistent, und es wiirde
zunéchst b, ¢ und dann d jeweils mit den korrekten kiirzesten Entfernungen

in B aufgenommen werden.

Es gibt diverse Varianten des A*-Algorithmus (siehe das umfassende Buch
[Pea84] sowie [DP85], [Mér81], [BM83]), unter anderem auch eine, die mit
nur zuléssigen — aber nicht notwendigerweise konsistenten — Schéatzfunktio-
nen auskommt. Dort miissen aber — solange der Zielknoten noch nicht in B
aufgenommen wurde — die Nachbarn eines Knotens v nochmals betrachtet
werden, wenn im Verlauf der Berechnung die bisher als korrekt erachtete
Entfernung D(v) nach unten korrigiert werden musste. Dies entspricht ei-
nem Zuriickfallen auf den modifizierten generischen Algorithmus 3.18, wobei
dort der néchste Knoten aufgrund der Minimumbildung iiber die Randknoten
gewihlt wird. Im Gegensatz zum Lemma 3.40 ist bei nur zuldssiger Schétz-
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funktion aber nicht mehr garantiert, dass fiir den gewéahlten Knoten v die
Entfernung D(v) = d(v) korrekt ist. Somit wird der Wert D(v) ggf. spéter
nochmals nach unten korrigiert. So kann v auch mehrmals in R aufgenommen
und ausgewahlt werden.

Im Beispiel in Abbildung 3.12 wird so zunéchst der Knoten ¢ aus R gewéhlt,
dann Knoten b. Dieser korrigiert den Wert D(c), sodass danach ¢ erneut
ausgewéhlt wird und schliefilich auch d mit dem korrekten Wert D(d) = 9
aus R ausgewéhlt werden kann. Alle Kanten sind nun konsistent und die
Entfernungen korrekt berechnet. Die Korrektheit des A*-Algorithmus mit
nur zuldssiger Schétzfunktion folgt als Sonderfall aus der Korrektheit des
modifizierten generischen Algorithmus mit Satz 3.19.

Da offensichtlich der Wert D(v) bei erstmaliger Wahl des Knotens v € R nicht
notwendigerweise korrekt ist, braucht diese Variante des A*-Algorithmus
noch eine Daseinsberechtigung: Wir zeigen nun, dass auch bei nur zuléssi-
ger Schétzfunktion der Zielknoten z nur mit D(z) = d(z) aus R ausgewihlt
werden kann.

Lemma 3.45 Im Algorithmus 3.30 mit zuldssiger Schdtzfunktion e/(\iz(~)
wird der Zielknoten z nur einmal mit dem korrekten Wert D(z) = d(z) aus
R ausgewdhlt.

Beweis: Wir zeigen, dass, solange z noch nicht aus R gewéhlt wurde, stets
ein Knoten v € R existiert mit D(v) 4+ ed,(v) < d(z), sodass z nie mit
D(z) > d(z) aus R gew#hlt werden kann, da dann

D(2) +ed.(z) = D(2) > d(2) > min{D(v) + ed.(v')}
v'e
gelten wiirde. Sei w = vy - - - vg, vp = 2z ein kiirzester Weg von vy nach z und
v; der erste Knoten mit D(v;) > d(v;), so gilt D(v;—1) = d(v;—1) und v;_4
wurde noch nicht (mit diesem Wert D(v;_1)) aus R gew&hlt, da sonst nach
Invariante 3.29 D(v;) = d(v;) gelten wiirde. Es gilt

~ -~

D(Ui_l) + edz(vi_l) = d(Uz'_l) + edz(vi_l) S d(UZ'_l) + diSt(’Ui_l, Z) = d(z)

sodass v;_1 vor z aus R gewahlt wird. O

Dies heifit, dass zur Berechnung des SPSP-Problems der A*-Algorithmus
(sinnvoll) zum Einsatz kommen kann, auch wenn eine nur zuléssige Schétz-
funktion bekannt ist. Der Algorithmus kann im Gegensatz zum generischen
Algorithmus abgebrochen werden, sobald z zum ersten Mal aus R gewahlt
wurde.
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Abbildung 3.13: Beispiele fiir Dijkstra mit negativen Kantengewichten und
modifizierten A* mit zuléssiger, aber nicht konsistenter Schétzfunktion

Wir werden nun allerdings zeigen, dass der Worst-Case €(2") Iterationen
benétigt.

Zunéchst kommen wir dazu auf den Zusammenhang zwischen Dijkstra- und
A*-Algorithmus zuriick. Ist die Schitzfunktion nur zuléssig, nicht aber konsi-
stent, so folgt fiir die bzgl. der Schétzfunktion nicht konsistenten Kanten, dass
die reduzierten Kantengewichte negativ sind. Beim Dijkstra-Algorithmus mit
negativen Kantengewichten muss wie beim A*-Algorithmus mit nur zuléssi-
ger Schatzfunktion ein Knoten wieder in die Menge R aufgenommen werden,
wenn sich der zugehorige D(-)-Wert spiter nochmals verringert.?” Fiihrt man
den Dijkstra-Algorithmus auf dem Worst-Case-Beispiel des D’Esopo-Pape-
Algorithmus aus Abbildung 3.6 aus, so bearbeitet dieser die Knoten in der
exakt gleichen Reihenfolge wie der D’Esopo-Pape-Algorithmus, es werden
also ©(2") Iterationen durchgefiihrt. Um eine zuléssige Schétzfunktion ange-
ben zu koénnen, fiigen wir noch einen neuen Knoten, den Zielknoten z, hinzu
und verringern das Beispiel der Ubersichtlichkeit halber um einen Knoten.
Der zugehorige Graph ist in Abbildung 3.13 gezeigt.

2TEK72] fiihrt die Modifizierung im Rahmen von Flussproblemen fiir den Dijkstra-
Algorithmus erstmals explizit aus, [Joh73] gibt als erster ein Beispiel (ein anderes als die
hier genannten), fiir die der so modifizierte Algorithmus exponentielle Laufzeit O(n - 2™)
hat.
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Der obere Graph entspricht dem Beispiel aus Abbildung 3.6. Die Kanten-
gewichte sind y(v;v;) = =237 +i — j und y(v4z) = — 320 Y(vivip1) = 19.
Der Dijkstra—Algorithmus benétigt 2% + 1 Iterationen. Mit der Potentialfunk-
tion 7(v;) := —ed,(v;) = —217" —2(4 —4) +1 geht das Beispiel in den unteren
Graphen iiber. Die Schétzfunktion ist zuléssig, aber nicht konsistent. Der Ab-
lauf ist identisch dem des Dijkstra-Algorithmus im oberen Graphen und der
Knoten z hat, wie im Lemma 3.45 bewiesen, bereits bei der ersten Auswahl
aus R den korrekten Wert D(v) = d(v).

Wir fassen die in diesem Abschnitt gewonnenen Erkenntnisse in folgendem
Satz zusammen:

Satz 3.46 Der A*-Algorithmus mit konsistenter Schdtzfunktion ist dqui-
valent zum Digkstra-Algorithmus mat positiven Kantengewichten. Der A*-
Algorithmus mit zuldssiger, aber nicht konsistenter Schdtzfunktion ist dqui-
valent zum Dijkstra-Algorithmus, bei dem auch negative Kantengewichte er-
laubt sind.

Trotz des Worst-Cases von O(2") Iterationen ist der A*-Algorithmus optimal
bzgl. folgendem Kriterium (hier ohne Beweis).

Satz 3.47 (Optimalitidt des A*-Algorithmus, [Gel77]) Es kann kei-
nen heuristischen Algorithmus geben, der mit denselben Informationen wie
der A*-Algorithmus weniger Knoten als dieser bei der Lésung des SPSP-
Problems betrachtet.

Leider sagt dieser Satz nichts dariiber aus, wie oft diese einzelnen Knoten
angeschaut werden miissen. Er besagt lediglich, dass der A*-Algorithmus
nie Knoten betrachtet, die aufgrund der verfiigbaren Informationen nicht zu
einem kiirzesten Weg fiithren kénnen.

Zum Abschluss des Kapitels 3 sei noch angemerkt, dass das Lemma 3.27
offensichtlich fiir alle im Abschnitt 3.4 iiber entfernungssetzende Instanzen
vorgestellten Algorithmen gilt, d.h., der Wert D(v) des ausgewihlten Kno-
tens entspricht jeweils dem durch die Vorgénger pred(-) beschriebenen Weg.
Das Lemma gilt aber auch fiir die entfernungskorrigierenden Varianten des
Dijkstra-Algorithmus mit negativen Kantengewichten und dem A*-Algorith-
mus mit zuléssiger aber nicht notwendig konsistenter Schéatzfunktion. Der
Beweis ist analog zum Beweis des Lemmas 3.27 mit dem Unterschied, dass
iiber die Weglénge argumentiert werden muss.
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Kapitel 4

Beidseitige Suchalgorithmen

Wihrend der A*-Algorithmus meist zur Losung des SPSP-Problems benutzt
wird, 16st er auch das SSSP-Problem, wenn man nicht nach der Berechnung
der kiirzesten Entfernung zum Zielknoten abbricht. Die hier nun vorgestell-
ten beidseitigen Suchalgorithmen benutzen zwar die SSSP-Algorithmen als
Komponenten, 16sen aber ausschliefilich das SPSP-Problem.

4.1 Einfache beidseitige Suchalgorithmen

Der Algorithmus 3.30 (z. B. in Form des Dijkstra- oder A*-Algorithmus) kann
leicht umgeformt werden, um von allen Knoten durch Riickwirtssuche die
kiirzesten Entfernungen zu einem Zielknoten zu bestimmen (SDSP-Problem).
Die Vorwiérts- und Riickwértssuche lassen sich zu einer beidseitigen Suche
zusammenfiihren. Dabei werden im Wesentlichen zwei Suchen vom Start-
zum Zielknoten und umgekehrt unabhéngig voneinander durchgefithrt und
die Teilergebnisse zur Losung des SPSP-Problems verwendet.

Wir schreiben abkiirzend Iterate_SSSP(s) fiir den Schleifenrumpf in Algorith-
mus 3.30 (Schritt 2.1 und Schleife 2.2, d.h. Auswahl des néchsten Knotens
und Bearbeitung der von diesem ausgehenden Kanten), also fiir eine Itera-
tion zur Losung des SSSP-Problems mit Startknoten s. Analog schreiben
wir Iterate_.SDSP(z) fiir eine Iteration zur Losung des SDSP-Problems mit
Zielknoten z. Die Initialisierung Init_SDSP(-) ist identisch zu der des SSSP-
Problems.

Da jetzt je zwei Werte bzw. Mengen D(-), R und B verwaltet werden miissen,
verwenden wir die Indizes s und z zur Kennzeichnung, auf welche der beiden
Suchen sich die Prozeduraufrufe jeweils beziehen.
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Algorithmus 4.1 Schema zur Losung des SPSP durch beidseitige Suche.

Ay1.1 Init_SSSP(s); Ry := {s}; Bs := 0; Init_SDSP(z); R, := {z}; B, := 0;
A4.1.2 Dmin = 0

A41.3 while 3 ein Weg von s nach z, der kiirzer als D,,;, sein kénnte do
A,1.3.1 do either

Ay p.3.1a.1  Iterate SSSP(s)

A4.1.3.1 or
Ay1.3.1b.1  Tterate_SDSP(z)
A4_1.3.1 Od;

Ay1.3.2 if u € ByN B, then Dy, := min{D i, Ds(u) + D, (u)} fi
A4.1.3 od

Wir lassen zunéchst offen, wie wir in Schritt A4 ;.3 entscheiden, ob solch
ein Weg noch existieren kann. Statt mit v := delete_miny, . (R,/.) kénnen wir
prinzipiell wieder beliebig Knoten mit D/ (-) = d,/.(-) wéhlen. Die Auswahl,
ob B, oder B, erweitert wird, ist beliebig, sie hat keinen Einfluss auf die
Korrektheit des Algorithmus.

Satz 4.2 Der Algorithmus 4.1 terminiert stets mit Dy, = dist(s, z). Ist
T(n,m) der Aufwand des Algorithmus 3.30, so betrigt der Aufwand des Al-
gorithmus 4.1 O(T(n,m)) zzgl. dem Aufwand der Abfrage in Ayq.3.

Beweis: Nach Satz 3.31 werden die Entfernungen D4(B;) und D.(B,) kor-
rekt berechnet. Die obere Schranke D,,;, wird fiir jeden neu gefundenen Weg
von s nach z in Schritt A,;.3.2 ggf. nach unten angepasst (Aufwand je
O(1)). Die Terminierung ist gewihrleistet, da spétestens abgebrochen wer-
den kann, wenn z € B, oder s € B, gilt. Der Aufwand betréigt also maximal
2-T(n,m)+ O(n) = O(T(n,m)) zzgl. dem Aufwand fiir die Abbruchbedin-
gung. |
Die Abbruchbedingung in Schritt A, ;.3 muss in Abhéngigkeit von der Aus-

wahl der Knoten v mit Dy/.(u) = d,/.(u) gewéhlt werden. Wir betrachten
dazu folgendes Lemma ([Nic66],[Poh71]).

Lemma 4.3 (Dijkstra bidirektional) Werden in Algorithmus 4.1 die
Knoten gemdfl Lemma 3.34 ausgewdhlt, so gelten die beiden Implikationen

B B i = I D D
sN B, #0 = dist(s, 2) e 5{%1]{}(@){ s(u) +D.(u)}
und
B B i - I D D
sN B, #0 = dist(s, 2) ueNf(mSm Z{ s(u) 2(u)}
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Beweis: Sei u € B; N B,. Existiert ein kiirzester Weg w = s---u--- 2, so
gilt
: ' ' :
u'eBr:rlle%(Bz){Dsw )+ D.(u)} < Ds(u)+ D, (u) = dist(s, 2)

Existiert ein kiirzester Weg w' = s---v/u” -+ 2z mit v’ € By, und v” € B,,
so gilt aufgrund der Invariante 3.29 D, (u') < d,(u”) + vy(u"v') = d,(u') und
somit Dy(u') + D,(v') = dist(s, z). Bleibt der Fall zu untersuchen, dass in
jedem kiirzesten Weg w” ein Knoten v ¢ B, U B, existiert. Nach Korollar
3.36 gilt ds(v) > ds(u) und d,(v) > d,(u), somit gilt aber fiir solch einen
Weg w”, dass y(w”) = ds(v) + d.(v) > ds(u) + d.(u), was im Widerspruch
zur Annahme dg(u) + d,(u) > dist(s, z) steht.!

Die zweite Behauptung folgt durch Vertauschung der Rollen von s und z. O

Abbildung 4.1: Illustration des Beweises zu Lemma 4.3

D.h., wir konnen den Algorithmus 4.1 abbrechen, sobald der erste Knoten
in By N B, gefunden wurde, und dann in O(n) die kiirzeste Entfernung mit
Hilfe des Lemmas 4.3 bestimmen.

Die Suche mittels Dijkstra-Algorithmus (Lemma 3.34) sucht ohne zu wissen,
in welcher Richtung der Zielknoten liegt. Entscheidet man sich in Ay ;.3.1

'Die Wege iiber Knoten v ¢ B, U B, kénnen, obwohl sie keine Verbesserung bringen
konnen, dennoch kiirzeste Wege sein, wie man sich leicht an Hand von Gittergraphen klar
machen kann. Sucht man beidseitig von (0,0) nach (k, k), so sind die Knoten auf der
Diagonalen (0, %) nach (k,0) jeweils k von (0,0) und (k, k) entfernt. Sucht man &quidi-
stant vom Start- und Zielknoten aus, so bricht der Algorithmus ab, wenn einer dieser k
Knoten der Diagonalen in B; N B, liegt, sodass viele weitere kiirzeste Wege {iber Knoten
v € Bs U B, existieren kénnen. Nur wenn Kantengewichte 0 erlaubt sind, kénnen auch
mehrere Knoten v ¢ B, U B, auf einem kiirzesten Weg liegen.
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Abbildung 4.2: Verbesserung durch beidseitige Suche?

fiir den Zweig a oder b abhéngig von min{min(D,(Ry)), min(D,(R,))}, so
suggeriert die Abbildung 4.2, dass man dabei nur ca. die Hélfte der Knoten
betrachten muss, als wenn man die Suche unidirektional wie in Algorithmus

3.30 durchfiihrt.

Betrachtet man Gittergraphen, so werden gegeniiber dem unidirektionalen
Dijkstra-Algorithmus tatsédchlich ziemlich genau die Hélfte der Knoten be-
trachtet. In mehrdimensionalen Gittergraphen sinkt der Anteil mit jeder wei-
teren Dimension um den Faktor 2. Es gibt jedoch auch Beispiele, bei denen
die bidirektionale Variante mehr Knoten besucht: Dies ist dann der Fall, wenn
bei der beidseitigen Variante jenseits des Zielknotens durch die Riickwérts-
suche zusétzlich Knoten betrachtet werden und bei der Vorwiértssuche nur
wenig Knoten nicht besucht werden [Buc00].

[Poh71] schliagt vor, die Auswahl basierend auf der Anzahl der Knoten in Rj
bzw. R, zu treffen, um so die Anzahl der betrachteten Knoten gering(er) zu
halten.
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[LR89] zeigen fiir eine leicht abgewandelte Variante bei Klassen von Zufalls-
graphen mit gewissen Anforderungen an die Verteilungsfunktion der Kanten-
gewichte einen Average-Case von O(y/nlogn), falls der Graph als Adjazenzli-
ste vorliegt, bei der fiir jeden Knoten die ausgehenden Kanten der Lange nach
sortiert sind. Fiir die unidirektionale Variante zeigen sie fiir dieselbe Graphen-
klasse einen Average-Case von O(nlogn). Liegen die Kantengewichte nicht
sortiert vor, so betragen die erwarteten Laufzeiten ©(™\/n) = ©(m/\/n)
bzw. ©(™n) = ©(m). In allen Féllen wird dabei ™ € Q(logn) vorausgesetzt,
sodass diese Abschéatzungen bei Straflengraphen und anderen Graphen mit
m € O(n) nicht gelten.

4.2 Beidseitige heuristische Suche

Im unidirektionalen Fall werden durch die Verwendung der A*-Heuristik
(Lemma 3.40) stets weniger Knoten betrachtet als bei der Dijkstra-Variante
([Gel7T7], [Pea84] Seite 85, Korollar aus dem dortigen Korollar zu Theorem
12?). Nach Untersuchungen in [Pea84] (Kapitel 5.2, Seiten 140-146) werden
z.B. in Gittergraphen bei der Suche nach kiirzesten Entfernungen mit dem
euklidischen Abstand als Schitzfunktion ed(-) nur etwa 18% der Knoten be-
trachtet.

Dies ldsst hoffen, dass die bidirektionale Variante des A*-Algorithmus noch
weniger Knoten betrachten muss. Eine Abbruchbedingung wie in Lemma 4.3
gilt aber leider nicht, da wir keine Aussagen iiber die Entfernungen d(V — B)
und d(B) wie im Korollar 3.36 machen kénnen. Wir kommen im Abschnitt
4.3 auf die Frage zuriick, welche Giite garantiert werden kann, wenn man bei
der bidirektionalen heuristischen Suche abbricht, sobald der erste Knoten
v € By U B, gefunden wurde.

Lemma 4.4 (A* bidirektional, [Poh71]) Werden in Algorithmus 4.1 die
Knoten gemdfs Lemma 3.40 ausgewdhlt, so gilt

~

max{ minS{Ds(v)—i—eAdz(v)}, min {D.(v) + ed,(v)}} > Dy

veV—-B, veV—-B,
= Dpin = dist(s, 2)

2Dabei wird davon ausgegangen, dass bei Gleichheit der D(-) Werte der Zielknoten
bevorzugt genommen wird, ansonsten koénnte sich bei entsprechenden Auswahlkriterien
— und nur bei sehr schlechten Schétzfunktionen — ein Vorteil von Dijkstra gegeniiber A*
zeigen.
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Beweis: Wir zeigen die Umkehrung dieser Aussage: Angenommen es sei
Dmin > dist(s, z), dann existiert in jedem kiirzesten Weg w = s---v--- 2 ein
v & Bs U B, — sonst wire nach Lemma 3.1 Dy, = dist(s, z). Sei v, der erste
Knoten in w mit vy, € V — B, und v, der letzte Knoten in w mit v, € V — B,.
Dann gilt

Ds(vs) + e/(\iz(vs) = ds(vs) + eAdZ(vS) Invariante 3.29
< dist(s, 2) ed,(+) ist zuldssig + Lemma 3.1

analog gilt D, (v,) + ed,(v.) = d.(v,) + ed,(v,) < dist(s, z), somit gilt

. S < . . S < .
vemvinBs{DS(v) +ed,(v)} < dist(s, z) und vemvl—nBz{Dz(U) +eds(v)} < dist(s, 2)

und es folgt
max{ min {D,(v) + ed,(v)}, min {D.(v) + ed,(v)}} < dist(s, 2) < Dynin

veV—-B
mit obiger Annahme D,;, > dist(s, 2). O

D.h., solange auf keinem kiirzesten Weg von s nach z ein Knoten v sowohl
in By als auch in B, aufgenommen wurde, darf die beidseitige heuristische
Suche nicht abgebrochen werden. Leider liegt der erste Knoten, der in beide
Baummengen aufgenommen wird, nicht unbedingt auf einem kiirzesten Weg,
sodass das Abbruchkriterium erst spéter greift. Selbst wenn ein Knoten ge-
funden wurde, der Dy, := dist(s, z) setzt, so kann der Algorithmus dies zu
diesem Zeitpunkt noch nicht erkennen, sondern rechnet solange weiter, bis
entweder fiir die Vorwérts- oder fiir die Riickwértssuche kein Kandidat mehr
existiert, der D,,;, verringern koénnte.

Folgendes Beispiel lasst erste Zweifel an der Hoffnung aufkommen, dass die
beidseitige heuristische Suche der normalen beidseitigen Suche iiberlegen ist.
Im Gegensatz zur unidirektionalen Variante kann man leicht Beispiele kon-
struieren, bei der der beidseitige A*-Algorithmus beliebig mehr Knoten in
die beiden Baummengen aufnimmt als die beidseitige Dijkstra-Variante (Ab-
bildung 4.3, vy(uv) = eAd(u, v) = d®(u,v), uv € E bzw. u,v € V).

Bevor der (einzige) kiirzeste Weg von s nach z mittels beidseitigem A*-
Algorithmus gefunden wird, werden zunéchst alle Knoten im oberen Zweig
in By und alle im unteren Zweig in B, aufgenommen, wiahrend Dikstra beid-
seitig nach s’ den Knoten 2z’ in By aufnimmt (sofern v(s'z’) < v(s's”)) und
endet.

Wir bringen die obige Hoffnung nun endgiiltig zu Fall, indem wir zeigen, dass
die beidseitige Anwendung des A*-Algorithmus gegeniiber der unidirektiona-
len Variante keinen Vorteil bieten kann. Es wird zwar sehr schnell ein Knoten
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Abbildung 4.3: A* erzeugt beidseitig u. U. grofere Baummengen B;),

eines kiirzesten Weges in B, N B, aufgenommen, der Algorithmus muss dann
aber noch lange weiterrechnen, um nachzuweisen, dass andere Wege, die nach
der gegebenen Schétzfunktion noch kiirzer sein konnten, nicht mehr zu einem
besseren Ergebnis fithren. Dieses Problem wurde erstmals von [KK97] richtig
erkannt, dort werden aber nur triviale Abschéitzungen bzgl. der Anzahl der
betrachteten Knoten bei der bidirektionalen gegeniiber der unidirektionalen
heuristischen Suche angegeben. Lange Zeit wurde als Ursache der unerwar-
tet langen Laufzeiten angenommen, dass sich die Mengen B, und B, nicht in
der Mitte treffen, sondern aneinander vorbeilaufen (z.B. [Poh71]).® De facto
durchdringen sie sich aber und es wird ein grofler Teil des Graphen doppelt
untersucht. Die Verbesserungsvorschliage, die diesbzgl. gemacht wurden (z. B.
[PP84] und [dCS77|, [dC83]), lassen den Algorithmus zwar frithzeitig abbre-
chen, kénnen jedoch nicht mehr garantieren, den wirklich kiirzesten Weg zu
finden.

Wir zeigen zunéchst folgendes Lemma, das eine wichtige Aussage zur Rei-
henfolge bringt, in der die Knoten in die Mengen B, und B, aufgenommen
werden.

Lemma 4.5 (Kommutativitit) Die Folge f = fi, fo,..., fx € {bs,b.}F
gebe an, in welcher Reihenfolge die Mengen By und B, erweitert werden.
Nach dem entsprechenden Ausfithren gelte die Abbruchbedingung aus Lem-

ma 4.4:

. -~ . -~ > .
max{verxr/n_nBS{Ds(v) +ed,(v)}, ver%/llnBz{Dz(v) + eds(v)}} > Diin

Dann gilt, dass die Bedingung nach der Ausfihrung einer beliebigen Permuta-
tion der Folge f erfiillt ist, insbesondere auch nach der Folge ' = bLf‘bs bLf|bZ.

3Zu erkliren ist dies hochstens damit, dass die beidseitige heuristische Suche
hauptséchlich auf Graphen betrachtet wurde, die erst wéhrend der Wegesuche konstru-
iert wurden (z.B. die Lésung von Verschiebepuzzeln, weitere dhnliche Anwendungen in
[Pead4]).
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Beweis: Die Baummenge B, hat keinen Einfluss auf den Wert
min,ey—p,{Ds(v) + ed.(v)}, d.h., fithrt man alle Schritte fiir die Menge Bj
zuerst aus, so nimmt _das Minimum denselben Wert an. Analog gilt dies fiir
min,ey_p {D.(v) + eds(v)}. Da D/, (v) = dy/.(v) fiir v € By, nimmt auch
das Dy, denselben Wert an (es gilt Dy, = dist(s, z)). Die Bedingung ist
folglich nach dem Abarbeiten von f’ ebenfalls erfiillt. a

Wir benétigen neben dem Lemma 3.42 noch eine weitere Monotonieeigen-
schaft der A*-Heuristik.

Lemma 4.6 Sgi w = vgvy - - - Vg ein kiirzester Weg von s = vy nach z = vy,
so ist ds(v;) + ed.(v;) bzgl. i monoton steigend.

Beweis:  Aufgrund der Konsistenz-Eigenschaft von eAdZ(-) gilt
ds(vi) +ed.(v;) < ds(vi) +y(vivigr) + edz(vig1) = ds(vig1) +eds(vir). O

Wir kénnen damit nun den folgenden Satz beweisen.

Satz 4.7 Fiir jeden Ablauf der beidseitigen heuristischen Suche nach Algo-
rithmus 4.1 gilt |Bs| + |B.| > min(|B.|, |B.|), wobei die B, B. einem Ab-
lauf der einseitigen heuristischen Suche nach Algorithmus 3.50 mit denselben
Funktionen ed,(-) bzw. edy(-) entsprechen.

Beweis: Falls die beidseitige Suche durch z € B, abgebrochen wurde, so
gilt nach Lemma 4.5, dass zunéchst alle Schritte fiir B, hétten durchgefiihrt
werden kénnen. Damit gilt |B!| = |B;| < |Bs| + |B.| — analog fiir s € B,.

Andernfalls muss einerseits wenigstens ein Knoten eines kiirzesten Wegs
sowohl in B, als auch in B, aufgenommen werden, damit das D,;, auf
dist(s, z) gesetzt wird, und in B, missen (nach Lemma 3.42) alle Knoten
v mit dg(v) + &iz(v) < dist(s, z) aufgenommen worden sein, sodass dann
geméafl Lemma 4.4 min,ey_p, {Ds(v) + eAdZ(U)} > dist(s, z) gilt (oder analo-
ges fiir B, — wir betrachten hier weiter den Fall fiir By). Seien also zunéchst
alle Knoten mit d(v) + e/az(v) < dist(s, z) in By aufgenommen worden und
sel w = vguy - - -, ein kiirzester We& von § = vy nach z = v, bei dem
die Anzahl der Knoten mit d,(v;) + ed.(v;) = dist(s, z) minimal ist. Sei v;
der erste Knoten auf diesem Weg mit d,(v;) + ed.(v;) = dist(s, z) — nach
Lemma 4.6 gilt dies auch fiir die verbleibenden Knoten vj;1, ..., vg. Einer-
seits wird nach Invariante 3.29 das minycy_(g,ufp{Ds(v") + ed.(v')} durch
v; angenommen und es konnten die Knoten wv;, ..., v, nacheinander in B,
aufgenommen werden, womit die Suche wiederum durch z € B, abgebro-
chen wiirde. Andernfalls muss zumindest ein Knoten v’ € {v;,...,vp_1}
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d(v) + ed.(v) < dist(s, 2)

dist(s, z)

N o ___

|
|
|
|
%
S Vi—1 U;

Abbildung 4.4: Tllustration des Beweises zu Satz 4.7

sowohl in By als auch in B, aufgenommen werden. Unabhéngig davon, in
welcher Reihenfolge die Knoten Viy. .., Vg1 in Bs oder B, aufgenommen
werden, gilt |Bs| + |B.] > [{v|ds(v) + ed,(v) < dist(s,2)} + k — i + 2,
wihrend ein Ablauf einer einseitigen heuristischen Suche existiert, die mit
|BL| = [{v|ds(v) + ed,(v) < dist(s, 2)}| + k — i + 1 endet. O

Wir sehen, dass eine beidseitige heuristische Suche nur dann Vorteile bringen
kann, wenn fir viele Knoten ds(v) +ed,(v) = dist(s, z) gilt und die Auswahl
der Knoten bei obiger Gleichheit zu Gunsten der beidseitigen Suche ausfillt.
Gilt nur fiir den Zielknoten dg(v) + ed,(v) = dist(s,2) (und analoges fiir
den Startknoten), wie es z. B. bei Straflengraphen mit Luftlinienabstand als
Schatzfunktion meistens der Fall sein wird, so ist keine Verbesserung durch
die beidseitige Variante gegeniiber der besseren der einseitigen Varianten —
Suche Start zum Ziel oder Suche Ziel zum Start — moglich. Ist aufgrund
der Problemstruktur denkbar, dass sich der Aufwand der Suche Start zum
Ziel oder Suche Ziel zum Start stark unterscheidet, so ist ein paralleles und
unabhéngiges Ausfiithren beider Suchen der beidseitigen heuristischen Suche
aufgrund des geringeren Overheads (einfaches Abbruchkriterium, einfachere
Verwaltung der Knotenmengen) vorzuziehen.
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Der Hauptvorteil des frithen Findens des kiirzesten Weges wird dadurch ver-
schenkt, dass grofie Teile des Graphen doppelt betrachtet werden. Unabsicht-
lich hat die Verbesserung nach [Kwa89] dieses Problem folgendermafien ge-
lindert. Sobald ein Knoten v € B, auch in B aufgenommen wurde, brauchen
deren Nachfolger, die ebenfalls schon in B, sind, nicht betrachtet zu werden,
da die kiirzeste Entfernung d,(v) geméf Lemma 3.40 korrekt berechnet wurde
und somit die Summe d4(v) + dist(v, u) + d.(u) fiir alle Knoten u € B, nicht
kleiner als ds(v) + d.(v) werden kann (analog bei der Suche von z in Rich-
tung s). Auch fiir diese Variante (sie nennt sich B.S*) gilt jedoch, dass eine
der beiden unidirektionalen A* Suchen schneller sein muss als die beidseitige
BS* Suche. Analog zum Beweis zu Satz 4.7 miissen (bzgl. Suchrichtung s
nach z) alle Knoten v mit dg(v) + eAdZ(v) < dist(s, z) in By (oder analog in
B,) aufgenommen worden sein, sodass auch hier die gleiche Aussage wie in
Satz 4.7 gilt.

Wird, wie in [Kwa89] vorgeschlagen, das Dy, auch aktualisiert, wenn ein
Knoten durch ein Update in R; N R, aufgenommen wurde, so konnen ge-
geniiber dem obigen Beweis maximal je ein Knoten weniger in B, und B,
aufgenommen werden, bevor die Abbruchbedingung erfiillt ist. Somit kann
gegeniiber der unidirektionalen Variante ein Gesamtvorteil von maximal ei-
nem Knoten entstehen. Der Mehraufwand, der durch ein vielfach haufigeres
Aktualisieren des Dy, entsteht (O(m) zusétzliche Tests nach decrease key (-)-
Aufrufen), lohnt sich demzufolge nicht.

4.3 Approximationen durch beidseitige
heuristische Suche

Bei der beidseitigen heuristischen Suche wird im Allgemeinen ein grofler Teil
des Graphen doppelt bearbeitet, um die meist schon friih gefundene Losung
als optimal beweisen zu konnen.

Wir betrachten nun, welche Giite Ndherungslosungen haben, wenn die beid-
seitige heuristische Suche abgebrochen wird, sobald der erste Knoten in bei-
de Baummengen aufgenommen wurde. Ein Abbruch, sobald ein Knoten in
beiden Randmengen aufgenommen wurde, fithrt offensichtlich zu beliebig
schlechten Resultaten.
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Satz 4.8 (Approximation kiirzester Wege durch bidirekt. Suche)
Werden in Algorithmus 4.1 die Knoten gemdfi Lemma 5.40 mit konsistenten
Schitzfunktionen edg.(-) < dg/:(-) < (1+¢€)-eds/.(-) aufgenommen, so gilt

€

veB;NB, = ds(v)+d.(v) < (1 + 5 ) - dist(s, 2)

+é

Beweis: Mit v € B, gilt nach Lemma 3.42, dass d,(v) + ed.(v) < dist(s, z)
und somit dg(v) + ﬁ - d,(v) < dist(s, z), analog gilt mit v € B,, dass

iz - ds(v) + do(v) < dist(s, 2). Somit folgt
() + @) - (14 ——) = (dy0) + da(0) - [ 255} < 2. dist(s, )
S 4 1 + c - S z 1 + € - Y
und damit direkt die Behauptung. a
w
s 2
v

¥(s,w) = y(w, ) = edy(w) = ed.(w) = }

Y(s,v) = (v, 2) = 7i

ed,(v) = ed, (v) = 51

2+¢

Abbildung 4.5: Worst-Case Beispiel zu Satz 4.8

Die Voraussetzung der Konsistenz ist notwendig, da sonst fiir die ausgewéhl-
ten Knoten D(-) = d(-) und damit auch die Giite der Approximation nicht
garantiert werden konnte.

Der Worst-Case lédsst sich relativ leicht erreichen: Der kiirzeste Weg von
s nach z in Abbildung 4.5 fiihrt {iber den Knoten w und hat die Lénge
v(swz) = 1. Die geschitzte Entfernung tiber den Knoten v betrigt
'y(sv)—i-e/(\iz(v) = y(2v)+ed(v), ebenfalls 1, sodass v vor w in B, und B, aufge-
nommen werden kann. Der approximierte Weg hat die Lénge
Y(svz) = 2 =14 55
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Bei der Anwendung in Straengraphen kann der Luftlinienabstand als Schétz-
funktion verwendet werden, ferner entspricht die Entfernung zwischen zwei
Kreuzungen meist (annéhernd) der Luftlinie. Ggf. kann man dies durch
Einfiigen von Knoten mit Grad 2 erreichen. Man vermutet zunéchst, dass fiir
solche eingeschrankten Graphen bessere Abschétzungen moglich sein miiss-
ten. Entgegen der Intuition gibt es aber selbst fiir solche euklidischen Gra-
phen Beispiele, bei denen der Worst-Case aus Satz 4.8 angenommen wird
(Abbildung 4.6).

Abbildung 4.6: Euklidischer Graph als Worst-Case Beispiel zu Satz 4.8

Mit einem Parameter ¢ > 0 seien die Kantenldngen und Schétzentfernungen
wie folgt gewahlt:

s.w) = 5w, 2) =
V(s,z) =(z,v) =7(v,y) =(y,2) = %

~ ~ 1
ed(s,v) =ed(v,z) = 21?
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Wir schreiben eAd(u7 v) fiir e/au(v) = e/av(u) = d®(u,v). Der kiirzeste Weg
von s nach z fiihrt iiber w und hat die Lénge dist(s, z) = (1 4+ ¢) (ebenso ist
ds(w) + ed(w, z) = d,(w) + ed(w, s) = dist(s, 2)). Es gilt weiter
dy(2) + ed(@, 2) < dy(2) + (2, v) + ed(v, 2)
= d,(v) + ed(v, 2)

(1+e)? 1+e¢
=2 +
22+¢) 2+¢
1+e¢ 1
=(1 :
(1+¢) <2+5+2—|—5>

= dist(s, 2)

Es konnen also die Knoten x und v vor w in By aufgenommen werden, ana-
log kénnen y und v vor w in B, aufgenommen werden. Die Approximation
ermittelt eine Weglénge von

A (1 ) (1 55)

was genau dem Worst-Case von Satz 4.8 entspricht.

Es bleibt fiir das Beispiel zu zeigen, dass auch fiir alle relevanten Knotenpaare
die Voraussetzung des Satzes 4.8 erfiillt ist. Es gilt

: . (+e)? (1+e)? (24 ~ B N
dlSt(S,U)—2-2(2+€)— e -(1+€-ed(s,v)>—(1+5)-ed(s,v)

analog dist(v, z) = (1+5)-e?1(v, z). Fiir das Paar (s, y) (und analog fiir (x, z))
gilt mit dem Kosinussatz und cos(m — (2a — ) = — cos(2a — 3)

ed(s, y)? = ed(s,v)* + ed(v,y)* + 2 - ed(s,v) - ed (v, y) - cos(2a — 3)
Fiir die Winkel o und 3 sind

1+ 3¢ 1 1
CoOS v = = c > —
COS O =
b 1+¢

Es gilt mit 1 > cosa > cos 3 > 0 und

2-(24+¢)*—4(1+¢)?
4(1+¢)?
2 —¢g? 1 1

= < < =
A S A tey = 1ae ®f

cos(2a) = 2(cosa)? — 1 =
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dass 0 < o < 3 < 2a (also auch 0 < 2a — # < ) und somit
1

cos(2a — ) > cos f = T
€

damit also

ed(s,y)? > (

1+5)2+ <(1+75)2)2+2' (1+e) (14?2 1

2+¢ 2(2 + ¢) 2+e) 22+¢e) 1+¢
A1+ + (1 +e)t +4(14¢)?
42+ ¢)?
- 414+ 1 +e)*+4(1+¢)?
- 42+¢)?
9(1 +¢)? 1

42+¢)2 (1+¢)?

B (1+e)2\> 1
B (3' 2(2+5)) (1+e)?
 dist(s, y)?

- (1+4¢)?
und somit ist die Bedingung (1 +¢) - e/(\i(s, y) > dist(s,y) erfiillt.*

Interessant sind solche Approximationen z. B. bei Straflengraphen. Dort kann
man aber nicht immer garantieren, dass sich die tatséchliche Entfernung und
die Schitzfunktion um hochstens einen kleinen Faktor (1 + &) unterscheiden
(z.B. bei Stadten links und rechts eines Flusses, die nicht direkt durch ei-
ne Briicke verbunden sind). Auch wenn sich die Schétzfunktion fiir manche
Knotenpaare beliebig stark von der tatsédchlichen Entfernung unterscheidet,
léisst sich mit der beidseitigen Suche eine gute Approximation erreichen.

Satz 4.9 (Approximation kiirzester Wege durch bidirek. Suche IT)
Werden in Algorithmus 4.1 die Knoten gemdfl Lemma 3.40 aufgenommen,
so gilt in euklidischen Graphen mit dem euklidischen Abstand als
(konsistenter) Schitzfunktion ed(-) fir das Knotenpaar (s,z) mit

dist(s, z) = (1 +¢) - ed(s, 2), dass

3

veB;NB, = ds(v)+d.(v) < <1 + ) - dist(s, 2)

1+e¢

4Die Abschitzung gilt auch fiir das Knotenpaar (x,y), da dist(z,y) = m .

éa(a:,y) < Colsﬂ . ga(a:,y) =1+e¢)- éa(x,y), da 0 < cosf < cosa < 1 und somit
[ > « fiir beliebige €. Um die Abschétzung auch noch fiir die verbleibenden Knotenpaare
zu erfiillen, kann man Kanten zwischen w und den drei Knoten x, v und y einfiigen. Diese

haben keinen Einfluss auf den kiirzesten Weg von s nach z.
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Beweis: Mit v € B, gilt nach Lemma 3.42, dass d,(v)+ed (v, z) < dist(s, z),
analog gilt mit v € B,, dass d,(v) + ed(v, s) < dist(s, z). Mit der Dreiecks-
ungleichung fiir euklidische Entfernungen folgt

dy(v) + d.(v) + ed(s, 2) < 2 - dist(s, 2)

und mit dist(s, z) = (1 +¢) - eAd(s, z) die Behauptung. O

Verwendet man z. B. in Stralengraphen den Luftlinienabstand als Schétz-
funktion, so gilt in weiten Teilen, dass der tatsichliche Weg hochstens 20%,
also é linger als die Luftlinie ist. Mit Satz 4.9 erhélt man eine Approxi-
mation, die maximal % = é iiber der tatséchlichen Entfernung liegt. Gilt
die 20% Abschéitzung fiir alle Knotenpaare, bei denen ein Knoten der Start-
oder Zielknoten ist, kann die Approximation mit Satz 4.8 sogar auf % = 1—11
genau garantiert werden. Empirisch diirfte im Mittel eine deutlich geringere
Abweichung zu erwarten sein.

4.4 Verbesserung der beidseitigen Suche
durch Potentialfunktionen

Wiéhrend die klassische beidseitige Suche mit der A*-Heuristik durch die
starke Durchdringung der berechneten Baummengen und den dadurch gro-
B8en Anteil doppelter Berechnungen keine Verbesserung bringt, werden wir
nun zeigen, wie wir {iber den Umweg der Potentialfunktionen einen Weg
finden, die A*-Heuristik auch beidseitig sinnvoll anzuwenden.

Zur Erinnerung: Ein Kiirzeste-Wege-Problem kann geltst werden, indem
die Kantengewichte des Graphen durch eine beliebige Potentialfunktion 7
verdandert werden, das Problem auf dem reduzierten Graphen G, gelost wird
und dann die kiirzesten Entfernungen iiber die Potentialfunktion wieder auf
den Graphen G iibertragen werden. Ebenso haben wir in Abschnitt 3.5 ge-
zeigt, dass der A*-Algorithmus mit Schéitzfunktion ed,(-) und der Dijkstra-
Algorithmus mit Potentialfunktion 7 (-) := —e/(\iz(-) aquivalent sind.

Die Idee ist also nun, die Kantengewichte durch eine Potentialfunktion 7, die
die Schatzfunktionen beider Richtungen ed.(-) und ed,(-) in angemessener
Weise beriicksichtigt, zu verdndern, um dann mit der beidseitigen Variante
nach Dijkstra den kiirzesten Weg von s nach z zu berechnen und iiber die
Potentialfunktion das Ergebnis wieder auf den Graphen G zu iibertragen.
Anschaulich verdndert die Potentialfunktion die Kantengewichte so, dass die
Entfernung zwischen s und z in G; abnimmt — im unidirektionalen Fall um
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den Wert e/az(s) — und so mittels des beidseitigen Dijkstra-Algorithmus der
kiirzeste Weg schneller gefunden wird als in G.

Die einzige Bedingung, die an die zu verwendene Potentialfunktion 7 zu stel-
len ist, ist die Konsistenz. Damit sind die Kantengewichte in G positiv und
der beidseitige Dijkstra-Algorithmus 16st in G, das SPSP-Problem effizient.
Wir geben drei Moglichkeiten fiir die Potentialfunktion 7 an.

In Abschnitt 3.5 wurde bereits 7 () = —eAdZ(~) behandelt. Aus der Konsistenz

von e/;iz(-), d. h. eAdZ(z) = 0 und ed,(u) < y(uv) +ed,(v), uwv € E folgt direkt
die Konsistenz von 7(-), da

~

Ya(uv) = m(w) + y(w) — w(v) = —ed, (u) + y(uv) + ed,(v) > 0

Obwohl die Schatzfunktion eAdS(-) unberiicksichtigt bleibt, lésst sich so in G
mit der einfachen beidseitigen Suche das SPSP-Problem lsen, der kiirzeste
Weg von s nach z im Originalgraphen hat die Lénge dist, (s, z) + ed.(s).

Die zweite Moglichkeit ist eine Verallgemeinerung des Ansatzes von lkeda et.
al. ([THI94]).

Lemma 4.10 Sind e/az() und e/as(-) konsistent, so ist die Potentialfunktion
() =a-eds() — (1 —a) - ed,(-) ebenfalls konsistent.

Beweis: Es gilt e/az(z) = 0 und éaz(u) < y(uv) + é(\jlz(v), ww € E und
edy(s) = 0 und ed,(v) < y(uv) + edy(u), uwv € E.5 Es gilt fir 0 < a <1

Yo (uv) = 7(u) + ’y(uv): 7(v) R R R
Y(uv) + - (eds(u) —eds(v)) — (1 — a) - (ed.(u) — ed.(v))
> y(uv) + a - (—=y(w)) — (1 — ) - y(uv)

0

Der kiirzeste Weg von s nach z im Originalgraphen G hat die Lénge
dist(s, z) = dist (s, 2) — o - (edy(s) — edy(2)) + (1 — ) - (ed,(s) — ed,(2))
= dist (s, 2) + o - edy(2) + (1 — @) - ed,(s)

O

°Da gc\ls(~) konsistent bzgl. des Graphen ist, in dem die Kanten umgekehrt orientiert
sind — in dem also die Kiirzeste-Wege-Suche riickwérts (SDSP zu z) durchgefiihrt wird —
sind die Rollen von w und v in der Konsistenzeigenschaft vertauscht.
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Ikeda et. al. ([IHI94]) benutzen o = %, prinzipiell kann o aber beliebig zwi-
schen 0 und 1 gewahlt werden. Diese Vorgehensweise interpretieren sie als
beidseitige heuristische Suche zwischen Start- und Zielknoten mit Schétz-
funktionen ed,(-) = —ed,(-) = 3(ed.(-) — edy(-)).

Eine dritte Moglichkeit geben Goldberg und Harrelson ([GHO4]) in einem
kiirzlich veroffentlichten Bericht an: Die Funktion 7(:) = &15(-) gibt eine
untere Schranke fiir die Entfernung vom Knoten s an und reduziert die Kan-
tengewichte in G; um z herum bzgl. der beidseitigen Suche sehr effektiv: die
Gewichte der Kanten aus der Richtung des Startknotens werden reduziert, die
der Kanten aus der entgegengesetzten Richtung werden vergréfert, die Ge-
wichte der tangential zur Gerade Startknoten-Zielknoten liegenden Kanten
bleiben ungefihr gleich, sodass bzgl. der beidseitigen Suche hauptsichlich
die Kanten, die wahrscheinlich auf dem kiirzesten Weg von s nach z lie-
gen, reduziert werden. In der Néhe von s werden alle ausgehenden Kanten
gleichermaflen verkiirzt, sodass hier eine andere Funktion verwendet werden
sollte. [GHO4] merken an, dass 7(-) = ed.(s) — ed,(-) ebenfalls eine untere
Schranke fiir die Entfernung vom Knoten s angibt, die zwar nicht unbedingt
sehr gut ist, jedoch in der Néhe des Knotens s die Kantengewichte in G,
bzgl. beidseitiger Suche zielgerichtet und damit besser reduziert als ed;(-).
Die Vorteile der beiden Potentialfunktionen versuchen sie mit Hilfe des fol-
genden Lemmas zu vereinigen.

Lemma 4.11 Sind die Potentialfunktionen m(-) und m5(-) konsistent, so ist
die Potentialfunktion 7(-) = max{m(-),m(-)} ebenfalls konsistent.

Beweis: Gilt fir wv € E, dass m(u) > mo(u) und m(v) > ma(v), so ist
7(+) konsistent, da m(-) konsistent ist, analog, falls mo(-) > m1(-). Ist nun
m(u) > ma(u), aber m (v) < ma(v), so gilt
Vr(uw) = w(u) +y(uww) — m(v)
= m1(u) + y(uv) — ma(v) > ma(u) + y(uv) — ma(v) >0
— analog, falls m;(u) < ma(u) und m(v) > ma(v). O
Die Potentialfunktion 7/(-) = ed,(s) — ed.(-) + ¢, ¢ € R ist konsistent, wenn
die Schétzfunktion ed,(-) konsistent ist, da dann
Yo (W) = 7' (u) + v (uv) — 7'(v)
= edu(s) — edu(u) + e+ y(uv) — edu(s) + ed(v) — ¢
= —ed.(u) + 7(uv) + ed.(v)
>0
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Somit ist die von [GHO04] verwendete Potentialfunktion
7(-) = max{ed,(+), ed.(s) — ed,(-) + ¢}, c€ R

nach Lemma 4.11 ebenfalls konsistent. [GH04] argumentieren nun, dass in
der Nahe von s der zweite Term dominiert, in der Nahe von z der erste,
sodass dort jeweils die Kantengewichte zielgerichtet reduziert werden sollen.
Mit einer problemabhéngigen Wahl der Konstante ¢ konne die Auswirkung
der beiden Potentialfunktionen gesteuert werden.

Dies ist leider im Allgemeinen nicht in der Intention von [GHO04] moglich:
Wird ¢ positiv gewahlt (die Autoren wéhlen einen konstanten Anteil von
e/as(z)), so ist fiir alle Knoten um s herum zu erwarten, dass éas(-) und
eAdZ(s) — &12() jeweils ungefihr null sind, sodass dort — wie beabsichtigt —
&iz(s) - &1,2(.) zum Einsatz kommt. In der Nihe von z ist ed, ungefihr null
und es wird e/as(z) ungefihr gleich éaz(s) sein, sodass auch hier — entgegen
der Absicht — eAdZ(s) — eAdz() benutzt wird. Die Argumentation trifft auch auf
den kiirzesten Weg von s nach z zu. Wahlt man die Konstante ¢ < 0, so ist
zu erwarten, dass in dem zur Suche relevanten Bereich ausschlieflich eAdS(-)
benutzt wird. Mit ¢ = 0 werden sich die beiden Potentialfunktionen entlang
des kiirzesten Weges kaum unterscheiden.

Bewertung

Da in G die beidseitige Suche nach Dijkstra durchgefiihrt wird, sind zwei
Kriterien zu beachten: Die Distanz von s und z in G, im Vergleich zu der in G
und inwieweit die Reduzierung der Kantengewichte zielgerichtet durchgefiihrt
wird.

Die Distanzen werden in G, bei den einzelnen Verfahren wie folgt reduziert:

e Verwendung nur einer Schétzfunktion: R

dist, (s, z) = dist(s, z) — ed,(s) bzw. dist,(s, z) = dist(s, z) — ed4(2)

e Lincarkombination beider S(iléitzfunktionen: R
dist, (s, z) = dist(s, z) — a-ed,(s) — (1 — a) - eds(2)

e Maximumbildung nach [GH04]: Wie oben beschrieben kommt im We-
sentlichen nur jeweils eine der Schétzfunktionen auf dem kiirzesten Weg
zum Einsatz, somit R

dist, (s, z) = dist(s, z) — &1,2(5) bzw. dist, (s, z) = dist(s, z) — eds(z)
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Somit gilt diesbzgl., dass die Verwendung nur einer Schétzfunktion die be-
ste Wahl ist. Man wéhle ed,(-) falls ed,(s) > ed,(z) und ed,(-) sonst. Falls
ed,(s) = ed,(z) ist auch die Linearkombination gleich gut fiir beliebiges
a, 0<a<l.

Bei Verwendung nur einer Schétzentfernung e/az() werden die Kantengewich-
te nahe des Startknotens in Richtung Zielknoten sehr effizient reduziert, in
entgegengesetzter Richtung werden die Kantengewichte in G, sogar gréfer. In
der Niahe des Zielknotens hingegen werden alle umliegenden Kantengewich-
te gleichermaflen reduziert, sodass der am Zielknoten beginnende Dijkstra-
Algorithmus in G nicht zielgerichtet zum Startknoten hin suchen wird. Wie
oben beschrieben trifft dies auch auf die Maximumbildung in der Methode
nach [GHO4] zu. Nur jenseits des Start- bzw. Zielknotens kommt dann die
,bessere” Potentialfunktion zum Zug.

Bei der Linearkombination wird der Vorteil der zielgerichteten Gewichtsre-
duzierung sowohl am Start- wie auch am Zielknoten ausgenutzt, dies jedoch
jeweils in abgeschwichter Form. Entlang des kiirzesten Weges verstérkt sich
die Reduzierung &hnlich wie bei Beriicksichtigung nur einer Schéatzfunktion.

Somit ist bei etwa gleich guten Schatzfunktionen e/az() und e/(\jls(-) ZU erwar-
ten, dass die Anzahl der betrachteten Knoten bei der beidseitigen Dijkstra-

Suche in G; mit der Wahl o = % am geringsten ist. Je besser die Schétz-
funktion ed,(-) gegeniiber ed(-) ist, umso stérker sollte sie durch geeignetes

« beriicksichtigt werden.

[GHO4] selbst haben in Experimenten festgestellt, dass ihre Methode der von
[IHI94] unterlegen ist, ohne dies jedoch erkléren zu koénnen.
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Kapitel 5

Bucketstrukturen in
Kiirzeste-Wege-Algorithmen

Die in den Kapiteln 3 und 4 vorgestellten Verfahren sind alle nur vergleichsba-
siert. Das heifft, dass aufgrund des Satzes 3.38 bei Verbesserungen der Lauf-
zeit entweder die Knoten nicht in aufsteigender Reihenfolge der Entfernungen
aufgenommen werden (miissen) oder der Algorithmus nicht ausschlieflich auf
Vergleichen basieren kann. Wir betrachten in diesem Abschnitt Algorithmen,
die mit beschrénkten Kantengewichten arbeiten. Fiir die Kantengewichte sei-
en dabei Vi, := min(y(E)) und Ypax := max(y(E)).

Fast alle Algorithmen, die auf Graphen mit beschrankten Kantengewichten
arbeiten, benutzen Bucket-Strukturen zur Verwaltung der Werte D(+). Jeder
Bucket wird dabei als doppelt-verkettete Liste verwaltet, sodass das Einfiigen
und Loschen in einem Bucket in konstanter Zeit moglich ist.

5.1 Dials Algorithmus

Der erste Kiirzeste-Wege-Algorithmus, der Buckets benutzt, geht auf [Dia69]
zuriick. Er implementiert lediglich die in Dijkstras Algorithmus (3.30 mit
Lemma 3.34) verwendeten Funktionen insert(:), decrease key(-) und
delete_min(-) unter Verwendung eines Bucketarrays A neu. Die Kantenge-
wichte v : E — Ny sind ganzzahlig und positiv, ein Knoten v mit D(v) = ¢
befindet sich dabei stets im Bucket A[i]. Die Prozeduren insert(-) und
decrease key(-) lassen sich so direkt in O(1) implementieren. Fiir das
delete_min(-) wird im Algorithmus in einer Variable [ (initialisiert mit [ := 0)
der gerade betrachtete Index im Bucketarray A gemerkt. Das
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delete_min(-) entnimmt — wenn moglich — Knoten aus A[l]. Ist der Bucket
A[l] leer, so wird [ := [ + 1 erhoht. Da in Dijkstras Algorithmus die Knoten
in aufsteigender Entfernung zum Startknoten aufgenommen werden (Lemma
3.35), folgt direkt, dass die Buckets A[i] mit ¢ < [ stets leer sind, sodass [ nie
verringert werden muss.

Satz 5.1 (Dials Implementierung) Dials Implementierung hat eine
Laufzeit von O(m 4+ 1+ Ymax)-

Beweis: Bevor alle Knoten in die Baummenge B aufgenommen wurden,
miissen alle Buckets vom Index 0 bis max(d(V)) betrachtet worden sein.
Der Aufwand fiir die delete_min(-)-Aufrufe betrégt somit O(n+max(d(V))).
Wie schon beim generischen Algorithmus (Satz 3.21) ist die Lénge jedes
doppelpunktfreien Weges und damit auch max(d(V)) durch (n — 1) - Ymax
beschréankt. Der Aufwand der insert(-)- und decrease key(-)-Aufrufe betrigt
zusammen O(m), womit die obige Gesamtlaufzeit bewiesen ist. O

Der grofte auftrende D(+)-Wert ist durch max(d(V')) +7max beschrinkt.! Auf-
grund folgender Eigenschaft des Dijkstra-Algorithmus reicht fiir das
Bucketarray A eine deutlich kleinere Grofle.

Lemma 5.2 (Intervalleigenschaft von D(-))  Fihrt man den Algorith-
mus 3.30 mit Lemma 3.3/ durch, so gilt max(D(R)) < min(D(R)) + Ymax-

Beweis: Aus der Invariante 3.29 und dem Korollar 3.36 folgt
max(D(R)) < max(d(B)) + Ymax < min(D(R)) + Ymax

O

Das Lemma 5.2 gilt offensichtlich nicht, wenn man die A*-Heuristik (Lemma
3.40) verwendet.

Korollar 5.3 In Dials Implementierung von Dijkstras Algorithmus kénnen
hichstens Ymax + 1 Buckets gleichzeitig nichtleer sein. Die Indizes sind daber
aus dem Intervall [min(D(R)) ... min(D(R)) 4+ Ymax]-

Es reicht demnach ein Bucketarray A0 ... Vmax] aus. Die Buckets mit grofie-
rem Index ¢ kénnen auf A[i mod (ymax + 1)] abgebildet werden.

IEin groBerer Wert ist aufgrund der Invariante 3.29 nicht moglich. Der Wert wird in
folgendem Beispiel auch angenommen: Sei v mit d(v) = max(d(V')) und seien v’ und v”
nur untereinander und mit v verbunden (y(vv’) = 0, Y(vv”) = Ymax, Y(V'V’) = 0), so

nimmt v” nach Auswahl von v € R den Wert D(v") = max(d(V')) 4+ Ymax an.
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5.2 Multilevel-Bucket-Varianten

[DF79] und [CGR96] geben Modifizierungen von Dials Algorithmus an, die
die Laufzeit und den Speicherbedarf deutlich senken.

Die Idee ist zunéchst, gegeniiber Dials Implementierung Platz zu sparen.
Wir verwenden statt Y. + 1 nur b Buckets fiir ein festes b < yyax + 1. Der
Algorithmus lduft in Phasen ab: In der i-ten Phase (beginnend mit ¢ = 1)
umspannt das Bucketarray das Intervall I; := [(i — 1) - b...i-b — 1]. Alle
Knoten v mit D(v) > i - b werden in einem gesonderten Uberlaufbucket ge-
speichert. Erreicht der Index | den Wert ¢ - b, so ist nach Lemma 3.35 das
gesamte Bucketarray leer und eine neue Phase ¢ + 1 mit dem Intervall 7,4
beginnt, indem die Knoten aus dem Uberlaufbucket auf die entsprechenden
Buckets in I, verteilt bzw. wieder in einen neuen Uberlaufbucket aufge-
nommen werden: Ein Knoten v mit D(v) < (i 4+ 1) - b kommt in den Bucket
AD(w) —i- b (= AD(v) mod b)), ist D(v) > (i 4+ 1) - b kommt v wieder
in den Uberlaufbucket. Aufgrund des Korollars 5.3 kann ein Knoten sich
in hochstens O(Ymax/b) Phasen im Uberlaufbucket befinden, bevor er zum
Baumknoten wird. Der Aufwand fiir die Verteilung auf die Buckets betréagt
somit O(n - Ymax/b). Der Gesamtaufwand betrégt trotz gesparten Platzauf-
wands weiterhin O(m + n - Ymax). Eine kleine Modifzierung erhalt nicht nur
den oben gesparten Platz, sondern verbessert auch deutlich die Laufzeit.

Satz 5.4 Dials Algorithmus lisst sich mit O(\/Vmax) Platz und Laufzeit
O(m+n - \/Ymax) implementieren.

Beweis: Das Intervall I; umfasst nun die Werte [min; ... min; +b — 1] mit
min; = 0. Erreicht der Index [ den Wert min; +b, so befinden sich die Kno-
ten aus R im Uberlaufbucket. Setze min,;, := min(D(R)) auf den kleinsten
D(-)-Wert im Uberlaufbucket und fithre den Algorithmus mit [ := min;
fort. Der Aufwand der Minimumbestimmung vergréfert nur den Faktor im
O(n - Ymax/b) fiir das Verteilen der Knoten aus den Uberlaufbuckets. Da
in jeder Phase mindestens ein Knoten zum Baumknoten wird, nimmt der
Index | nur O(n - b) Werte an. Die insert(-)- und decrease key(-)-Aufrufe
bendtigen zusammen O(m) Schritte. Der Gesamtaufwand betrégt damit
O(m 4 n - (b + Ymax/b)). Mit der Wahl b := |/Ymax] folgt die Behauptung.

O
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Der Worst-Case wird z.B. in dem Graphen G = ({vg,...,vp-1}, E,7) mit
E={viv; |0 <i<ntU{v_v; | c<i<n}, y(visv;) =¢,0<i<n
und ¥(vi_ev;) = € = Ymax, ¢ < @ < n erreicht. Bis auf vy, ..., v, ; sind alle
Knoten O(c) mal im Uberlaufbucket.?

Als Vorbereitung zur rekursiven Anwendung ist die Formulierung mit zwei
Bucketarrays hilfreich — die Laufzeit und der Platzverbrauch bleiben dabei
bzgl. O(-)-Notation unverdndert: Zu dem Parameter b (wir wéhlen spéter wie-
der b € O(y/Vmax)) sei Ag[0...b—1] ein Level-0-Bucketarray (jeder Bucket in
diesem Array umfasst ein Intervall der Breite #° = 1) und
A1[0...[n - Ymax/b]] ein Level-1-Bucketarray, in dem jedes A;[i] einem In-
tervall I; ;== [i - b...(i + 1) - b — 1] der Breite b' = b entspricht. Zu jedem
Zeitpunkt ist genau ein Level-1-Bucket A;[i] auf das Level-0-Bucketarray
Ap[0...b— 1] verfeinert — zu Beginn ist dies A;[0]. Die Buckets A;[/'], i' < i
sind jeweils bereits leer. In Ay[j] werden die Knoten mit D(:) = ¢ - b+ j
abgelegt.

Wir merken uns den Index i; des gerade verfeinerten Level-1-Buckets und den
Wert tg :=1; - b+ b — 1, der den grofiten Wert darstellt, der im Bucketarray
Ag[...] verwaltet wird. Wird der Wert eines Knotens v durch insert(-) oder
decrease_key(-) auf den Wert D(v) verringert, so wird v aus seinem Bucket
geldscht und neu eingefiigt: Ist D(v) > to, so wird v in den Level-1-Bucket
A;[D(v) div b] eingefiigt — wird D(-) als Zahl zur Basis b dargestellt, so ent-
spricht dies dem Abschneiden der letzten Stelle — wihlt man b als eine 2er-
Potenz, so lassen sich die Bucket-Indizes auf einer RAM durch eine einfache
Shift-Operationen berechnen. Ist D(v) < ty, so wird v in den Level-0-Bucket
Ap[D(v) mod b] eingefiigt.

Sind alle Knoten aus Agl...] entfernt, wird der néchste nichtleere Level-1-
Bucket gesucht und verfeinert. Jeder Knoten v aus diesem Level-1-Bucket
wird in Ap[D(v) mod b] eingefiigt.

Aufgrund des Korollars 5.3 konnen wir uns durch Modulobildung mit
[Vmax/0] + 1 auf ein Bucketarray A;[0. .. [Ymax/b]] beschranken.

Gegeniiber der Uberlaufbucketvariante spart man sich die Suche nach dem
Minimum min(D(R)) im Uberlaufbucket, muss dafiir aber ggf. einige
Level-1-Buckets auf Leerheit testen (Aufwand je O(1)), bevor der néchste
Level-1-Bucket auf Ag[...] verfeinert wird. Analog zur Uberlaufbucketvari-
ante konnen hochstens n Level-1-Buckets verfeinert werden, die Anzahl der

2Zum Erreichen des Worst-Case reicht es schon, wenn in jeder Phase nur ein Knoten
zum Baumknoten wird, sodass der Index [ in n — 1 Phasen je b Werte annimmt, z.B. in
einem zu einer Liste entarteten Graphen G = ({vo, ..., vn—1},{vi—1v; | 0 < i < n},7) mit
’7() = VYmax-
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Level-1-Buckets ist durch O(n - Yumax/b) beschrénkt. Der Speicherbedarf hat
sich gegeniiber der Uberlaufbucketvariante im Wesentlichen verdoppelt.

Die Verallgemeinerung auf k& Level findet sich in einigen Varianten ([DF79]
(dort noch mit schlechteren Laufzeitabschétzungen), [AMOT90], [CGR96],
[CGS99], [Gol04]), die sich hauptséchlich im Detail in der Verwaltung
der Bucketintervalle unterscheiden, Laufzeit und Speicherverbrauch
sind gleich. Durch die Verteilung auf mehrere Level - wir werden
O(10g Vmax/ 10g10g Ymax) Level benutzen — werden nochmals weniger Buckets
benstigt  (O((10g Ymax/ 108108 Ymax)?)). Die Funktionen insert(-) und
delete_min(+) sind so realisiert, dass ein Knoten jedes Mal, wenn er ange-
fasst wird, in ein tieferes Level rutscht und so pro Knoten nur ein Aufwand
von  O(log Vmax/ 10g10g Ymax) Schritten nétig ist. Der Aufwand der
delete_min(-)-Aufrufe kann ebenfalls tiber alle Knoten amortisiert werden.
Zusitzlich zu dem iiber die Knoten amortisierten Aufwand haben insert(-)
und decrease key(-) nur konstanten Aufwand und delete_min(-) den
Aufwand  O(10g Ymax/ 10g10g Ymax), sodass eine Gesamtlaufzeit von
O(m + n - 10g Ymax/ 10g10g Ymax) erreicht wird.

Der Ablauf des Algorithmus, also der Verlauf der Werte D(-) und die Reihen-
folge, in der die Knoten in B aufgenommen werden, ist auch hier vollstédndig
identisch zu dem des Dijkstra-Algorithmus, sodass die Korrektheit und Ter-
minierung direkt aus Satz 3.31 und Lemma 3.34 folgt. Der einzige Unterschied
besteht in der Verwaltung der Werte D(R) mittels der Multilevel-Bucket-
Struktur.

Wir versuchen hier, die Vorziige der einzelnen Darstellungen zu vereinen und
die in den Artikeln stark verkiirzt dargestellten Passagen auszufiihren.

Wird der Parameter b < Ymax + 1 gewithlt, so werden k Level, b¥ > vax + 1,
benétigt (wir setzen k = [log, (Ymax + 1)]). Auf jedem Level i, 0 < i < k
verwenden wir ein Bucketarray A;[0...b—1], wobei jeder Bucket ein Intervall
der Breite " umfasst und das Array A;[...] genau einen Bucket aus A;4]. . ]
verfeinert. Formal gibt es zusétzlich noch ein Top-Level-Bucket A[0...n],
das Buckets der Breite b* enthilt. Von diesen kénnen aufgrund des Korol-
lars 5.3 nur zwei gleichzeitig belegt sein, von denen zusétzlich einer in dem
Bucketarray Aj_1[...] verfeinert ist. Es reicht also ein Uberlaufbucket wie in
Satz 5.4.3

Die Verteilung der Knoten auf die Buckets der einzelnen Level beruht auf der
Zahldarstellung des zuletzt durch delete_min(-) gewdhlten Minimums D,;,.

3Zugunsten der einfacheren Darstellung wandert hier der Uberlaufbl}cket ebenfalls
durch ein Bucketarray Ag[0...b — 1] mit b Buckets. Bei einem expliziten Uberlaufbucket
wéren zusétzliche if-Abfragen notig, wenn Knoten auf Level k betrachtet werden.
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Ist Dipin 1= D 500 b - b zur Basis b dargestellt, Dy = boo - - - bpbg—1 - - - bibo,
so geben die Zahlen (by - - bpbyp_1 - - - biyobiy1) - b1 die jeweils kleinsten auf
dem Level 7 verwalteten Werte an.

Zu jedem Level i, 0 < ¢ < k merken wir uns die Gesamtanzahl der Kno-
ten n; auf dem Level ¢ (ohne die Knoten aus dem jeweils gerade verfeiner-
ten Bucket) und ¢;, 0 < i < k, das den groSten Wert représentiert, der
zum betreffenden Zeitpunkt im Bucketarray A;|...] verwaltet werden kann.
Es gllt tz = (boo s 'bkbk—l s 'bH_QbH_l) : biJrl + bi+1 —1 (dh, dass in tz die
Stellen b;,...,by jeweils den Wert b — 1 haben). Die Werte ¢; werden mit
t; := b"*' —1 initialisiert und spéter ausschliefilich wihrend der delete min(-)-
Operationen auf Basis des D,,;,-Wertes neu gesetzt. Es gilt zu Beginn offen-
sichtlich

to <ty < --- <tp_1. Diese Invariante wird stets aufrecht erhalten, da sich ¢;
und ¢;,_; hochstens in b, unterscheiden konnen und in ¢; diese Ziffer mit b —1
den grofftmoglichen Wert annimmt.

Jeder Knoten wandert im Laufe des Algorithmus durch die Level in abstei-
gender Reihenfolge der Indizes. Wird ein Knoten v mit D(v) durch insert(-)
eingefiigt, so wird durch Vergleich von D(v) mit den Werten ¢; das Level
mit kleinstem Index gefunden, fiir das D(v) < ¢;, und v dort eingefiigt. Zur
Vermeidung von zusétzlichen Indexvergleichen wird als ,, Wachter® der Wert
t_1 := —1 gesetzt.

1 i:=k; while D(v) <t;_y doi:=i—1 od;

2 j:=(D(v) div b") mod b;

3 Fiige v in den Bucket A;[j] ein; n; :=n; + 1

Man beachte: Ist der Bucket A;,1[b — 1] auf das Array A;[...] verfeinert, so
ist t;41 = t; und D(v) wird korrekt in A,[. . .] eingefiigt. Der Wert j entspricht
in der Darstellung des D(v) zur Basis b der Ziffer b; mit Wertigkeit b'.

Lemma 5.5 Ist Dy = boo - - bpbr_1 - - - b1bg, so sind fiir alle © die Buckets
A;[j], 0 < j < b; stets leer.

Beweis: Fiir alle Knoten v auf Level ¢ gilt

Duin < D(v) <t = (boo = brbr—1 -+ bigabipr) - 0T + 67 =1

Insbesondere unterscheiden sich die Werte D(-) auf Level i héchstens in den
Ziffern by, i’ < i, sodass die Ziffer mit Wertigkeit b’ nicht kleiner als die
entsprechende Ziffer von D, sein kann, da Dy, < D(-). O
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Ist i # 0, so ist auch A;[b;] leer. Wére ein Knoten v € A;[b;], so wiirden sich
Dmin und D(v) in der i-ten und hoherwertigeren Stellen nicht unterscheiden

und somit D(v) < ¢, im Widerspruch zu v € A;[-]. Die Knoten v mit
D(v) = Dpin befinden sich alle in Ag[by].

Das decrease_key(-) wird bis auf die Initialisierung des ¢ genau wie das
insert(-) durchgefiihrt: Galt zuvor D(v) € A;[j], so wird v aus Ay [j] geloscht
und dann wie bei insert(-) eingefiigt, wobei die Suche nach dem richtigen
Level mit dem Index ¢ := i’ begonnen wird. Da sich der D(v)-Wert durch
das decrease key(+) verringert, kann der Knoten v nicht in einen Bucket auf
héherem Level verschoben werden.

1 Entferne v aus dem Bucket Ay [j]; ny :==ny — 1;
2 i:=4; while D(v) <t;_; doi:=i—1od,;

3 j:=(D(v) div ") mod b;

4  Fiige v in den Bucket A;[j] ein; n; :=mn; + 1

Der Gesamtaufwand in den Prozeduren insert(-) und decrease key(+) ist somit
O(k) pro Knoten plus konstanten Aufwand je Aufruf (dies beinhaltet auch
den Aufwand, falls ein Knoten durch ein decrease key(+) auf demselben Level
bleibt), insgesamt also O(n - k + m) Schritte.

Wird b als 2er-Potenz gewihlt, so lassen sich die Modulo- und Divisionsopera-
tionen auf einer RAM effizient durch Bit-Maskierung und Shift-Operationen
durch je eine AC%-Operation in O(1) durchfiihren, insbesondere sind beliebige
Shifts in konstanter Zeit moglich. Die nétigen Bitmasken kénnen vorab leicht
in O(k) tabelliert werden und erhohen nicht den asymptotischen Aufwand.

Es bleibt der Aufwand fiir die delete_min(-)-Aufrufe: Es wird tiber die Anzahl
n; der Knoten pro Level zundchst das niedrigste nichtleere Level i in O(k)
bestimmt. Innerhalb des Levels ¢ suchen wir in O(b) den ersten nichtleeren
Bucket j. Aufgrund des Lemmas 5.5 kann die Suche mit j := b; + 1 (bzw.
j = b; fiir i = 0) begonnen werden, wobei b; der i-ten Stelle des D, ent-
spricht. War ¢ = 0, so haben wegen der ganzzahligen Kantengewichte alle
Knoten des Buckets Ag[j] denselben Wert und wir kénnen einen beliebigen
dieser Knoten als Ergebnis des delete_min(+) zuriickgeben, die ¢; bleiben alle
unverdndert. Ansonsten bestimmt das Element mit dem kleinsten Wert D(v)
wie oben beschrieben die neuen Werte ¢, fiir ¢/ < i. Da sich v auf Level ¢
befindet, unterscheidet sich das bisherige Dy,;, von D(v) nicht in den Stellen
mit Wertigkeit gréfier b?, sodass die Werte ¢, ¢ > i unveréindert bleiben.
Die Knoten des Buckets A;[j] werden dann analog zum decrease key(-) ver-
schoben.
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1 ¢:=0; whilen;, =0doi:=i+1 od;

2 if i =0 then

2a.1 j:= Dy, mod b; while Ag[j] =0 do j:=j+1 od;

2a.2 wihle u € Ag[j]; Dmin := D(u);

2a.3 Entferne u aus dem Bucket Agy[j]; no :==ng — 1

2 else

2b.1  j := ((Dpin div b") mod b) + 1; while A;[j] =0 do j :=j + 1 od;
2b.2  Dyyin := min(4;[j]); wahle u € A;[j] mit D(u) := Dpin;

2b.3  Entferne u aus dem Bucket A;[j]; n; :==n; — 1;

2b.4 for i’ :=0toi—1do ty := (Dpyy, div 6" 1) - "+ + 57+ — 1 od;
2b.5 for all v € A;[j] do

2b.5.1 Entferne v aus dem Bucket A;[j]; n; :=n; — 1;

2b.5.2 ¢ :=i—1; while D(v) <ty do? : =4 —1 od,;

2b.5.3 j':= (D(v) div b") mod b;

2b.5.4 Fiige v in den Bucket Ay [j'] ein; ny :=ny + 1

2b.5 od

2 fi

3 return u

Ist das neue Dy = boo -+ - brbp_1 - - - bibg, so gilt fiir alle Knoten v aus dem
zu verfeinernden Bucket A;[j] (falls i # 0)

Duin < D(v) <tiq = (boo -+ bgbp_1 -+ - biy1by) - b + 0" — 1

(fiir alle D(v) ist b; = j), sodass jedesmal, wenn ein Knoten in einem
delete_min(-)-Aufruf betrachtet wird, dieser auf ein echt kleineres Level ver-
teilt wird — mindestens von Level ¢ auf Level ¢ — 1. Der notige Aufwand
pro Knoten ist daher O(k), die Schritte der Minimumsuche in Schritt 2b.2
amortisieren sich gleichermafien zu O(k) pro Knoten. Der Aufwand fiir alle
delete_min(+)-Aufrufe ist damit O(n(k + b)) Schritte.

Satz 5.6 (Multilevel-Bucket-Algorithmus) Mit der Multilevel-Bucket-
Struktur lisst sich Dijkstras Algorithmus mit O((10g Vmax/ 10g10g Ymax)?)
Platz und O(m + n - 10g Ymax/ 108108 Ymax) Laufzeit implementieren.

Beweis: Der Platzaufwand betragt O(k - b), die Laufzeit betréigt
O(m + n(k +b)). Mit der Wahl b := [10og Vmax/ 108 10g Ymax | ist

ke G(IOgb %nax) = ®(log ’Vmax/ 1Og b)
= O(10g Ymax/ (108 10g Ymax — l0g10g 10g Ymax)) = O(b)

wodurch sich die behaupteten Schranken ergeben. O
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Ist 10g Ymax/ 10g10g Ymax € w(n), so ist die Initialisierung der Bucketarrays
in der angegebenen Laufzeit nicht mehr méglich. Man kann sich nun ent-
weder darauf beschrdnken, nur die bendétigten Indizes mit Universal Ha-
shing zu verwalten ([CWT79],[DHKP97]), sinnvoller (und einfacher) ist es
jedoch, in diesem Fall den Dijkstra-Algorithmus zu verwenden. Bei
10g Ymax/ 108108 Ymax € w(n) ist selbst die einfache Listenimplementierung
des Dijkstra-Algorithmus mit O(n?) schneller als die Multilevel-Bucket-Vari-
ante nach Satz 5.6.

Es folgt nun noch ein kurzer Vergleich zwischen den Varianten in der Dar-
stellung: In [DF79] ist im Wesentlichen nur die Idee der Multilevel-Bucket-
Struktur formuliert. Die Darstellung ist dort noch umsténdlich, unklar und
sehr verkiirzt, ebenso sind die Laufzeitabschétzungen noch schlechter.

[AMOT90] baut nicht auf der Zahldarstellung zur Basis b auf, verwendet
aber ebenfalls Buckets der Breite b* auf Level i. Genauer gesagt wird dort
ein Bucketarray verwendet, in dem der i-te Bucket die Breite b° hat und
dieser in b Segmente unterteilt ist. [AMOT90] nennen dies einen Two-Level-
Radiz-Heap. Der Bucket A;[j] in obiger Darstellung entspricht im Two-Level-
Radix-Heap dem j-ten Segment im i-ten Bucket. Im delete_min(-) wird dann
stets ein Segment auf Buckets mit niedrigerem Index verteilt. Die Verwaltung
der Bucket- und Segmentgrenzen ist aufwendiger, die Bucket- und Segment-
grofen verdndern sich dynamisch und es ist mehr Beweistechnik nétig, um zu
zeigen, dass sich Segmente stets vollstdndig auf Buckets mit kleinerem Index
verteilen, sodass die Laufzeit aus Satz 5.6 erreicht wird.

In [CGRI6], [CGS99] und [Gol04], die ausschlielich auf der Zahldarstellung
zur Basis b aufbauen, wird hingegen der Ablauf des Algorithmus mit dem

Wandern der Knoten durch die Level bei Weitem nicht so deutlich wie in
[AMOT90].

5.3 Die Verbesserung nach [AMOT90] durch
Verwaltung der Bucketindizes in einem
Fibonacci-Heap

Allein die Suche nach dem Bucket, der den kleinsten D(-)-Wert enthélt, domi-
niert (bis auf das O(m), das aber unvermeidbar ist, da jede Kante wenigstens
einmal betrachtet werden muss) die Laufzeit beim Multilevel-Bucket-Ansatz
(Satz 5.6). Alle anderen Operationen tragen nur zur einer Vergrofierung der
Konstante im O(-) bei. [AMOT90] schlagen vor, statt nach diesem Bucket
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Breite: jel jek je k2

Buckets
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k k2 k3

Abbildung 5.1: Vergleich der Multilevel-Bucket-Struktur ([DF79], [CGR96],
[CGS99], [Gol04]) mit dem Two-Level-Radix-Heap ([AMOT90])

explizit zu suchen, mit einer angepassten Variante der Fibonacci-Heaps die
Indizes der Buckets zu verwalten, in denen sich die Knoten der Menge R
befinden. Die Indizes lassen sich als Paare von Level [ und Index i auf
dem Level [ beschreiben, wobei (I,i) < (I',i") gilt, wenn [ < [’ ist oder
[ = 1" und ¢ < i'. Die angepasste Variante der Fibonacci-Heaps hat wie
normale Fibonacci-Heaps fiir die insert(-)- und decrease key/(-)-Operationen
einen amortisierten Aufwand O(1). Indizes, die mehrfach vorkommen, wer-
den nur durch einen Représentanten im Heap gespeichert, sodass sich zu
jedem Zeitpunkt nur so viele Elemente in dem Fibonacci-Heap befinden,
wie es verschiedene Indizes der Knoten in R gibt. Diese Zahl ist durch
O(min{n, k - b}) beschriankt. Der amortisierte Aufwand der delete_min(-)-
Operation betriagt O(log(min{n,k - b})). Jedes insert(-) und decrease key(-)
im Multilevel-Bucket benétigt auch ein insert(-) bzw. decrease key(+) fiir die
entsprechenden Indizes im Fibonacci-Heap. Das delete_min(-) im Multilevel-
Bucket zieht neben einem delete_min(-) im Fibonacci-Heap, um den ersten
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nichtleeren Bucket zu finden, fiir jeden Knoten ein insert(-) nach sich: Da die
Knoten des Buckets verteilt werden, miissen diese mit neuem Index wieder in
den Fibonacci-Heap eingefiigt werden; ggf. werden sie nur in die Menge der
Knoten aufgenommen, die bereits durch einen Knoten mit gleichem Level-
Index-Paar im Fibonacci-Heap repréisentiert wird. D.h., dass durch die n
delete_min(+)-Aufrufe im Multilevel-Bucket bis zu n -k Aufrufe im Fibonacci-
Heap mit je O(1) Aufwand notig werden. Der amortisierte Aufwand der so
modifizierten Datenstruktur ist je O(1) fiir insert(+)- und decrease key(-) und
O(log(min{n, k- b}) + k) C O(k +logb) fiir das delete_min(-). Die Anderung
bewirkt also eine Verringerung des amortisierten Aufwandes des delete_min(-)
im Multilevel-Bucket von O(k + b) auf O(k + logb). Die im O(-) versteckte
Konstante ist jedoch deutlich grofier.

Satz 5.7 Mit der Multilevel-Bucket-Struktur erweitert nach [AMOTI0]
lasst sich Dijkstras Algorithmus mit O(m + n - \/10g Ymax) Laufzeit imple-
mentieren.

Beweis: Die Laufzeit betragt O(m + n(k + logb)) Schritte. Mit
b := 2[VIegrmax] henstigen wir

k= [logy(Ymax + 1)1 € O((10g Yimax) / (log 2V°8 7)) = O(1/10g Yinax)

Level. Da logh €  O(v/10gVmax) konnen wir die Laufzeit von
O(m + n - \/10g Ymax) Schritten garantieren. O

Ist k-0 € Q(n), so kann man statt der angepassten Variante auch die mit
weniger Aufwand verbundenen normalen Fibonacci-Heaps zur Verwaltung
der Indizes benutzen. Dies fiihrt zu einer etwas kleineren Konstante im O(+)
der Laufzeit. Es ergibt sich jedoch wie oben ein Initialisierungsproblem: Der
Platzbedarf O(k - b) ist mit der obigen Wahl der Parameter grofler als in
Satz 5.6. Ist b € w(n), so ist auch hier die Initialisierung der Bucketarrays
nicht mehr in der angegebenen Laufzeit moglich, sodass wie oben Hashing
oder andere Techniken zur Verwaltung der tatséchlich verwendeten Buckets
benutzt werden miissten. Ist mit der obigen Wahl b := 2[VIesmaxl ¢ ((n),
so gilt aber auch logn € o(v/10gVmax), sodass in diesem Fall
O(m +n-logn) C O(m + n - V/10g Ymax) gilt und der Dijkstra-Algorithmus
mit Fibonacci-Heaps verwendet werden kann, um die Laufzeit aus Satz 5.7
garantieren zu kénnen.

Wir geben hier noch eine Alternative zu der Fibonacci-Heap-Variante, um die
Laufzeit aus Satz 5.7 zu erreichen. Ausgangspunkt ist der Multilevel-Bucket-
Algorithmus aus Satz 5.6 mit der Wahl von b und k£ wie im Satz 5.7. Wir

97



speichern zu jedem Bucketarray eine Zahl, deren Bits angeben, ob der ent-
sprechende Bucket belegt ist oder nicht. Beim Einfiigen des ersten Elements
in einen Bucket und Loéschen des letzten Elements muss dieses Bit gesetzt
bzw. geloscht werden, was z.B. durch Addition bzw. Subtraktion der ent-
sprechenden 2er-Potenz in O(1) durchgefithrt werden kann. Im RAM-Modell
kann der Wert auch einfach durch entsprechende Bitmasken und logische
Operatoren gesetzt bzw. geloscht werden. Sind innerhalb eines Bucketarrays
den Buckets die Bits in absteigender Wertigkeit zugeordnet (der letzte Bucket
habe Wertigkeit 2°, der vorletzte 2! usw.), so liisst sich mittels binérer Su-
che leicht der Index des ersten nichtleeren Buckets in diesem Bucketarray
bestimmen. Hat der erste nichtleere Bucket in dem Bitarray die Wertigkeit
2, so ist keines der hoherwertigen Bits gesetzt und die zum Bucketarray ge-
speicherte Zahl liegt zwischen 2! und 2/*! — 1, sodass binéire Suche benutzt
werden kann (zunéchst wird mit 2%/? verglichen, danach mit 2°/4 bzw. 23/4
usw.). Das erste nichtleere Bucketarray lédsst sich in O(k) Schritten durch
Betrachten der fiir die Bucketarrays A;[...] gespeicherten Zahlen n; bestim-
men. Ist dieses gefunden, so findet man in O(logb) den gesuchten Bucket.
Der amortisierte Aufwand des delete min(-) ist somit wie oben O(k + logb),
wodurch die Gesamtlaufzeit O(m + n - \/10g Ymax) garantiert wird.

Dieser Ansatz entspricht dem normalen RAM-Modell jedoch nur, wenn
b € O(logn + 10og Ymax) ist, mehr Bits stehen pro Speicherplatz nicht zur
Verfiigung. Fiir die Praxis sind die Werte aber noch klein genug, um ge-
geniiber der modifizierten Fibonacci-Heap-Variante Vorteile zu bringen. Bei
Ymax = 204—1 sind z.B. nur 256 Bits fiir jedes der 8 Bucketarrays zu speichern.

5.4 Das Kaliberlemma und die Algorithmen
von Dinitz und Goldberg

Die oben dargestellten Varianten nehmen - da nur die insert(-)-,
decrease_key(+)- und delete_min(-)-Operationen neu implementiert wurden —
als Implementierungsvariante des Dijkstra-Algorithmus weiterhin die Knoten
in aufsteigender Reihenfolge der Entfernung zum Startknoten in die Menge
B auf.

Aufbauend auf [Din78] und [Tho99] gibt [Gol04] ein weiteres Verbesserungs-
potential mit folgendem Lemma an, das fiir Knoten mit D(-) > min(D(R))
eine in O(1) tiberpriifbare hinreichende Bedingung fiir D(:) = d(+) zur Verfii-
gung stellt.
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Lemma 5.8 (Kaliberlemma) Seien Dy, eine untere Schranke  fiir
min(D(R)) und Yv € V i Ymin(v) := min{y(uwv) | wv € E} die jeweils klein-
sten Kantengewichte der in v mindenen Kanten. Ist D(v) < Dyin + Ymin(V),
so ist D(v) = d(v).

Beweis: D(v) kann sich nur durch ein decrease key(-) verringern, es miisste
also ein Knoten u € R existieren mit D(u) 4+ v(uv) < D(v). Mit

D(v) < Dinin + Yunin(v) < D(u) +(u0)

kann solch eine verkiirzende Kante uv aber nicht mehr existieren und D(v)
gibt bereits den korrekten Wert d(v) an. O

Die Aussage ldsst sich noch etwas stérker formulieren, indem man nur die
noch nicht betrachteten Eingangskanten zur Berechnung von
Ymin (V) = min{y(uwv) | uv € E, u € R} heranzieht. Dadurch wéren die
Ymin(v) jedoch vom Stand der Kiirzeste-Wege-Berechnung abhéngig und
kénnten nicht vorab in O(n + m) berechnet werden. Der zusétzliche Auf-
wand in der Anwendung wére grofler als der zu erwartende Zeitgewinn.

Kombiniert man den Multilevel-Bucket-Ansatz mit dem Kaliberlemma, so
zeigt [Gol04], dass mit der Wahl von b = 2 (oder jeder anderen Konstante),
bei gleichverteilten Kantengewichten mit hoher Wahrscheinlichkeit lineare
Laufzeit erreicht wird. Auch der Erwartungswert fiir die Laufzeit ist linear.
In Experimenten mit sehr verschiedenen Graphenklassen vergleicht [Gol04]
die Laufzeit mit der einfachen Breitensuche (Laufzeit ©(n + m)) auf den zu-
gehorigen ungewichteten Graphen. Bei fast allen untersuchten Graphen ist
die Laufzeit nur um einen Faktor von 1.5 bis 1.8 langsamer als die Breiten-
suche (unabhingig von der Knotenanzahl, die in den Experimenten bis zu 2
Millionen betrug). Bei keinem Graphen war der Faktor grofier als 2.8, sodass
fiir praktisch relevante Verbesserungen kaum noch Raum ist.

Der Mutlilevel-Bucket-Ansatz mit b = 2 lasst sich etwas einfacher darstellen,
da hier auf jedem Level einer der je zwei Buckets verfeinert ist, somit also
letztendlich nur k£ Buckets unterschiedlicher Breite benutzt werden — statt
eines Bucketarrays auf Level ¢ wird nur noch ein einzelner Bucket fiir dieses
Level bendtigt. Nur auf dem Level 0 werden beide Buckets des Arrays Ayl. . .|
benotigt — der Bucket Ap[1] wird zum Bucket mit Index 0. Statt des Buckets
Ap[0] verwalten wir eine Menge Next, die Knoten mit D(-) = d(-) enthélt.?

‘Es entsteht eine Datenstruktur #hnlich wie in [AMOT90] — dort One-Level-Radiz-
Heap genannt. Dieses ist ein Bucketarray, bei dem die Buckets mit Index 0 und 1 jeweils
Breite 1 haben, Buckets mit Index i haben Breite 2°~!. Die Knoten wandern im Laufe
des Algorithmus hier durch das Bucketarray, wobei sich Knoten nach einem delete_min(-)
stets auf Buckets mit echt kleinerem Index verteilen.
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Solange Next nicht leer ist, entnimmt das delete_min(-) dieser Menge einen
Knoten, nur sonst wird auf der Multilevel-Bucket-Struktur gearbeitet. Eben-
so wie oben werden die Zahlen n; und ¢; verwaltet. Innerhalb eines Levels gibt
es nun aber nur noch einen Bucket, sodass sdmtliche Modulo-Berechnungen
entfallen kénnen. Das D, gibt den Wert des zuletzt aus dem Multilevel-
Bucket entnommenen Knotens an und ist damit eine untere Schranke fiir
min(D(R)) — die aus der Menge Next entnommenen Knoten konnen grofiere
Werte D(-) haben.

Das Kaliberlemma kann nun dazu benutzt werden, bei einer insert(-)— oder
decrease_key(-)-Operation oder beim Neuverteilen der Knoten nach einer
delete_min(-)-Operation jeweils zu entscheiden, ob fiir den Knoten bereits
D(-) = d(-) garantiert werden kann — wenn ja, wird dieser in die Menge Next
aufgenommen, sonst im Multilevel-Bucket neu eingefiigt.

Aufgrund des Kaliberlemmas bleiben die niedrigen Level des Multilevel-
Buckets frei — dies gilt unabhéngig von der Wahl des Parameters b.

Lemma 5.9 Die Level i mit i < [log, Ymin| des Mutlilevel-Buckets sind stets
leer.

Beweis: Angenommen, ein Knoten v wiirde in das Level ¢ < |log, Ymin| — 1
eingefiigt, so ist

D(v) < (Dyin div 671 - 57+ 4 b+ 1 < Dy + b
(vgl. Lemma 5.5), dann gilt mit ¢ < |log;, Ymin] — 1 aber auch

D(U) S Dmin + bUOgb Yinin] S Dmin + “Ymin < Dmin + 7min(v)
und nach Lemma 5.8 ist D(v) = d(v). Der Algorithmus wiirde v in Nexzt statt
im Multilevel-Bucket einfiigen. a

D.h., jeder Knoten wandert nur noch durch O(logVmax — 10g Ymin)) Level.
Somit sinkt auch der amortisierte Aufwand fiir die delete_min(-)-Operation.

Satz 5.10 Mit der Multilevel-Bucket-Struktur und dem Kaliberlemma ldsst
sich  Dijkstras  Algorithmus mit  O((10g(Vmax/Ymin)/ 10€ 108 (Vmax/Ymin))?)
Platz und O(m + n - 10g(Vmax/Ymin)/ 108 10g(Ymax/Ymin)) Laufzeit implemen-
tieren.

Beweis: Nach Lemma 5.9 werden nur
k/ S @<k - logb Vmin) = @<logb(fymax/7min>>
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Level benutzt. Dadurch reduziert sich der Platzaufwand gegeniiber Satz 5.6
auf O(K'-b), die Laufzeit betragt O(m+n(k'+0b)). Sei Yatio := Ymax/Ymin: Mit
der Wahl b := [log(7ratio)/ 10g log(ratio) | ist analog zum Beweis des Satzes
5.6

k/ € 6<logb 7rati0) = ®<10g f)/ratio/(log lOg Vratio — lOg lOg lOg 7ratio)) = @(b)

wodurch sich die behaupteten Schranken ergeben. O

Bei der Implementierung ist bzgl. des Lemmas 5.9 zu beachten, dass die
Indizes der Level nicht bei 0, sondern bei |log; Ymin] beginnen.

Korollar 5.11 Fiir b = 2 ist k' = 10g(Vmax/Vmin) und es ergibt sich eine
Laufzeit von O(m~+n10g(Vmax/Ymin)) b€t O(10g(Vmax/Ymin)) bendtigtem Platz.

Im Mittel erreicht man mit der Wahl b = 2 lineare Laufzeit. Dazu ist es
jedoch nétig, im delete_min(-) das kleinste nichtleere Level in konstanter Zeit
zu bestimmen. Dazu wird zu jedem der &' := O(10g Ymax/7min) Level ein Bit
gespeichert, das angibt, ob n; = 0 ist. Da dieses nur logarithmisch viele Bits
sind, lassen sich diese in einer Speicherzelle kodieren. Es gilt ([AMT99)]):

k
Vi < k : i ist das hochstwertige gesetzte Bit < (n; # 0) A ( /\ (nj = 0))

j=it+1

D.h., dass sich das hochstwertige Bit mit Hilfe einer AC°-Operation (mit
2 Schichten) bestimmen lédsst: Die erste Schicht gibt fiir jedes i abhéngig
von obiger Formel entweder 0 oder ¢ aus, wobei bis auf ein i alle Ausga-
ben 0 sind. In der zweiten Schicht werden die Bits der einzelnen Ausgaben
durch ein logisches Oder verbunden, sodass genau das gesuchte ¢ als Ergeb-
nis herauskommt. Da fiir die Praxis diese AC’-Operation auf einem normalen
Rechner nicht zur Verfiigung steht, schligt [Tho00] vor, alternativ die Zahl
in eine Fliefkommazahl zu wandeln und dann den Exponenten als Ergebnis
zuriickzugeben — diese Umwandlungen sind ebenfalls AC°-Operationen und
stehen auf heutigen Rechnern in der Regel zur Verfiigung. Nach [Tho00] war
in Experimenten diese Methode deutlich schneller, als mittels biné&rer Suche
das hochstwertige Bit zu bestimmen.

Somit benotigen die Operationen insert(-), decrease key(-) und delete_min(-)
mit der Wahl b = 2 (oder einer anderen Konstanten) neben dem tiber die
Knoten amortisierten Aufwand nur je O(1) Schritte.

Fiir jeden Knoten ist iiber den Wert v, (v) die Anzahl der Level bestimmt,
durch die der Knoten v héchstens wandern muss, bevor er in die Menge Next
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aufgenommen wird. Wir werden nun zeigen, dass der Erwartungswert dieser
Anzahlen summiert {iber alle Knoten durch O(m) beschrankt ist, sodass der
Multilevel-Bucket-Algorithmus unter Ausnutzung des Kaliberlemmas mit der
Wahl b = 2 im Mittel nur O(n + m) Schritte benotigt.

Das Kaliber ypin(v) := min{y(uv) | uv € E} eines Knotens v bestimmt
die Anzahl der Level, durch die dieser Knoten hochstens wandern muss:
Diese Anzahl betréigt nach Lemma 5.8 und 5.9 k& — [log Ymin(v)]. D.h., ist
2071 < v (v) < 27 so wandert der Knoten v durch hichstens k — i + 1 Le-
vel.? Ist k := [log (Ymax+1)], so ist 2* die kleinste 2er-Potenz, die echt gréfier
als Ymax ist, und es ist 271 < ... Sind die Kantengewichte gleichverteilt in
dem Intervall [1, ..., Ymax], S0 ist die Wahrscheinlichkeit, dass fiir eine Kante
uv das Gewicht 2071 < v (uv) < 2° betriigt

Pr[2i—1 S ,y(uv) < 21] S Qi_l/’)/max S 2i—1/2k—1 — Qi—k

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Knoten (aufgrund der einen eingehenden
Kante uv) potentiell durch j := k — i + 1 Level wandert, ist also wegen
i —k = 1 — j durch 2'77 beschrinkt. Der Erwartungswert fiir die Anzahl
der benutzten Level aufgrund der Kante uv fiir den Knoten v betrédgt somit

hochstens
k [e'S) 0o 0o

Zj.glfj SQ.ZJ’.Q*J'SQ.ZZQ*]'ZZL

=1 j=1 =1 j'=j
Hat v mehrere eingehende Kanten, so muss von diesen das minimale Kan-
tengewicht bzw. die maximale Anzahl der durch diese Kante mit minimalem
Gewicht implizierten zu durchwandernden Level betrachtet werden. Das Ma-
ximum der Werte ist jedoch kleiner als die Summe, und der Erwartungswert
der Summe ist gleich der Summe der Erwartungswerte. Somit sind fiir alle
Knoten zusammen hochstens 4m zu durchwandernde Level zu erwarten. Der
Gesamtaufwand im Mittel ist damit linear. [Gol04] zeigt weiter, dass unter
der Voraussetzung, dass die Kantengewichte voneinander unabhéingig sind,
die Linearzeit auch mit groler Wahrscheinlichkeit erreicht wird.

Neben diesem Average-Case-Linearzeit-Algorithmus gibt es noch weitere: Der
chronologisch erste stammt von Meyer ([Mey01]), der Worst-Case betrigt
bei diesem Verfahren jedoch O(nmlogn). Eine spétere, verbesserte Variante
([Mey03]) benotigt O(nm) und erreicht im Mittel ebenfalls Linearzeit. Kiirz-
lich wurde von Hagerup ([Hag04]) noch eine weitere Variante vorgestellt,

SAndert sich der Wert D(v) zB. durch ein decrease key(-) auf einen Wert
D(v) < Dmin + Ymin(v), so wird v direkt in die Menge Next eingefiigt, ohne die Level
bis |log, Ymin(v)] zu durchlaufen — daher kann die Anzahl der durchlaufenen Level auch
kleiner sein.
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die im Worst-Case O(m + nlogn) Schritte benétigt (unter Verwendung von
Fibonacci-Heaps). Nach Hagerups Darstellung sind die verwendeten Daten-
strukturen einfacher, was aber nach unserer Einschiitzung nicht zutrifft.® Fiir
die Praxis ist der Algorithmus von [Gol04] sicherlich die bessere Wahl, da die
Konstante im O(-) der Laufzeit deutlich geringer ist. Beide Algorithmen be-
nutzen AC%-Operationen, um iiber die hochstwertigen Bits eines Bitvektors
schnell den néchsten zu bearbeitenden Knoten zu finden, sodass auch dies
keinen praktischen Vorteil fiir die eine oder andere Variante auf heutigen
Rechnern bringt.

Das Kaliberlemma ist implizit bereits im schon 1978 vorgestellten Lemma von
[Din78] enthalten, welches man zur Auswahl eines Knotens v mit D(v) = d(v)
im Algorithmus 3.30 benutzen kann. Dabei werden auch hier die Knoten nicht
mehr unbedingt in streng monoton wachsender Entfernung zum Startknoten
besucht — ein dhnliches Lemma ist auch in [DF79] beschrieben.

Statt wie bei Dials Algorithmus (Abschnitt 5.1) jeden Knoten mit Wert
D(-) = ¢ im Bucket A[i] abzulegen, verwendet Dinitz Intervalle der Breite
Ymin und legt die Knoten in den Bucket A[|D(v)/Ymin]]- Das Kaliberlemma
5.8 liefert einen einfachen Beweis, dass die so analog zu Dials Algorithmus
aus dem ersten nichtleeren Bucket entnommenen Knoten korrekte Schitzent-
fernungen haben.

Lemma 5.12 (D(v) = d(v) nach Dinitz) Set v € V — B mit
[D(0)/Ymin| = minyey—p{[D(")/Ymin]}, s0 gilt D(v) = d(v).

Beweis: Ist die Randmenge R = (), so ist D(v) = 0o, v € V — B, kein wei-
terer Knoten ist vom Startknoten aus erreichbar und das Lemma gilt direkt.
Ist v ein Knoten aus dem ersten nichtleeren Bucket, so ist

SEtwas vereinfacht dargestellt ist die wesentliche Idee in Hagerups Algorithmus eine
Aufteilung der Knoten in zwei Mengen: Abhéngig von der Kantenanzahl wird ein Schwell-
wert bestimmt — Knoten, fiir die das Kaliber kleiner als dieser Schwellwert ist, befinden sich
in der einen Menge (diese werden iiber Fibonacci-Heaps verwaltet), die restlichen Knoten
in der anderen. Der Schwellwert ist so bestimmt, dass O(n/logn) Knoten in der einen Men-
ge zu erwarten sind, diese benétigen dann im Mittel O(m + (n/logn) -logn) = O(m + n)
Schritte. In der anderen Menge wird {iber die Bestimmung des hochstwertigen Bits eines
Bitvektors der kleinste nichtleere Bucket gefunden — fiir die Knoten aus diesem gilt das
Kaliberlemma, sodass fiir diese Knoten nur konstanter Aufwand nétig ist. Der zusétzli-
che Overhead summiert sich insgesamt ebenfalls zu O(m), sodass der Erwartungswert der
Laufzeit linear ist.

Hagerup schligt auch eine Variante mit normalen Heaps vor. Die Konstante im O(-)
diirfte hier entsprechend geringer sein, dafiir ist der Worst-Case dann mit O(mlogn)
deutlich schlechter.
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Duin := |D(v)/Ymin] * Ymin < min(D(R)) eine untere Schranke fiir die Wer-
te D(R) Es gllt mit L(Dmin + ’ymin)/’YminJ = I_Dmin/’yminJ + 1> I_D(U)/’Yminj

Dmin S D(U) < Dmin + “Ymin S Dmin + ’Ymin(v>

und mit dem Kaliberlemma 5.8 folgt D(v) = d(v). O

Insbesondere ist fiir alle Knoten aus dem nichtleeren Bucket mit kleinstem
Index die Entfernung D(v) = d(v) korrekt, sodass die Knoten in beliebiger
Reihenfolge entnommen werden kénnen.

Satz 5.13 (Algorithmus nach [Din78]) Die Laufzeit des Algorithmus
3.30 mit Lemma 5.12 im Graphen G = (V,E,~), v(-) > 0 mit Startkno-
ten vy betrigt O(n + m + max,ey{dist(vo, v)/Ymi }) Schritte.

Beweis: Die Menge R := N(B) — B und die zugehorigen Werte D(R)
werden analog zu Dials Algorithmus in einem Bucket-Array verwaltet. Je-
der Knoten v befindet sich im Bucket mit Index |D(v)/vmin|. Wird jeder
Bucket als doppelt verkettete Liste verwaltet, so konnen das Einfiigen und
Loschen im Bucket und somit insert(-) und decrease key(-) in konstanter Zeit
O(1) durchgefiihrt werden. Analog zum Korrolar 3.36 gilt, dass der Index des
kleinsten nichtleeren Buckets monoton steigend ist, sodass der Aufwand des
delete_min(-) summiert iiber alle Knoten O(n + max,cy{dist(vo,v)/Ymin})
betrigt und somit die obige Schranke fiir die Gesamtlaufzeit bewiesen ist. O

In Stralengraphen ist zu erwarten, dass die maximale Entfernung nur mit
O(y/n) wichst. Zwischen zwei Kreuzungen wird ein Minimalwert von ca. 10
Meter sicherlich nicht unterschritten, sodass fiir diese Graphenklasse fiir das
Verfahren nach Dinitz ebenfalls Linearzeit zu erwarten ist.

Analog zu Dials Algorithmus lésst sich der Speicherbedarf senken, da nur ein
kleiner Anteil der Buckets gleichzeitig belegt sein kann.

Lemma 5.14 Der Algorithmus 3.30 mit Lemma 5.12 ldsst sich mait Spei-
cheraufwand O(n + Ymax/Ymin) implementieren.

Beweis: Analog zu Lemma 5.2 folgt, dass

max{[D(v)/Ymin] }

vER

< max D(v)} + mX) minJ
\‘(UGR:LD(U)/%I““J:minv/eR{LD(U’)/VminJ}{ ( )} Vma //7

< Iglelll%l{ [D(v)/Ymin |} + [Ymax/Vmin |
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D.h., ist ¢ der Index des ersten nicht leeren Buckets und j der Index des
letzten nicht leeren Buckets, so ist 7 —i im gesamten Verlauf des Algorithmus
stets durch [Ymax/Ymin | beschréankt. Es reicht also ein Bucketarray der Lange
[Ymax/Ymin | + 1 aus und der Knoten v wird dann in den Bucket mit dem

Index |D(v)/Ymin] mod ([Ymax/Ymin| + 1) abgelegt. O

5.5 Anwendung der Bucket-Strukturen bei
reellen Kantengewichten

Ein in der Literatur noch nicht erwidhnter Ansatz ist, iiber die Idee von
[Din78] Bucket-Ansitze auch fiir positive reelle Kantengewichte zu verwen-
den.

Sind alle Kantengewichte () > 0, s0 ist Ymin > 0 und die Werte [D(-)/¥min |
sind ganzzahlig — dies lésst sich auch als Normierung auffassen, sodass
Yiiw = Lund v = Ymax/Ymin sind. Werden die Knoten bzgl. dieser ganz-
zahligen Werte in monoton aufsteigender Reihenfolge aufgenommen, so folgt
die Korrektheit direkt aus Lemma 5.12.

Die Anwendung dieser Idee auf Dials Algorithmus (Satz 5.1) ergibt genau den
Algorithmus von Dinitz (Satz 5.13). Es folgt fiir die anderen im Kapitel 5
vorgestellten Algorithmen:

Korollar 5.15 Die Uberlaufbucket- Variante von Dials Algorithmus bzw. der
2- Level-Bucket-Algorithmus nach [DF79] und [CGR96] (Satz 5.4) lisst sich
mittels des dinitzschen Lemmas 5.12 auf positive reelle Zahlen erweitern. Der

Platzverbrauch  betragt — dann  O(\/Vmax/Ymin) und die  Laufzeit

O(m + 1+ \/Vmax/Vmin) Schritte.

Korollar 5.16 Der  Multilevel-Bucket-Algorithmus ~ nach  [DF79)],
[AMOTI0], [CGRY6], [CGS99], [Gol04] (Satz 5.6) lisst sich mittels des di-
nitzschen Lemmas 5.12 auf positive reelle Zahlen erweitern. Der Platzver-
brauch betrigt dann O((10g(Vmax/Ymin)/ 10 10&(Vmax/Ymin))?) und die Laufzeit

O(m + n - 10g(Vmax/Ymin) / 10g 108 (Ymax/Ymin)) Schritte.

Korollar 5.17 Der Multilevel-Bucket-Algorithmus mit Verbesserung mach
[AMOTI0] (Satz 5.7) lasst sich mittels des dinitzschen Lemmas 5.12 auf posi-
tive  reelle  Zahlen  erweitern. Die  Laufzeit  betrigt  dann
O(m +n - 1/108(Vmax/Ymin)) Schritte.
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Fiir gerichtete Graphen mit positiven reellwertigen Kantengewichten ist dies
eine Verbesserung gegeniiber dem Algorithmus nach [PR02] (Laufzeit
O(m + nl10g(Ymaz/Ymin))) und auch gegeniiber Dijkstras Algorithmus mit
Fibonacci-Heaps (Laufzeit O(m + nlogn)), sofern 1/10g(Vmax/Ymin) € 0(n).
Die bisher schnellsten Algorithmen benétigen aber lediglich ein vergleichs-
basiertes Modell. Die obige Anwendung der Bucketstrukturen setzt voraus,
dass Divisionen und Rundung in konstanter Zeit méglich sind.

Bei Zufallsgraphen scheint es in der Praxis sinnvoll, fiir 7, eine untere
Schranke (z.B. 1) einzufiihren. Dies behebt das Problem, dass das Verhéltnis
Ymax/Ymin Dicht vorab beschréinkt ist, wenn die Zahlen gleichverteilt aus ei-
nem Intervall (0. ..c|] genommen wiirden. Damit wiirden sich auch die Platz-
schranken vereinfachen.

Wendet man die obigen Ideen auf Algorithmen an, die die Knoten nicht mehr
in aufsteigender Reihenfolge aufnehmen, muss ggf. auf Kriterien geachtet
werden, die fiir die Korrektheit der entsprechenden Verfahren von Bedeutung
sind.

Bei der Anwendung der Mutlilevel-Bucket-Variante mit Kaliberlemma nach
[Gol04] auf Graphen mit reellwertigen Kantengewichten ergeben sich kaum
Probleme. Im Multilevel-Bucket werden die Werte | D(-)/7min| abgespeichert.
Wird iiber delete_min(-) ein Knoten aus der Bucketstruktur entnommen, so
kann der exakte Wert D,,;, gespeichert werden (statt |Dpin/Ymin]). Somit
bringt die Anwendung des Kaliberlemmas beim Verteilen der Knoten eines
Buckets oder bei einer insert(-)-bzw. decrease_key(-)-Operation keine Proble-
me mit sich. Bzgl. der erwarteten Linearzeit ergeben sich héchstens insofern
Probleme, dass Ymax/Ymin vorab nicht abgeschitzt werden kann — es stellt
sich dann die Frage, inwiefern die Kantengewichte gleichverteilt sind. In der
Abschétzung fiir die erwartete Laufzeit ist dieser Wert jedoch unerheblich.
Letzten Endes spielt Ymax/Ymin nur bzgl. des Aufwands fiir die Initialisierung
der Datenstrukturen eine Rolle.
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Kapitel 6

Skalierungstechniken

Im Kapitel 5 iiber Bucketstrukturen in Kiirzeste-Wege-Algorithmen haben
wir gesehen, dass die Laufzeit von der Grofle des grofiten Kantengewichts yyax
abhédngen kann. Mittels Skalierungstechniken kann man versuchen, das Pro-
blem der Kiirzeste-Wege-Berechnung in einem Graphen zu vereinfachen, in-
dem man das Problem auf einem reduzierten Graphen mit kleineren Kanten-
gewichten 16st und mit dem Ergebnis des reduzierten Problems eine Losung
fiir den Originalgraphen konstruiert.

Auf Graphen mit beliebigen ganzzahligen Kantengewichten ist der auf Ska-
lierungstechniken basierende Algorithmus von Goldberg ([Gol95]) mit einer
Laufzeit von O(y/nml1og(—Ymin)); Ymin < —2 dem Verfahren von Bellman
([Bel58]) fiir —min € 0(2V™) iiberlegen.

Auch bei den Skalierungsalgorithmen werden wieder Potentialfunktionen
zum Einsatz kommen.

6.1 Der Skalierungsalgorithmus von (Gabow

Zur Illustration der Idee der Skalierungstechnik soll hier zunéchst der Algo-
rithmus von Gabow ([Gab85]) vorgestellt werden, der auf Graphen
mit ganzzahligen nichtnegativen Kantengewichten eine Laufzeit von
O((n +m) - 10g Ymax) erreicht.

Das Kernstiick des Algorithmus basiert auf der Methode von Dial (Ab-
schnitt 5.1), die in Graphen G = (V, E,v) mit v(-) € {0,1} das SSSP-
Problem nach Satz 5.1 in O(m+n) 16st. Im folgenden Algorithmus ist dieses
SSSP-Problem als Teilproblem vielfach zu l6sen.
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Algorithmus 6.1 SSSP-Skalierungsalgorithmus

Ag1.1 if ypa < 1 then

Agi.la.l  d(-) := distg(vo, ) in G = (V, E,7)

Ag1.1 else

Ag1.1b.1  d'(¢) :=distg (vo,-) in G' = (V, E,~") mit 7/(-) = [v(-)/2];
Ag1.1b.2  d™ () = distg_(vo,-) in Gy = (V, E,v;) mit 7(-) = 2 - d'(-);
Ag1.1b.3 d(-):=2-d'(:) +d™

Agi.1 fi

Satz 6.2 Der Algorithmus 6.1 lost (durch rekursive Anwendung) das SSSP-
Problem in Graphen mit ganzzahligen nichtnegativen Kantengewichten in
O((TL + m) -log ’Ymax)'

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Korrektheit des Algorithmus: Die kiirzesten
Entfernungen im Graphen G’ = (V, E,~') mit 7/(-) = |7(-)/2] sind eine
Néherungslosung fiir d(+)/2 im Originalgraphen: Es gilt fiir alle uv € E:

24 (uw) < y(uw) <24 (uwv) +1

Sei w = vuy - - - vy, ein kiirzester Weg in GG, so hat w in G’ die Lange

Y (w) < 5 d(w)

Die kiirzeste Entfernung d’(v;) kann hochstens noch kleiner als 4/(w) sein.
Sei w = vyuy - - - vy ein kiirzester Weg in G’, so hat w in G die Lange

y(w) <2 -d'(vg) +k <2-d'(vg) + (n—1)

Die kiirzeste Entfernung d(v;) kann hochstens noch kleiner als ~(w) sein.
Somit gilt fiir alle v € V

2-d'(v) <d(v) <2-d'(v)+n

D.h.,in G, := (V, E,v,;) mit 7(-) = 2-d'(), 7 (ww) = 7w(u) + y(uv) — w(v)
gilt mit 7(vg) = 0: d™(v) = dist(vg, v) — 7(v) und somit

0<dw)—2-d(v)=d™@)=d(w)—2-d(v) <n

Alle kiirzesten Entfernungen in G liegen zwischen 0 und n — 1. Die Kan-
tengewichte v, (uv) sind aufgrund der Konsistenzeigenschaft kiirzester Ent-
fernungen (d'(v) < d’(u) ++/(uv)) und obiger Eigenschaft 2 - ~/'(uv) < v(uv)

Yo(uwv) =2 -d'(u) + y(uv) — 2 - d'(v) > y(uwv) — 2 -+ (uv) >0
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Die Laufzeit von Dials Algorithmus ist O(n+m +max(d(V))), die kiirzesten
Entfernungen in G lassen sich somit stets in O(n + m) bestimmen.!

Berechnet man die kiirzesten Entfernungen in G = (V,E,+') mit
Y () = [v()/2] rekursiv mit Algorithmus 6.1, so gilt fiir die Laufzeit
T(Ymax) = T(Ymax/2) + O(n + m) und T(1) = O(n + m), somit also
T(fme) = O((7+ 1) - 108 Yona)- 0

Mochte man auch den Kiirzeste-Wege-Baum berechnen, so reicht es, dies in
der letzten Iteration zu tun: Der Kiirzeste-Wege-Baum in G ist mit dem in
G nach Lemma 3.5 identisch.

Bemerkung 6.3 Da fiir alle Kanten 2-+'(-) < () <2-+'(-) + 1 gilt, folgt
auch, dass der Kiirzeste-Wege-Baum in G' zu einem Spannbaum in G, wird,
dessen Kanten alle Gewicht 0 oder 1 haben, sodass auch hieran anschaulich
zu sehen ist, dass der ldngste Weg in G, héchstens Linge n — 1 hat.

Bei Skalierung der Kantengewichte auf |y(-)/(2 + m/n)| bleibt die Lénge
max(d(V)) in G, durch O(m) beschrénkt, sodass pro Iteration der Aufwand
weiterhin O(n + m) betrigt — [Gab85] erreicht durch die geringere Anzahl
der Iterationen die leicht verbesserte Laufzeit

O((” + m) : 10g(2+m/n) f}/max) = O((n + m) ’ log ’Vmax/ 10g(2 + m/”))

Bei Graphen mit m € w(n) ist dies bis zu einem Faktor log n schneller.

6.2 Der Skalierungsalgorithmus von
Goldberg

Wendet man Skalierungstechniken auf Graphen mit negativen Kantengewich-
ten an, muss beachtet werden, dass durch die Skalierung keine Zyklen nega-
tiver Lange eingefiithrt werden diirfen, da sonst in den Graphen mit den be-
tragsmafBig kleineren Kantengewichten das SSSP-Problem unter Umstédnden

IDie durch die Potentialfunktion modifizierten Kantengewichte sind zwar alle positiv,
konnen aber auch grofier als 1 sein. Falls dadurch ein Wert D(+) > n auftreten sollte, kann
dieser ignoriert werden, da die kiirzesten Wege alle eine Lénge kleiner n haben. Formal
kann man die Knoten mit D(-) > n in einem Uberlaufbucket wie in Abschnitt 5.2 verwalten
— der Algorithmus terminiert, bevor Knoten aus dem Uberlaufbucket betrachtet werden
koénnten.
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nicht mehr 16sbar ist. Dieses kann man erreichen, wenn bei der Halbierung un-
gerader Zahlen stets auf die niichstgrofiere Zahl aufgerundet wird.? Dadurch
kann es passieren, dass negative Zyklen beim Halbieren der Kantengewichte
verschwinden, es kénnen aber keine neuen negativen Zyklen hinzukommen.
Beim Riickwértsrechnen muss dann erkannt werden, ob der urspriingliche
Graph einen Zyklus negativer Lange hatte.

Das Berechnungsschema ist prinzipiell identisch: Wenn das kleinste Kanten-
gewicht nichtnegativ ist, so 16st man das SSSP-Problem z.B. mit Dijkstras
Algorithmus in O(m + nlogn). Ansonsten berechnet man in G’ = (V, E,v/)
— nun mit 7/(-) = [y(-)/2] — die kiirzesten Entfernungen d’(-), verwendet
diese als Potentialfunktion 7(-) = 2 - d’(:) in G, und erhilt so die kiirzesten
Entfernungen d(-) := 2 - d’(:) +d™.

Analog zu Gabows Algorithmus aus Abschnitt 6.1 gelten hier Beziehungen
zwischen den Kantengewichten und kiirzesten Entfernungen der beteiligten
Graphen. Da bei der Skalierung auf- statt abgerundet wird, gilt nun fiir alle
uv € Bt

29 (uv) — 1 < y(uv) <29 (w)

Seien w = vy - - - v ein kiirzester Weg in G und w’ = vg - - - v einer in G’, dann
ist

Somit gilt fiir alle v € V
2-d'(v) —n<dw) <2-d(v)

D.h.,in G, := (V, E,v,;) mit 7(-) = 2-d'(+), 7x(wv) = 7w(u) + v(uv) — 7(v)
gilt mit 7(vg) = 0: d™(v) = dist(vg, v) — 7(v) und somit

—n <d™(v) <0

Alle kiirzesten Entfernungen in G liegen zwischen —(n — 1) und 0. Insbe-
sondere ist das kleinste Kantengewicht mindestens —1. Die kiirzesten Entfer-
nungen in G betragen wiederum d(-) := 2-d’(-) + d™. Hat G einen Zyklus
negativer Lange, so auch GG, und das SSSP-Problem ist nicht 16sbar.

2Wiirde man weiterhin abrunden, so wiirden z.B. die Kantengewichte 1, 1, 1, -2 eines
Zyklus positiver Lange zu 0, 0, 0, -1 abgerundet. Damit wiirde dieser Zyklus durch Hal-
bieren der Kantengewichte zu einem negativen Zyklus — die kiirzesten Wege wéren dann
nicht mehr wohldefiniert.

110



Analog zu Bemerkung 6.3 wird hier der Kiirzeste-Wege-Baum in G’ zu einem
Spannbaum in G,, dessen Kanten alle Gewicht —1 oder 0 haben, sodass
wiederum anschaulich zu sehen ist, dass in G, alle kiirzesten Wege eine Lénge
zwischen —(n—1) (da v,(-) > —1) und 0 (aufgrund des Spannbaums) haben.

[Gol95] gibt (implizit) einen Algorithmus fiir das SSSP-Problem in Graphen
mit ganzzahligen Kantengewichten v(-) > — 1 (oder Finden eines negativen
Zyklus) mit Laufzeit O(y/n - m) an — mit diesem lassen sich die obigen Teil-
probleme l6sen. Die Gesamtlaufzeit zur Losung des SSSP-Problems besteht
dann aus logarithmisch héufigem Halbieren der Kantengewichte, Losen ei-
nes SSSP-Problems mit nichtnegativen Kantengewichten und logarithmisch
haufigem Losen eines SSSP-Problems in Graphen mit v(-) > —1. Die Laufzeit
ist demnach

O((n +m) -10g(—Ymin) +m +n-logn + v/n - m - 1og(—Ymin))
= O(\/ﬁ sm - log(_7min))

Betrachten wir G <o, den Teilgraphen von G, der lediglich die Kanten mit
7x(+) <0 enthélt. Man kénnte meinen, dass die kiirzesten Wege von G alle
in Gr<o liegen. Diese lieflen sich dann wie folgt finden:

Man bestimme die starken Zusammenhangskomponenten in G,r<o (nach
[CLRSO01] in O(n + m)). Hat eine dieser Komponenten eine Kante mit
Y=(-) < 0, so hat G, und damit auch G einen negativen Zyklus und die
kiirzesten Wege sind in G nicht alle wohldefiniert. Sonst haben alle Kan-
ten einer Komponente Lénge 7,(-) = 0 und man ziehe die Komponenten zu
je einem Knoten zusammen (Aufwand O(n 4+ m)) — der resultierende Graph
Gr<o0.sz ist azyklisch und man kann die kiirzesten Wege mit dem Algorithmus
aus Abschnitt 3.4.1 in O(n + m) bestimmen. Die Knoten der zusammenge-
zogenen Komponenten haben alle dieselbe Entfernung zum Startknoten.

Abbildung 6.1: Fallstricke bei SSSP-Problemen mit (-) > —1

Der Graph G in Abbildung 6.1 zeigt, dass die kiirzesten Wege in G, nicht not-
wendigerweise innerhalb Gr<o verlaufen miissen: Nach einmaliger Halbierung
sind die Kantengewichte alle nichtnegativ. Die Berechnung der kiirzesten We-
ge bestimmt alle d’(-) = 0 und G ist identisch mit dem Ausgangsgraphen G.
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Die kiirzesten Wege haben zwar wie oben gezeigt alle Lange kleiner gleich 0,
der kiirzeste Weg von a nach d beeinhaltet jedoch die Kante cd mit Gewicht 1.

Aufbauend auf folgender Beobachtung werden wir aber die kiirzesten We-
ge in Gr<gsz zur Losung des SSSP-Problems in G, benutzen kénnen: Wir
identifizieren im Folgenden 7(-) mit den Schiitzentfernungen D(-) in G.? Sei
v ein Knoten mit einer eingehenden Kante uv mit v, (uv) = —1, d.h. wv ist
eine verkiirzende Kante. Verringert man 7(v) und w(v’) fiir alle von v aus
erreichbaren Knoten v* um jeweils 1, so ist danach v, (uv) = 0 und fiir alle
anderen Kanten verringert sich 7(-) entweder fiir den Anfangs- und Endkno-
ten (d.h., v,() bleibt unveréndert) oder nur fiir den Endknoten (d.h., v, (+)
erhoht sich um 1). Insbesondere ist uv nicht mehr verkiirzend und es wur-
den keine neuen verkiirzenden Kanten erzeugt. Die Anzahl der Knoten, die
eingehende Kanten mit v,(-) = —1 haben, hat sich also verringert.

Diese Anderung der Potentialfunktion werden wir jetzt entweder entlang ei-
nes Pfades im Kiirzeste-Wege-Baum von G,< sz benutzen oder fiir mehrere
Knoten gleichzeitig durchfiihren, die in Gr< sz gleich weit vom Startknoten
entfernt sind.

Sei ¢ die Anzahl der Knoten v, fiir die eine Kante wv mit v, (uv) = —1
im  Kiirzeste-Wege-Baum von  Gr<psz existiert. Sei  weiterhin
igist = min(dista, _, ,(vo,)) die kleinste Entfernung vom Startknoten. Da
alle betrachteten Kanten Gewichte v,(-) € {—1,0} haben, gibt |iqs| gleich-
zeitig die grofite Anzahl von Kanten mit v, (uv) = —1 auf einem Weg in
Gr<osz an. Es kénnen zwei Félle auftreten:

L. |iqiss| > Vi Sei w = wy---v;, der zugehorige Weg und iy bis 4,
die Indizes der Knoten mit ~,(pred(v;,)v;;) = —1. Dann verringert
man zunéchst die Potentialfunktion 7(-) fiir die von v,,,,| erreichbaren
Knoten, zieht diese voriibergehend auf einen Knoten zusammen und
wiederholt dies mit vj;,, -1 usw. bis v;, . Nun kénnen die voriibergehend
zusammengezogenen Knoten wieder entfaltet werden.

3Beginnen wir mit D(+) := 7w(-) = 2-d'(:), so sind wie oben gezeigt die bzgl. 7(:)
reduzierten Kantengewichte alle > — 1 und = (+) ist bzgl. den kiirzesten Entfernungen d(-)
in G um hoéchstens n — 1 zu grofl. Hat eine Kante Gewicht v,(-) < 0, so ist sie im Sinne
des generischen Algorithmus 3.30 verkiirzend. Wir passen hier nun 7(-) und somit auch
gleichzeitig den Wert D(-) an. Aufgrund der Gleichung 3.4 und des Lemmas 3.5 ist dies
stets konsistent und konfliktfrei moglich. Haben am Ende alle bzgl. 7(-) reduzierten Kanten
Gewicht v, (-) > 0, so gibt m(-) = D(-) nach Lemma 3.10 die korrekten Entfernungen in G
an.

4Der Knoten v kann nicht erreichbar sein, da sonst ein negativer Zyklus uv ~» v in
Gr<o,sz existieren wiirde — diese wurden bereits beim Bestimmen der starken Zusammen-
hangskomponenten erkannt.
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Durch das voriibergehende Zusammenziehen miissen z.B. bei der Be-
arbeitung von vy, |1 nicht die Werte 7(-) aller von v,,,_,| erreichbaren
Knoten (nochmals) reduziert werden, sondern nur der zusammenge-
zogene. Dadurch wird jeder Knoten nur zweimal betrachtet: vor dem
Zusammenziehen und beim Wiederentfalten. Dort muss dann der Wert
7(+) jedes zusammengezogenen Knotens um 1 verringert werden. Ohne
dieses voriibergehende Zusammenziehen wére der Aufwand quadratisch
statt linear.

Die Anzahl der Knoten, die eingehende Kanten mit ~,(-) = —1 haben,
hat sich dadurch um mindestens |ig| > [V/i] verringert.

2. Jigist| < V/i: Dann gibt es keine Pfade mit vielen verkiirzenden Kan-
ten. Teilt man die Knoten mit eingehenden verkiirzenden Kanten in
die Mengen mit jeweils gleicher Entfernung zum Startknoten auf (dies
koénnen hochstens [v/i]—1 Mengen sein), so muss eine dieser Mengen
mehr als v/4 Knoten beinhalten. Die Werte 7(-) fiir die von diesen Kno-
ten erreichbaren Knoten werden wieder um je 1 reduziert (ist ein Kno-
ten von mehreren aus erreichbar, so darf nur einmal reduziert werden).
Dadurch hat sich dann auch hier die Anzahl der Kanten mit 7, (-) = —1
um mindestens i/|ig| > [V/i] verringert.

Der Aufwand fiir jeden dieser Félle ist linear. Es bleibt abzuschétzen, wieviel
[terationen notig sind, um auf diese Weise die héchstens n — 1 Knoten mit
Yx(-) = —1 zu beseitigen — dieses werden O(y/n) Iterationen sein.

Lemma 6.4 Sei f eine Folge mit f(0) =n und f(i +1) = f(i) — [/ f(2)].
Ist f(k—1)#0 und f(k) =0, so ist k € O(y/n).

Beweis: Solange f(i) > n/2 1st reduziert sich f(-) in jedem Schritt um

>
mindestens y/n/2. D.h. f(\/ ) <n—+/n/2-y/n/2 =mn/2. Nach weiteren
\/n/4 Iterationen ist f(i) hochstens noch n/4. Ist f(i) < 2,so0ist f(i4+1) = 0.
Es gilt somit

1

k< g\/gzlfﬁ\/ﬁ:ﬂl_lﬁz(ﬂﬂ)\/ﬁ

O

Der Graph Gr<¢ sz kann (und wird) sich nach jeder Iteration verédndern. Es
kénnen neue Kanten mit Linge v,(-) = 0 hinzukommen und sich somit die
starken Zusammenhangskomponenten in Gr<gsz verdndern. Da sich ()
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immer nur um 1 verédndert und — wie oben gezeigt — Kanten mit ~,(-) = 0
nicht verkiirzend werden konnen, konnen auf diesem Wege keine Kanten mit
vx(-) > 0 verkiirzend werden. Die Neuberechnung von Gr<gsz in jeder Ite-
ration vergrofert nicht den asymptotischen Gesamtaufwand.

In O(y/n) Tterationen mit jeweils O(n + m) Aufwand ist also das SSSP-
Problem in G' mit v(-) > —1 zu lésen. Damit ist nun auch die Laufzeit von
Goldbergs Skalierungsalgorithmus bewiesen.

Satz 6.5 Das SSSP-Problem in Graphen mit v : E — 7Z ldsst sich in
O(v/n - m - log(—Ymin)) Schritten losen.
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Kapitel 7

Das APSP-Problem

Beim APSP-Problem werden die kiirzesten Wege fiir alle Knotenpaare ge-
sucht. Die (im asymptotischen Sinne) schnellsten Algorithmen zur Losung
des APSP-Problems sind in der Tabelle 7.1 aufgefiihrt.

| G=(V,E),v:E— - | Laufzeit |

G gerichtet, v: £ — R | [Joh77],[Dij59],[FT87]: O(nm + n?logn)

[Fre76],[Tak92]: O(n3\/(loglogn)/(logn))
[Pet02], [Pet04]: O(nm + n?loglogn)

G gerichtet, v: £ — Z [Zwi02]: O(y)5hs, - n*°1%)
G unger.,v: E — R [PRO2]: O(nma(m,n))
G unger., v: F — N [Tho99]: O(nm)

[SZ99]: O(Vimax - n*370)

Tabelle 7.1: Ubersicht zu APSP-Algorithmen

7.1 Einfache APSP-Algorithmen

Ein sehr bekannter APSP-Algorithmus geht auf [Flo62] zuriick (siehe auch
z.B. [CLRS01]) und 16st in O(n?) Schritten das APSP-Problem. Nach der
Initialsierung der D,(v) := 7y(uv) fur wv € E (D,(v) := oo sonst, sowie
D,(v) := 0) wird fiir alle Knoten v, gepriift, ob der Weg von v; nach v;
tiber v; die bisher angenommene obere Schranke D,, (v;) nach unten korri-
giert. Nach dem Schleifendurchlauf fiir vy, sind die D,,(v;) korrekt, wenn als
Zwischenknoten fiir die Wege nur die bisher betrachteten v, erlaubt wéren.
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F.1 for all v, € V do
F.1.1 for all v;,v; € V do D,,(v;) := min{D,,(v;), Dy, (vx) + Dy, (v;)} od
F.1 od

Fiir dichte Graphen, d.h. m € ©(n?), ist dieser einfache Algorithmus bereits
sehr gut, nur die Matrixmultiplikationsalgorithmen sind dann asymptotisch
schneller. Hat der Graph negative Zyklen, so kann dies an negativen Werten
D,(v) erkannt werden.

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Beschleunigung bieten auch beim APSP-Pro-
blem die Potentialfunktionen. Mit dem Aufwand zur Losung eines SSSP-
Problems kann das APSP-Problem fiir beliebige Graphen nach Lemma 3.14
auf die n-fache Berechnung eines SSSP-Problems auf Graphen mit nichtne-
gativen Kantengewichten reduziert werden.

Satz 7.1 Das APSP-Problem ldisst sich in einem vergleichsbasierten Modell
in O(nm + n?logn) ldsen.

Beweis: Man berechne mit Hilfe des Bellman-Ford-Algorithmus
(Abschnitt 3.3.1) in O(nm) die kiirzesten Entfernungen d(-) in
G =V U{v},EU{v} xV),v), vog € V mit v'(uwv) := y(uwv), uwv € E,
v (vov) := 0, v € V von vy zu allen anderen Knoten und verwende dann
m(v) := d(v) als Potentialfunktion. Nach Lemma 3.14 gilt in G, fiir die re-
duzierten Kantengewichte 7, (-) > 0, sodass fiir jeden Startknoten mit Hilfe
des Dijkstra-Algorithmus das SSSP-Problem in O(m+nlogn) gelost werden
kann (Abschnitt 3.4.3). Die in G, berechneten Entfernungen lassen sich mit
Gleichung 3.4 in O(n?) in die kiirzesten Entfernungen in G iibertragen. Die
Kiirzeste-Wege-Baume in G; und G sind nach Lemma 3.5 identisch. O

7.2 Ein APSP-Algorithmus fiir Graphen mit
negativen Zyklen

Hat ein Graph G negative Zyklen, so kann es wegen Lemma 3.3 keine Poten-
tialfunktion 7 mit 7/ (uv) = v(uv) + 7(u) — 7w(v) > 0 fiir alle uv € E geben.
Ebenso werden nicht fiir alle Knotenpaare kiirzeste Wege wohldefiniert sein
— liegt auf einem Weg von u nach v ein negativer Zyklus, so gibt es zu jedem
Weg von u nach v einen kiirzeren Weg, indem der negative Zyklus ausreichend
oft durchlaufen wird. Erlaubt man fiir die kiirzesten Entfernungen auch die
Werte dist(+, ) = oo (falls kein Weg existiert) und dist(-,-) = —oo (falls ein
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Weg mit negativem Zyklus existiert), so lassen sich fiir alle Knotenpaare die
in diesem Sinne kiirzesten Entfernungen ausgeben.

Satz 7.2 Das APSP-Problem lisst sich in Graphen mit negativen Zyklen im
obigen Sinne in O(nm + n?*logn) ldsen.

Beweis: [MPSS02] berechnen dazu zunéchst die starken Zusammenhangs-
komponenten und den Graphen Gz, der entsteht, wenn diese zu je einem
Knoten zusammengezogen werden. Letzterer ist azyklisch ([CLRSO01]), der
Aufwand betrigt O(n + m) Schritte incl. topologischer Sortierung von Gy.
Innerhalb der starken Zusammenhangskomponenten kann mit je einer
SSSP-Berechnung nach  Satz 3.24  (Bellman-Ford-Algorithmus) in
O, nim;) C O, nim) = O(nm) festgestellt werden, ob jeweils innerhalb
einer Zusammenhangskomponente ein negativer Zyklus existiert — Zyklen
kénnen nur innerhalb einer starken Zusammenhangskomponente verlaufen.

In dem Graphen Gz = (K, Ex) kann mit dieser Vorabinformation nun fiir
jede Komponente k& € K in O(|K| + |Ek|) € O(n + m) (Algorithmus fiir
azyklische Graphen, Abschnitt 3.4.1) bestimmt werden, zu welchen Kompo-
nenten im Ausgangsgraphen G keine Wege, Wege mit negativen Zyklen oder
kiirzeste Wege (mit endlichem Wert) bestehen. Dazu wird auf der einge-
schrankten Wertemenge {H, [, B} mit der Ordnung B < [J < B gearbeitet.
Von Komponenten mit negativen Zyklen ausgehende Kanten haben Gewicht
v(-) = B, sonst ist v(-) = [. Die Rechenregeln sind B + B = B sowie
B+ =8 und O+ & = . Die von Knoten mit D(-) = B ausgehende
Kanten werden ignoriert, daher kénnen andere Summen nicht vorkommen.
Initialisiert wird jeweils mit D(:) := B und D(k) := B oder D(k) := [,
abhéngig davon, ob die (Start-)Komponente k einen negativen Zyklus enthélt
oder nicht. So sind nach O(n(n +m)) Schritten alle Knotenpaare bestimmt,
fir die dist(-,-) = +/ — oo gilt.

Es verbleibt die Berechnung der kiirzesten Wege mit endlichem Wert. Dazu
konnen die Knoten aus den Komponenten mit negativen Zyklen und die
inzidenten Kanten in G entfernt werden, da fiir diese dist(-,:) = +/ — o0
gelten muss. In dem resultierenden Graphen kann das APSP-Problem wie in
Satz 7.1 in O(nm + n?logn) gelost werden. Die kiirzesten Entfernungen mit
endlichem Wert sind identisch zu denen in GG. Nur falls auf dem Weg vorher
eine Komponente mit negativem Zyklus lag, hat sich die kiirzeste Entfernung
vergréBert (und war oben mit —oo bestimmt). In O(n?) lassen sich dann die
korrekten Werte dist(-, ) ausgeben. O
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7.3 Der essentielle Teilgraph

Existiert zu einer Kante wv ein alternativer Weg w = wu---v mit
v(w) < v(uv), so kann man die Kante uv aus dem Graphen streichen, ohne
dass sich dadurch die kiirzesten Entfernungen éndern.

Lemma 7.3 Sei G = (V,E,v) mit v(-) > 0, so existiert ein Graph
H=(V,E' ), E'CE mit~'(-) =7(-), uv € E’, sodass sich die kiirzesten
Entfernungen dist(u,v), w,v € V in G und H nicht unterscheiden. Ist |E’|
minimal, so ist H eindeutig. Der Graph H mit |E’| minimal heifft der essen-
tielle Teilgraph von G.

Beweis: Da die Kantengewichte echt positiv sind, konnen die Alternativ-
wege w = u---v zur Kante uv mit y(w) < y(uv) nur aus Kanten /v’ mit
v(u'v") < y(uv) bestehen. Sortiert man die Kanten m; = wv; in G aufstei-
gend nach Gewicht, so lésst sich H schrittweise eindeutig konstruieren:

1 E =0;
2 fori:=1tomdo
2.1 if ’)/(’UHL’UZ) < diStH::(V,E’) (ui, ’Ui) then £/ .= F'U {UZUZ} fi od

Eine Kante u;v; wird nur dann in £ aufgenommen, wenn es keinen hochstens
gleich langen Weg mit kiirzeren Kanten aus E gibt.

Da H Teilgraph von G ist, gilt distg(+,-) < distg(-,-). Sei w = vy - - - vy ein
kiirzester Weg in G. Ist die Kante v;v;,1 € E’, so existiert nach Konstruktion
ein (hochstens) gleich langer Weg v; - - - v;11, der statt der Kante v;v;41 in
w benutzt werden kann. Der so konstruierte Weg w’ in H hat somit Lénge
v(w') < v(w). Die kiirzesten Entfernungen in G und H unterscheiden sich
also nicht. O

Sind Kantengewichte v(-) = 0 erlaubt, so gilt die Aussage nicht mehr, da
z.B. im vollstdndigen Graphen K mit v = 0 jeder Zyklus C, der alle Kno-
ten enthalt, die gleichen Entfernungen zwischen allen Knotenpaaren hat wie
der Graph K. Somit ist die Menge der Kanten nicht eindeutig. Der obige
Algorithmus garantiert dann nicht einmal, dass das berechnete E’ minimal
ist.!

!Dazu  miissen nicht alle Kantengewichte gleich null sein. Z.B. in
G = ({'01,1}2,’[)3},{’1)1'02,’017)3,1)27}3}7’)/) mit ’}/(1}1’[}2) = 0 und ")/(’01’03) = ’7(’[)2’[)3) =1
hingt es davon ab, ob wjv3 in der Sortierung vor wyvs steht, damit vivs in B’ mit
aufgenommen wird oder nicht.

118



Satz 7.4 (APSP-Algorithmus nach [McG95]) Sei G = (V,E,7),
v(:) > 0, so ldsst sich H = (V,E',v), der essentielle Teilgraph von G,
in O(n - (|E'| + nlogn)) berechnen und das APSP-Problem in G ebenfalls
in O(n - (|E'| +nlogn)) lisen.

Beweis: [McG95] berechnen mit dem Algorithmus aus Lemma 7.3 schritt-
weise den essentiellen Teilgraphen H. Mit dem jeweils schon bestimmten
Teil von E" werden parallel n SSSP-Probleme gelost. Nach Lemma 7.3 stim-
men die kiirzesten Entfernungen in G und H iiberein. Die Laufzeit betrigt
O(n-(|E'|4+nlogn)) zur Losung der SSSP-Probleme, dies dominiert die Lauf-
zeit O(mlogm) C O(n?logn) zur aufsteigenden Sortierung der m Kanten.

Da die Berechnung von H und die Losung der SSSP-Probleme miteinan-
der verwoben ist, bleibt zu zeigen, wie der Dijkstra-Algorithmus modifiziert
werden muss und dass diese Modifizierung die asymptotische Laufzeit nicht
erhoht.

Bei jeder Abfrage ~y(uv;) < disty.—(v,g)(us,v;), die Kante w;v; ist (noch)
nicht in E’, wird das SSSP-Problem mit Startknoten u; weiter bearbeitet,
falls nicht bereits D,,(v;) < v(w;v;) bekannt ist — in diesem Fall wird u,v;
verworfen und nicht in £’ aufgenommen. Seit dem letzten Bearbeiten die-
ses SSSP-Problems sind einige Kanten u'v’ neu in E’ aufgenommen wor-
den, diese werden zunéchst bearbeitet (durch insert(-) bzw. decrease key(-)
mit Fibonacci-Heaps amortisiert in je O(1)). Da die Kantenldngen dieser
noch nicht beriicksichtigten Kanten grofler als der bisher grofite Wert eines
Knotens in diesem Kiirzeste-Wege-Baum sind, kann durch das nachtrigliche
Bearbeiten kein Weg zu einem Baumknoten verkiirzt werden — der Kiirzeste-
Wege-Baum bleibt unverdndert. Nun wird der Dijkstra-Algorithmus wei-
tergefithrt bis entweder der Fibonacci-Heap leer ist oder ein Knoten mit
Dy, (-) > v(u;v;) aufgenommen wiirde (dann gehort w;v; zu E' dazu). Wenn
v; mit Dy, (v;) < v(uv;) zum Baumknoten wurde, existiert in H bereits ein
anderer nicht langerer Alternativweg und die Kante u;v; wird verworfen. Der
Ablauf verdndert sich gegeniiber dem normalen Dijkstra-Algorithmus nur in-
sofern, dass Kanten mit groflerem Gewicht nachtraglich bearbeitet werden.
Fiir jede Kante in E’ ist dies ein Zusatzaufwand von O(1), sodass die Laufzeit
fir jedes der SSSP-Probleme durch O(|E’| + nlogn) beschrankt bleibt. O

Erlaubt man auch Kantengewichte v(-) = 0, so erhoht sich die Kardinalitét
von E’ auf hochstens [{uv | v(uv) = dist(u,v)}|. In dem oben genannten
Beispiel des vollstandigen Graphen wéren dies |E'| = n - (n — 1)/2, wéhrend
n Kanten in dem Teilgraphen ausreichen wiirden. In der Praxis wird der
Unterschied kaum spiirbar sein, da es unwahrscheinlich ist, dass zu einer
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Kante uv mit y(uv) = dist(u,v) ein Alternativweg w mit v(w) = dist(u, v)
existiert.

[KKP93] geben einen weiteren Algorithmus mit gleicher asymptotischer Lauf-
zeit an, der dabei aber nicht ohne Weiteres die Kiirzeste-Wege-Béume gleich-
zeitig mitberechnen kann.

Fiir vollstdndig verbundene Zufallsgraphen (Kantengewichte gleichverteilt
aus dem Intervall [0, 1]) geben [HZ85] an, dass mit hoher Wahrscheinlichkeit
nur O(nlogn) Kanten tatséchlich zu den kiirzesten Wegen gehoren. D.h.,
dass in solchen Zufallsgraphen die Algorithmen von [KKP93] und [McG95]
das APSP-Problem mit hoher Wahrscheinlichkeit in nur O(n?logn) Schrit-
ten 1osen. Fiir eine andere Klasse von Zufallsgraphen geben [MT87] ebenfalls
einen Algorithmus mit mittlerer Laufzeit O(n?logn) an.

Eine Anwendung auf Graphen mit negativen Kantengewichten ist hier nicht
ohne Weiteres moglich. Der Trick iiber Potentialfunktionen wie in Satz 7.1
greift hier nicht, da der Bellman-Ford Algorithmus bereits O(nm) Schritte
benoétigt und damit den Vorteil durch den essentiellen Teilgraphen auffrisst.
Sind die Kantengewichte ganzzahlig, kann jedoch Goldbergs Skalierungsalgo-
rithmus aus Abschnitt 6.2 verwendet werden, der Worst-Case betrigt dann
O(yv/n - m - 10g(—Ymin) + 1 - (|[E'| + nlogn)) Schritte.

7.4 Matrixmultiplikation und das
APSP-Problem

Ist der Graph als Adjazenzmatrix A = (a;;) = (y(vivy)) € (R U oo0)™ ",
a; = 0 gegeben, so lassen sich mit der iiber Minimumbildung und Addition
gebildeten Matrixmultiplikation die kiirzesten Wege berechnen. Die Matrix
A-A = A = (aj;) mit aj; = ming{ag +ax;} gibt die kiirzesten Entfernungen
mit héchstens zwei Kanten an, (A%)? somit die kiirzesten Entfernungen mit
vier Kanten. Da ein kiirzester Weg hochstens n — 1 Kanten haben kann,
reichen logarithmisch viele Quadrierungen der Adjazenzmatrix aus, um die
kiirzesten Entfernungen zu bestimmen (negative Werte in der Diagonalen
zeigen negative Zyklen an). Der Aufwand betriigt O(n®logn) — dabei wird
jedoch nur das APD-Problem gelost. Mit Hilfe des Lemmas 3.7 lassen sich
ohne asymptotischen Mehraufwand auch die kiirzesten Wege rekonstruieren.

Bei der normalen Matrixmultiplikation lasst sich nach der Methode von Stras-
sen mittels Divide-and-Conquer der Aufwand auf O(n'°¢7) = O(n?#™) sen-
ken ([Str69]). [CW90] senken die obere Schranke fiir den Exponenten bei der
Matrixmultiplikation weiter auf M := 2.376. Leider konnen diese Ansétze

120



nicht direkt iibertragen werden, da dazu eine Inverse der Minimumbildung
gebraucht wiirde. Nichtsdestotrotz gibt es verschiedene Ansétze, Matrixmul-
tiplikation bei der Losung von APSP-Problemen einzusetzen.

[Fre76] zeigt, dass zur Berechnung des APSP-Problems O(n°/?) Vergleiche
und Additionen ausreichen. Die Algorithmen sind jedoch direkt von dem
n abhéngig, sodass fiir jedes n ein eigener Algorithmus nétig ist. Mit nur
einem Algorithmus ldsst sich sein Ansatz nach [Tak92] in ein
O(n? - \/loglog n/logn)-Verfahren umsetzen.

Fiir ungerichtete Graphen mit positiven ganzzahligen Kantengewichten ge-
ben [SZ99] einen O(Yimax - nM)-Algorithmus an. Fiir gerichtete Graphen gibt
[Zwi02] einen Algorithmus mit Laufzeit O(n*°7®) fiir Kantengewichte
() € {=1,0,1} an, sowie einen Algorithmus mit Laufzeit O(fy‘oﬁ?;fj‘ - p2016)
falls auch betragsméflig grofiere ganze Zahlen erlaubt sein sollen. In [Zwi01]
findet man eine recht aktuelle Ubersicht iiber weitere Algorithmen zu APSP-

Algorithmen, speziell solche, die auf Matrixmultiplikation basieren.

)
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Kapitel 8

Berechnung der k-kiirzesten
Wege

1959, fast zeitgleich mit der Veroffentlichung der ersten Kiirzeste-Wege-Algo-
rithmen, diskutieren Hoffman und Pavley bereits in [HP59] Algorithmen fiir
eine Verallgemeinerung der Kiirzeste-Wege-Suche, nicht nur den kiirzesten,
sondern auch den zweit-, dritt- oder allgemein k-kiirzesten Weg zu suchen.
Dabei unterscheidet man im Wesentlichen zwei Problemklassen: das uneinge-
schrénkte und das eingeschrénkte k-kiirzeste-Wege-Problem. Beim letzteren
werden nur zyklenfreie Wege berechnet. Neben der Einschrankung ,,nur zy-
klenfreie Wege* sind noch andere Nebenbedingungen denkbar, auf diese wird
hier aber nicht weiter eingegangen.

Beim k-kiirzeste-Wege-Problem kénnen Schlingen (Kanten, die von einem
Knoten zu demselben Knoten zurtickfiihren) und Multikanten (mehrere Kan-
ten mit denselben Anfangs- und Endknoten) eine Rolle spielen, wéihrend bei
kiirzesten Wegen Schlingen nicht vorkommen konnen und bei Multikanten
nur die Kante mit kleinstem Gewicht von Bedeutung ist. In der Literatur
wie auch hier werden trotzdem Multikanten verboten, diese lassen sich bei
Bedarf leicht durch Einfiigen eines Knotens und Zweiteilung der parallel ver-
laufenden Kante simulieren. Wie bei kiirzesten Wegen setzen wir auch hier
grundsétzlich voraus, dass die Graphen keine negativen Zyklen haben.

Wir zeigen einige grundlegende Eigenschaften k-kiirzester Wege, skizzieren
den Aufbau der Algorithmen und geben eine neue einfache Implementie-
rung fiir das uneingeschréankte k-kiirzeste-Wege-Problem an, deren Laufzeit
O(m+nlogn+k(n+logk)) ist. Der Algorithmus verwendet nur sehr einfache
Datenstrukturen (Heaps) und ist bis auf den deutlich komplizierteren Algo-
rithmus von Eppstein ([Epp98]) der schnellste bekannte Algorithmus. Der
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bisher schnellste Algorithmus nach [Fox73] — verbessert mit Fibonacci-Heaps
— hat eine Laufzeit von O(m + k(nlogn + logk)).

Eine ausfiihrliche Literaturiibersicht gibt David Eppstein in [Epp01], einem
Verzeichnis von knapp 500 Verdffentlichungen auf dem Gebiet k-kiirzester
Wege. Die Ansitze lassen sich im Wesentlich in drei Kategorien einteilen: Al-
gorithmen, die durch Verdoppeln von Wegen und Loschen von Kanten schon
berechnete kiirzere Wege vermeiden (z.B. Azevedo in [ACMMO93|,
[AMMP94]), Algorithmen, die Methoden zur Losung linearer Gleichungs-
systeme auf die Wegeberechnung iibertragen (z.B. [Shi76]), und schlielich
Algorithmen, die Eigenschaften analog zur Teilwegeoptimalitéit bei kiirzesten
Wegen ausnutzen. Der letztere Ansatz hat sich in Theorie und Praxis durch-
gesetzt. Wir werden die wesentlichen Konzepte hier vorstellen und orientieren
uns dabei grob an [MPS99).

8.1 Das uneingeschrinkte
k-kiirzeste-Wege-Problem

Analog zum Lemma 3.1 gilt fiir k-kiirzeste Wege eine Optimalitéitseigen-
schaft.

Lemma 8.1 Seien G = (V,E,v) ein gewichteter gerichteter Graph und
w = vuy---v, ein k-kirzester Weg wvon vy mnach wv,, so gilt:
Vi,j € {0,...,2}, @ < j ist die Linge des Weges w;j := v;v;41 -+ - vj nicht
grofer als die Linge des k-kiirzesten Weges von v; nach v;.!

Beweis: Angenommen, es gibt einen Weg w;; = v; - - - vj, der echt ldnger als
der k-kiirzeste Weg von v; nach v; ist, so existieren k verschiedene echt kiirzere
Wege w;; = v; - - - vj mit y(wj;) < 7(wy;) und somit auch & verschiedene Wege
) w’ . .

w' =g X v Ay E v, mit y(w) = y(w) — y(wy) + (W) < y(w) im
Widerspruch entweder zur Annahme, w;; sei langer als der k-kiirzeste Weg
von v; nach v;, oder zur Annahme, w sei ein k-kiirzester Weg von vy nach v,.

O

Verbietet man Zyklen, so stimmt diese Aussage nicht mehr. Im Beispiel in Ab-
bildung 8.1 gibt es von v, nach wv; genau zwei zyklenfreie Wege:

!Sind mehrere Wege von v; nach v; gleich lang, so kann w;; k'-kiirzester Weg von v;
nach v; mit &’ > k sein. Ordnet man gleich lange Wege lexikografisch, so ist w;; stets
k’-kiirzester Weg mit k' < k.
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wy = vovy; mit y(wy) = 0 und we = vov3v4v1 Mit y(we) = 5. Von vy nach v
gibt es drei zyklenfreie Wege: w3 = vou1vovs mit y(ws) = 0, wy = vov1v3 mit
v(wy) = 1 und ws = vyvg mit y(ws) = 2. Der drittkiirzeste Weg ws von vy
nach vz ist somit ein Teilweg des zweitkiirzesten Weges ws von vy nach v.
Lasst man Zyklen zu, so gilt Lemma 8.1 wie oben bewiesen wurde.

(] 0 ()

(%] Vg

Abbildung 8.1: Gegenbeispiel zum Lemma 8.1 im eingeschréankten k-kiirzeste-
Wege-Problem

Die k kiirzesten Wege lassen sich iiber die gemeinsamen Prifixe in einem
Baum anordnen. Die Knoten der Wege werden zu den Knoten im Baum. Der
kiirzeste Weg liasst den Baum zunéchst als Liste erscheinen. Fiigt man den
zweitkiirzesten Weg hinzu, so wird dieser einen Teil des kiirzesten Weges be-
nutzen und dann von diesem abzweigen. Analog dazu kann man die néchst-
kiirzesten Wege einfiigen. In Abbildung 8.2 ist beispielhaft der 4-kiirzeste-
Wege-Baum fiir die 4 kiirzesten Wege von vy nach v; dargestellt, die We-
ge sind w; = wvouv; mit y(wy) = 0, wy = Vv VaVzV4v; Mit y(wy) = 3,
w3 = VU103V, Mit y(ws) = 4 und wy = vovzvgv; Mit y(wy) = 5.

w1
B
Yo ’ o 2 ol >ol o'l w,
U1
v: v v
3 A 1wy
v v v
3 4 L w,

Abbildung 8.2: 4-kiirzeste-Wege-Baum von vy nach v; im Graphen aus
Abb. 8.1

Dieser Baum wird von den Algorithmen konstruiert. Die Wege lassen sich
dann in Zeit proportional zur Anzahl der Kanten in den Wegen ausgeben.

Folgendes Lemma gibt einen Losungsansatz, um aus einem k-kiirzeste- Wege-
Baum einen (k + 1)-kiirzeste-Wege-Baum abzuleiten.
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Lemma 8.2 Seien T ein k-kiirzeste- Wege-Baum fiir vg und wy1 der (k+1)-
kiirzeste Weg wyy1 = vg - -+ 00541 - - - U, dann ist vy ---v; ein Weg in T, der
sich iiber die Kante v;v;y1 nicht in T verldngern ldsst, und v;y1---v, ist der
kiirzeste Weg in G von v;y1 nach v,.

Beweis: Das ¢ mit obiger Eigenschaft ist eindeutig durch 7" bestimmt, da
nach Konstruktion an keinem Knoten v; in 7" eine Kante v;v; 1 doppelt be-
ginnen kann. Angenommen, v;,1 - - - v, ist nicht kiirzester Weg von v;,1 nach
v,, so gibe es einen kiirzeren Weg w’ = w;y1---v, und somit einen Weg
Wy = Vo - ViVig1 X, v, mit y(wy,,) < Y(wk1), der noch nicht in 7" ist, im
Widerspruch zur Behauptung wy.1 sei der (k + 1)-kiirzeste Weg. O

Die Lange des Weges w4 ist allein durch die Kante v;v;11 bestimmt. Der
Weg selbst ist nur dann nicht eindeutig, wenn der kiirzeste Weg von v;,1 zum
Zielknoten nicht eindeutig ist.

Algorithmus 8.3 Berechnung der k-kiirzesten Wege von vy nach v,

Wir geben hier nur eine Algorithmusskizze: Zur Berechnung der k-kiirzesten
Wege bendtigen wir den Kiirzeste-Wege-Baum zum Zielknoten v,. Dieser
umfasst auch den kiirzesten Weg w von vy nach v,. Wir verwalten eine Men-
ge K mit den Kandidaten fiir die néichstkiirzesten Wege — zu Beginn ist
K = {w}. In jedem der k Schleifendurchléufe wihlen wir den kiirzesten
Weg aus K und fiigen das nicht in 7" vorkommende Suffix zu T hinzu. Fiir
jeden neu zu T hinzugefiigten Knoten v implizieren die von dort ausgehenden
Kanten vv’ neue Kandidaten fiir den néchstkiirzesten Weg. Aus den Kandi-
daten kann dann wieder der Weg mit kleinstem Gewicht ausgewéhlt und in
T eingefiigt werden.

Man beachte: Ein Knoten v kann mehrfach in 7" auftreten, sodass sich fiir
die Kandidaten zu der Kante vv’ gemerkt werden muss, um welches v in T’
es sich handelt. Jeder Kandidat lasst sich aber mit konstantem Platz durch
die Kante und den Verweis zum Knoten in 7' eindeutig darstellen.

[IMPS99] verwenden folgende Implementierungsdetails, um den Algorithmus
effizient umzusetzen:

e Beobachtung 1: Man betrachte statt G den Graphen G, wobei wir als
Potentialfunktion die kiirzesten Entfernungen zum Zielknoten benut-
zen. Die k-kiirzesten Wege sind nach Lemma 3.5 in G und G, identisch
und in G; haben die kiirzesten Wege zum Zielknoten nach Gleichung 3.4
die Lénge 0. Dadurch ist die Wegldnge der Kandidaten bereits durch
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den in T liegenden Teil und der einen von T abzweigenden Kante ge-
geben.

e Beobachtung 2: Sortiert man in G, von jedem Knoten v die ausge-
henden Kanten in aufsteigender Reihenfolge des (reduzierten) Kanten-
gewichts, so sind damit auch die Wege, die von v in T abzweigen,
aufsteigend nach Linge sortiert.?

[MPS99] beschreiben einen O(m log n+ k(n+log k))-Algorithmus, lassen da-
bei aber die Verwaltung der Menge K offen. Wir geben hier durch eine an-
dere Implementierung eine verbesserte Laufzeitabschitzung trotz einfacher
Datenstrukturen an.

Satz 8.4 Die k kiirzesten Wege in einem Graphen vom Startknoten vy zum
Zielknoten v, kénnen in O(m + nlogn + k(n +logk)) berechnet werden.

Beweis: Die Berechnung des Kiirzeste-Wege-Baums zum Zielknoten v,, so-
wie die Berechnung von G, kénnen in O(m + nlogn) durchgefiihrt werden.

Statt wie in [MPS99] die ausgehenden Kanten (m; < n fiir den Knoten v;)
in Y, oy milogm; € O(mlogn) vorab zu sortieren, bilden wir lediglich fiir
jeden Knoten v einen Heap H.(v) fiir die reduzierten Gewichte der ausgehen-
den Kanten, dies bendtigt > ., m; € O(m). Jeder dieser Heaps H(-) wird
im Laufe des Algorithmus zu einem teilsortierten Feld umgewandelt, sodass

die ersten j Elemente sortiert vorliegen und die restlichen sich noch im Heap
befinden.

In der i-ten Iteration wird aus den Kandidaten fiir den néchstkiirzesten Weg
ein Heap Hiex(s) aufgebaut. Aufgrund der Beobachtung 2 muss in diesem
Heap fiir jeden (neuen) Knoten v in 7" nur der kiirzeste von v ausgehende
noch nicht betrachtete Weg gespeichert werden (Hyex(;) hat somit nur O(n)
Elemente). Erst wenn dieser als nichstkiirzester Weg ausgewéhlt wird, muss
der néchste von v in T" abzweigende Weg wieder in den Heap Hy,ext (i) eingefiigt
werden. Merkt man sich fiir jedes v in T die zuletzt betrachtete Position in
der Kantenliste von v, so ist der nédchste Weg in O(logn) zu finden (entweder
durch ein delete_min(H,(v)) in O(logn) oder, falls durch eine andere Kopie
von v in 7" schon ein groBerer Teil von H(v) sortiert vorliegt, durch direkten
Zugriff in O(1)).

Die Minima der Heaps Hex () werden in einem weiteren Heap H;, ver-
waltet, aus dem jeweils der néchstkiirzeste Weg bestimmt wird. Die Anzahl

?Dies gilt separat fiir jedes Vorkommen von v in 7T
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der Elemente verringert sich in jeder Iteration um 1 bei der Auswahl des
néichstkiirzesten Weges (dieses wird ggf. durch das néichstgrofiere Element
des entsprechenden Heaps Hexq(.) ersetzt) und erhoht sich um eins durch das
Hinzufiigen des Minimums des Heaps Hex(.) der aktuellen Iteration. Somit
hat der Heap H;, nur O(k) Elemente.

Der Aufwand pro Iteration lasst sich nun wie folgt abschétzen: Auswahl des
néichstkiirzesten Weges aus H i, in O(log k) — ggf. muss dadurch in einem der
H,(v) der nichstgrofere Kandidat ermittelt und im entsprechenden Hex()
eingefiigt werden — Aufwand O(logn). Der ausgewihlte nichstkiirzeste Weg
kann hochstens n neue Knoten zu 7T hinzufiigen. Nach Lemma 8.2 bilden
diese Knoten einen kiirzesten und damit zyklenfreien Weg. Mit den jeweils
kiirzesten von diesen Knoten ausgehenden Kandidaten (diese stehen jeweils
in der Wurzel der Heaps H,(-) oder an erster Position im sortierten Teilfeld)
lidsst sich in O(n) der neue Heap Hex () aufbauen und das Minimum in
O(log k) in H, einfiigen. Der Aufwand in jeder der k Iterationen betrigt
somit nur O(n + log k).

Die Gesamtlaufzeit ist damit bewiesen.? O

In fast allen uns vorliegenden k-kiirzeste-Wege-Algorithmen wird & als klein
gegeniiber n angenommen und der Aufwand fiir die Verwaltung der Kan-
didaten und die Auswahl des néchstkiirzesten Weges vernachlissigt. Diese
bendtigt bei dem iterativen Vorgehen mindestens O(klog k), da die k klein-
sten Kandidaten sortiert ausgegeben werden.

Dies trifft nicht auf den verbesserten Algorithmus nach [Epp98] zu. Dieser
berechnet unter Ausnutzung weiterer Eigenschaften und komplizierterer Da-
tenstrukturen in einer Laufzeit von O(m + nlogn + k) fiir Graphen mit
positiven Kantengewichten eine implizite Darstellung der k kiirzesten Wege,
sodass diese in Zeit proportional zur Anzahl der Kanten ausgegeben werden
konnen.? Die Idee ist eine Erweiterung der Beobachtung 2 mit der [Epp9§]
einen Heap aufbaut, der die k-kiirzesten Wege implizit umfasst. Mit der Me-
thode von [Fre93| lassen sich die k kleinsten Elemente dieses Heaps in O(k)
entnehmen, diese liegen dann jedoch nicht sortiert vor.

3Im vergleichsbasierten Modell ist diese Laufzeit optimal, wenn der k-kiirzeste-Wege-
Baum so explizit angegeben werden soll (dieser hat O(nk) Knoten). Der kiirzeste Weg
wird berechnet (Aufwand O(m + nlogn), optimal nach Satz 3.38) und die k kiirzesten
Wege werden in sortierter Reihenfolge ausgegeben (Aufwand Q(klog k) im Worst-Case).

4Die Datenstruktur ist eine kompaktifizierte Darstellung des k-kiirzeste-Wege-Baums.
Der j-kiirzeste Weg wird als Verweis auf den Index ¢ des i-kiirzesten Weges und der
von dort abzweigenden Kante gespeichert, sodass der Speicherplatz gesamt nur O(n + k)
betrigt. Die obige Darstellung kann bis zu O(kn) Knoten enthalten, sodass die Laufzeit
von Eppsteins Algorithmus [Epp98] nicht erreicht werden kénnte.
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8.2 Das eingeschrankte
k-kiirzeste-Wege-Problem

Die Algorithmen von Yen und Lawler ([Yen71], [Law72]) 16sen das Problem,
die k kiirzesten zyklenfreien Wege zu berechnen. Gegeniiber obigem Algo-
rithmus muss bei der Bestimmung der Kandidaten beachtet werden, dass
nach dem Abzweigen aus T' keine Knoten des Weges aus T' wiederholt wer-
den. Dazu werden in jeder der k Iterationen bis zu n SSSP-Probleme in
entsprechend ausgediinnten Graphen gelost. Die Laufzeit resultiert dann in
O(kn(m + nlogn)). Fir ungerichtete Graphen geben [KIMS82] die verbes-
serte Schranke O(k(m + nlogn)) an. Auch hier gilt obige Anmerkung, dass
die Laufzeit O(klogk) grofer ist (die in den Artikeln angegebenen Metho-
den zur Verwaltung der Menge der Kandidaten haben noch etwas grofieren
Aufwand). Uber eine Heuristik erreichen [HMS03] in gerichteten Graphen
einen Geschwindigkeitsgewinn von einem Faktor ©(n). Experimentell ermit-
telt funktioniert die Heuristik in {iber 99% der Félle. Schlégt sie fehl, kann
dies leicht festgestellt werden und wieder auf die Algorithmen von Yen und
Lawler zuriickgegriffen werden.

8.3 Weitere Aussagen zu
k-kiirzeste-Wege-Problemen

Die oben angegebenen Laufzeiten beziehen sich alle auf Graphen mit positi-
ven Kantengewichten. Uber Potentialfunktionen lassen sich die Algorithmen
leicht auf Graphen mit negativen Kantengewichten erweitern.

Satz 8.5 Sei A ein k-kiirzeste-Wege-Algorithmus fiir Graphen mit positi-
ven Kantengewichten und Laufzeit O(f(n,m,k)), so ldsst sich mit A in
beliebigen Graphen (ohne negative Zyklen) das k-kiirzeste- Wege-Problem in
O(nm + f(n,m,k)) Schritten losen.

Beweis: Man berechne wie in Lemma 3.14 eine Potentialfunktion 7(-), so-
dass im reduzierten Graphen G, die Kantengewichte positiv sind. Nach Lem-
ma 3.5 bleibt die Ordnung der Wegléngen erhalten, sodass die k£ kiirzesten
Wege in G und G, identisch sind. O

In azyklischen Graphen sind beide Problemvarianten (mit und ohne erlaubte
Zyklen) identisch, sodass hier stets die schnelleren Algorithmen fiir das un-
eingeschréankte k-kiirzeste-Wege-Problem zum Einsatz kommen kénnen. Die
k-kiirzesten Wege sind aufgrund des Ausgangsgraphen stets zyklenfrei.
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Ein Problem bei der k-kiirzesten-Wege-Suche in der Anwendung, z.B. bei
Navigationssystemen, ist, dass die néchstkiirzesten Wege sich oft nur minimal
vom kiirzesten Weg unterscheiden (z.B. an einer Autobahnausfahrt abfahren
und an derselben gleich wieder auf die Autobahn auffahren), wihrend in der
Anwendung eher wirkliche Alternativrouten gesucht sind, um z.B. Staus zu
umfahren. [SIIT95] untersuchen dieses Problem, bei dem die Alternativen nur
eingeschréankt mit dem kiirzesten Weg iibereinstimmen diirfen.
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Kapitel 9

Ubersicht iiber weitere Ansiitze
und Problemstellungen

9.1 Algorithmen fiir planare Graphen

Planare Graphen bilden eine wichtige Graphenklasse bzgl. Kiirzeste-Wege-
Probleme. Die asymptotisch effizientesten Algorithmen fiir planare Graphen
lassen sich sehr kurz zusammenfassen. [Fre87] lost das APSP-Problem in
planaren Graphen mit nichtnegativen Kantengewichten optimal in O(n?).
Da mit Hilfe des Bellman-Ford-Algorithmus ein SSSP-Problem in planaren
Graphen wegen m € O(n) in O(n?) gelést werden kann, kann mit Hilfe der
damit berechneten Potentialfunktion aus Lemma 3.14 das APSP-Problem
in planaren Graphen mit beliebigen Kantengewichten ohne asymptotischen
Mehraufwand gelost werden. [HKRS97] geben fiir planare Graphen mit nicht-
negativen Kantengewichten einen Linearzeitalgorithmus an und [Kle04] be-
schreibt fiir planare Graphen einen Algorithmus mit Laufzeit O(nlogn). Al-
le diese Algorithmen arbeiten im Wesentlichen auf einem vergleichsbasierten
Modell.

Der Dijkstra-Algorithmus (3.30 mit Lemma 3.34) 16st das SSSP-Problem in
Graphen mit nichtnegativen Kantengewichten mit Heaps in O(nlogn). Da
die Konstante im O(-) sehr klein ist, ist fiir die Praxis dieser Algorithmus
sehr gut geeignet. Die beiden im Folgenden vorgestellten Algorithmen sind
hauptséchlich von theoretischem Interesse, fiir die Praxis sind die Konstanten
im O(+) zu gro8.

Zerfallt ein Graph durch Entfernen weniger Knoten in mehrere Zusammen-
hangskomponenten, so kann man mit Divide-and-Conquer-Ansétzen versu-
chen, die Probleme in den Untergraphen zu lésen und die Teillosungen zu
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einer Gesamtlosung zusammenzufiigen. In planaren Graphen gibt es solche
Separatoren mit relativ wenig Knoten.

Definition 9.1 (Separator) Eine unter Untergraphenbildung abgeschlosse-
ne Graphenklasse G, d.h., falls G; € G und G5 Untergraph von Gy ist, so
gilt auch Gy € G, erfillt ein f(n)-Separatortheorem genau dann, wenn fir
a < 1 fir jeden Graphen G = (V,E) € G eine Zerlegung V = AU BU S mit
|S] € O(f(n)), |A],|B| < an und (Ax BUB x A)NE = existiert.

In der Regel betrachtet man Separatortheoreme mit o = % Man beachte
jedoch, dass ein Separatortheorem fiir & = 1 — ¢ durch rekursive Anwendung
auf die entstehenden Komponenten eines fiir a = % impliziert! Die Grofle des
Separators steigt dabei nur um einen konstanten Faktor an.

Fiir planare Graphen wurde zunéchst von [LT79] und [LT80] das folgende
Separatortheorem gezeigt.

Satz 9.2 (Separatortheorem fiir planare Graphen) Jeder planare
Graph G = (V,E) hat eine Zerlegung V = AU B U S mit |S| < 2v/2/n,
|A[,|B] < 2n und (A x BUB x A)N E = 0. Der Separator S lisst sich in
Linearzeit konstruieren.

Die Konstante 2v/2 wurde von [DVO7] auf 2, in ungerichteten Graphen so-
gar auf 1/2/3 + 1/4/3 ~ 1.97 reduziert (die Konstruktion erfolgt ebenfalls
in Linearzeit), ebenfalls von Djidjev ([Dji82]) stammt die untere Schranke

IWAamV/3y/n ~ 1.56y/n.

Die Algorithmen von [Fre87] und [HKRS97| basieren auf Separatoren, sie sind
jedoch sehr komplex. Wir geben daher hier nur sehr kurze Beschreibungen
an. Der Algorithmus von [Fre87] 16st in planaren Graphen das SSSP-Problem
in O(ny/logn) (eine detaillierte Darstellung findet sich z.B. in [Lew97]). Dazu
wendet dieser die Separatortheoreme von [LT79] und [LT80] rekursiv an und
erhélt so eine Aufteilung in Regionen mit je logarithmisch vielen Knoten.
Diese Aufteilung lésst sich so berechnen, dass der Grofiteil der Knoten un-
tereinander und nur wenige mit Knoten aus den Separatoren verbunden sind.
Jede Region wird dann nochmals in noch kleinere Parzellen aufgeteilt. Zwi-
schen denen zu einer Parzelle angrenzenden Separatorknoten werden dann
jeweils paarweise die kiirzesten Verbindungen berechnet. Durch die geringe
Anzahl der Knoten in diesen Parzellen bleibt der Aufwand gering. Mit Hil-
fe einer auf diese zweistufige Zerlegung ausgerichteten Datenstruktur kann
[Fre87] dann das SSSP-Problem in O(ny/logn) 16sen.

Mit einer dreistufigen Zerlegung und einem dhnlichen Ansatz 16st [Fre87] das
APSP-Problem optimal in O(n?).
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Ebenfalls auf solchen mehrstufigen Separatorzerlegungen baut der Algorith-
mus von [HKRS97] auf. Wiahrend [Fre87] entfernungssetzend arbeitet (vgl.
Abschnitt 3.4), ist der Algorithmus von [HKRS97] entfernungskorrigierend
(vgl. Abschnitt 3.3), d.h. die von den Knoten ausgehenden Kanten miissen
gef. mehrfach betrachtet werden. Aufgrund der Eigenschaften der Separator-
zerlegung und einer geschickten Aufteilung der decrease key(-)-Aufrufe bleibt
die Laufzeit aber sogar linear.

Wiéhrend in allgemeinen Graphen das SSSP-Problem fiir Graphen mit be-
liebigen Kantengewichten gegeniiber dem fiir nichtnegative Kantengewichte
deutlich schwieriger ist, gibt [Kle04] einen effizienten Algorithmus an, der das
Problem auf planaren Graphen mit beliebigen Kantengewichten in O(nlogn)
16st (oder einen negativen Zyklus erkennt) und somit nur wenig langsamer
als der Algorithmus von [HKRS97] fiir planare Graphen mit nichtnegativen
Kantengewichten ist. Wahrend [Fre87] und [HKRS97] nur die Separatorei-
genschaften ausnutzen, basiert der Algorithmus von [Kle04] sehr stark auf
die Einbettung des planaren Graphen in die Ebene.

9.2 Algorithmen fiir fast azyklische Graphen

Fiir azyklische Graphen haben wir in Abschnitt 3.4.1 einen Linearzeit-Algo-
rithmus vorgestellt. Dies lasst hoffen, dass fiir Graphen, die nach Entfernen
weniger Kanten azyklisch wéren, schnellere Algorithmen als fiir allgemeine
Graphen existieren.

[AK94] stellen einen Algorithmus vor, der &hnlich wie der Linearzeitalgo-
rithmus aus Abschnitt 3.4.1 funktioniert. Solange Knoten ohne noch nicht
betrachtete eingehende Kanten existieren, werden diese wie im azyklischen
Fall behandelt. Nur sonst werden Knoten iiber delete_min(-) ausgewihlt. Die
D(:)-Werte werden mit einer Variante der Fibonacci-Heaps verwaltet. Sind
im Laufe des Algorithmus n < n delete_min(-)-Operationen nétig, so ist die
Laufzeit O(m + nlogn). Die im O(-) versteckte Konstante ist vergleichbar
mit der bei normalen Fibonacci-Heaps, sodass diese Variante nie wesentlich
langsamer als die Dijkstra-Implementierung mit Fibonacci-Heaps ist. Bei azy-
klischen Graphen ist 7 = 0 und die Laufzeit linear. [AK94] erwarten fir fast
azyklische Graphen, dass n klein gegeniiber n ist, ohne dies jedoch mit wei-
teren Argumenten belegen zu konnen.

[Tak98a] nehmen die Anzahl der Knoten der groBten starken Zusammen-
hangskomponente n.y. als Ma8 fiir die Azyklizitat. Bei azyklischen Graphen
ist dieses MaB 1, bei stark zusammenhéngenden Graphen n. Der Algorithmus
basiert auf zwei Beobachtungen:
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1. Fasst man die starken Zusammenhangskomponenten jeweils zu einem
Knoten zusammen, so ist der entstehende Graph azyklisch.

2. Initialisiert man die SSSP-Suche so, dass die Knoten u einer Teilmenge
U C V mit D(u) = 0 belegt werden, so geben die berechneten Werte die
kiirzeste Entfernung zu dem jeweils néchstgelegenen Knoten aus U an,
analog kann man die Knoten v € U mit einem Potential belegen, sodass
die kiirzesten Wege unter Beriicksichtigung dieser Potentiale berechnet
werden.

Das Vorgehen ist nun wie folgt: Die starken Zusammenhangskomponenten
werden bzgl. des zugrunde liegenden azyklischen Graphen (obige Beobach-
tung 1) topologisch sortiert und nun in dieser Reihenfolge bearbeitet. Die
aus der starken Zusammenhangskomponente hinausfithrenden Kanten set-
zen die Potentiale fiir die SSSP-Suche innerhalb der néchsten zu untersuchen-
den starken Zusammenhangskomponenten. Neben dem linearen Aufwand fiir
die Berechnung der topologischen Sortierung und dem azyklischen Teil des
Algorithmus bleibt die Summe fiir die SSSP-Suchen innerhalb der starken
Zusammenhangskomponenten. Haben diese nq,...,n; Knoten, so folgt der
Gesamtaufwand O(m 4+ n + ¢, (m; + n;logn,)). Da jede Kante nur in ei-
ner starken Zusammenhangskomponente beginnen kann, ldsst sich dies mit
n; < Neye 21 O(m+n—|—2f:1 n;log neye) = O(m~+nlog ney.) zusammenfassen.

Verwendet man den Algorithmus von [AK94] statt der normalen SSSP-Suche
innerhalb der starken Zusammenhangskomponenten, ergibt sich ein Aufwand
von O(m + nlogn) mit 7 < min{n, ney.}.

[ST03] schlagen vor, den Graphen in azyklische Teilgraphen zu zerlegen. Ist
so eine Zerlegung in r Teilgraphen gegeben, so lésst sich das SSSP-Problem
in O(m + rlogr) l6sen. Die Berechnung einer optimalen Zerlegung (mit mi-
nimalem r) benétigt jedoch zusétzlich O(nm).

Die obigen Algorithmen arbeiten nur auf Graphen mit positiven Kanten-
gewichten. Wir beschreiben nun noch kurz eine modifizierte Variante des
Bellman-Ford-Algorithmus nach Goldberg und Radzik ([GR93]), die in be-
liebigen Graphen den Worst-Case von O(nm) beibehélt, aber in azyklischen
Graphen die kiirzesten Wege in Linearzeit berechnet. Die Grundidee des Al-
gorithmus ist die Beobachtung, dass — wenn die Kante uv verkiirzend ist —
man den Knoten u vor dem Knoten v betrachten sollte, weil sich D(v) beim
Betrachten des Knotens u verringern wird. Um dies zu erreichen arbeiten
[GR93] in Phasen &hnlich wie im Bellman-Ford-Algorithmus. In jeder Phase
wird die Menge M der Knoten betrachtet, deren D(-)-Werte in der vorherge-
henden Phase reduziert wurden. Ahnlich wie in Goldbergs Skalierungsalgo-
rithmus aus Abschnitt 6.2 wird nun ein Graph G <¢ sz betrachtet: Zunéchst
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werden die Knoten aus M entfernt, die keine ausgehenden verkiirzenden Kan-
ten haben. Nun betrachten [GR93] die von den verbleibenden Knoten aus M
tiber Kanten mit () < 0, 7(-) := D(-) erreichbaren Knoten. In diesem
Teilgraphen werden wie in Abschnitt 6.2 die starken Zusammenhangskom-
ponenten berechnet, gegf. Komponenten auf einen Knoten zusammengezogen
und in dem azyklischen Graphen Gr<osz in der Reihenfolge einer topolo-
gischen Sortierung der Knoten aus M bzgl. G,<¢sz die Potentialfunktion
und damit die D(:)-Werte in G angepasst. Die Korrektheit folgt dhnlich wie
bei Bellman-Ford: Nach ¢ Phasen sind mindestens die ¢ ersten Ebenen des
Kiirzeste-Wege-Baums korrekt berechnet.

In der Praxis erweist sich diese Variante als sehr robust und ist bei der um-
fangreichen Untersuchung von [CGR96| zwar nicht fiir viele Graphenklassen
der beste Algorithmus, er verliert aber gegeniiber den besten Algorithmen
nur einen kleinen Faktor. Sind die Eigenschaften der Graphen a priori nicht
bekannt, ist dieser Algorithmus also eine sehr gute Wahl. Kein anderer Al-
gorithmus war in den Untersuchungen von [CGR96] &hnlich robust!

9.3 Geometrische Beschleunigungsverfahren

In diesem Abschnitt wird ein Ansatz von [SWWO00], [Sch00Ob] und [WWO03]
vorgestellt, mit dem die Anzahl der bei der kiirzesten Wege Suche betrachte-
ten Kanten deutlich reduziert werden kann. Der Ansatz ist kein eigenstéandi-
ger Algorithmus sondern vielmehr eine Beschleunigung, die bei fast allen
SSSP-Algorithmen angewendet werden kann, wenn nur der kiirzeste Weg zu
einem Zielknoten gesucht wird (SPSP-Problem).

Die Idee ist dabei, nicht alle ausgehenden Kanten eines Knotens zu betrach-
ten, sondern nur die, die auf dem kiirzesten Weg liegen konnten. Dazu werden
in einer Preprocessingphase fiir jeden Knoten u zu jeder Kante uv die Menge
der Knoten gespeichert, zu denen ein kiirzester Weg fiihrt, der mit dieser
Kante uv beginnt. Im Ablauf des Kiirzeste-Wege-Algorithmus werden dann
die Kanten ignoriert, fiir die der Zielknoten nicht in der vorberechneten Men-
ge liegt. Das Abspeichern aller Knoten an jeder Kante wiirde gesamt O(nm)
Platz bendtigen — mehr als die O(n?) fiir das Abspeichern aller kiirzesten
Entfernungen. Deshalb beschréanken sich die Autoren darauf, mit O(1) Platz
pro Kante eine Obermenge der Knoten zu beschreiben, die iiber diese Kante
auf einem kiirzesten Weg zu erreichen sind.

Sie untersuchen dazu unter anderem Winkelsektoren, Kreise, Rechtecke in
verschiedenen Varianten. In Experimenten hat sich dabei das einfache um-
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fassende Rechteck als im Mittel am Besten geeignet herausgestellt. Es be-
schreibt die Knotenmengen zwar nicht immer optimal, ist aber sehr effizient
zu iberpriifen. Der Dijkstra-Algorithmus wurde dadurch in den Experimen-
ten auf realen Straflen- bzw. Eisenbahngraphen um Faktoren von etwa 10 bis
20 beschleunigt.

Eine Kombination mit zielgerichteter Suche (z.B. A*-Heuristik, Abschnitt
3.4.4) oder beidseitiger Suche (Kapitel 4) ist moglich.

Obwohl in der Praxis im Mittel eine deutliche Beschleunigung erreicht wird,
wird der Worst-Case durch die Verfahren nicht verbessert. Da die Beschrei-
bung der Knotenmenge auf geometrischen Eigenschaften des Graphen ba-
siert, lassen sich stets leicht Beispiele konstruieren, sodass in jedem Schritt
alle ausgehenden Kanten betrachtet werden miissen — z.B. Graphen, bei de-
nen die Wege wie in einem Schneckenhaus spiralférmig verlaufen, sodass eine
einfache geometrische Beschreibung z.B. mit Rechtecken nicht moglich ist.

9.4 Der Component-Tree

Die in Abschnitt 5.4 beschriebenen Ideen von [Din78] hat [Tho99] rekursiv an-
gewendet und somit ein Linearzeitverfahren fiir das SSSP-Problem mit ganz-
zahligen positiven Kantengewichten in ungerichteten Graphen entwickelt.

Ahnlich wie im Kaliberlemma 5.8 sagt Thorup aus, dass, falls zwei Knoten-
mengen nur durch Kanten mit Gewicht v(-) > ¢ verbunden sind, in der einen
Knotenmenge fiir Knoten ggf. schon D(-) = d(-) garantiert werden kann,
auch wenn diese Werte um bis zu ¢ groBer als min(D(R)) sind.

Im Prinzip wird dabei der Graph bzgl. der Bindrdarstellung der Kanten-
gewichte separiert. Der Component-Tree ist im Wesentlichen ein minimaler
Spannbaum. Sind im Spannbaum zwei Knoten nur durch Kanten mit v(-) > ¢
verbunden, so gilt dies auch im Graphen selbst. Thorup teilt den Graphen da-
mit in Knotenmengen ein, die untereinander jeweils mit Kanten mit () < 2°
verbunden sind. Die Kiirzeste-Wege-Suche wird so zur Traversierung dieses
Component-Tree.

Die Verwendung von Atomic Heaps ([FW94)), die erst ab n > 2'2* definiert
sind, lasst dieses aber als ein rein theoretisches Resultat erscheinen. [AI00]
und [Hag00] schlagen Anderungen vor, um die Beschrinkung auf solche un-
realistischen Groflen unter Beibehaltung der Linearzeit im Worst-Case zu
beseitigen. So implementiert sind die Konstanten im O(-) der Laufzeit aber
so grof}, dass [AIOO] fiir die Praxis weiterhin keine (sinnvolle) Anwendung
sieht.
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Interessant ist der Component-Tree insofern, dass man ihn als Preprocessing
auffassen kann — er ist unabhéngig vom Start/Zielknoten. [Pet02], [Pet04] ge-
ben z.B. einen SSSP-Algorithmus im vergleichsbasierten Modell fiir reellwer-
tige positive Kantengewichte an, der nur O(m+nloglogn) Schritte benétigt,
wenn der Component-Tree bereits gegeben ist. Daher ist der Component-
Tree-Ansatz auch interessant, wenn man mehrere kiirzeste Wege berechnen
will, Experimente in [PRS02] bestétigen dies.

Obwohl dieser Ansatz im RAM-Modell auf ungerichteten Graphen zu einem
optimalen O(m)-Algorithmus gefiihrt hat, hilft er bei der Suche nach einem
besseren vergleichsbasierten SSSP-Algorithmus nicht weiter. [Pet04] (auch
[Pet03]) zeigt selbst fiir den ungerichteten Fall eine untere Schranke von
Q(m + nlogn) Schritten fiir die Berechnung des Component-Tree, sodass
dieser Ansatz im vergleichsbasierten Modell asymptotisch nicht schneller als
der Dijkstra-Algorithmus mit Fibonacci-Heaps sein kann.

9.5 Ausblick

Die verfiigbare Literatur zu Kiirzeste-Wege-Algorithmen scheint uferlos. Oh-
ne zu sehr ins Detail zu gehen seien hier noch weitere Problemstellungen und
Ansitze samt Literaturverweisen gegeben.

Average-Case-Verhalten von Kiirzeste-Wege-Algorithmen

Theoretisch fundierte Untersuchungen zum Average-Case-Verhalten von
Kiirzeste-Wege-Algorithmen gibt es vergleichsweise wenig. Neben den in Ab-
schnitt 5.4 genannten Average-Case-Linearzeit-Algorithmen von Goldberg,
Hagerup und Meyer ([Gol04], [Hag04], [Mey01]) und den im Abschnitt 7.3 ge-
nannten APSP-Verfahren ([HZ85], in Verbindung mit [KKP93] und [McG95],
sowie [MT87]), seien dem interessierten Leser hier noch die Arbeiten von
Priebe ([Pri01], [CFMPO0O0]) und Meyer ([Mey02], [Mey03]) genannt, die obe-
re und untere Schranken fiir das Average-Case-Verhalten einiger Kiirzeste-
Wege-Algorithmen beweisen und auf weitere Artikel verweisen.

Algorithmen mit Preprocessing und sublinearen Antwortzeiten
Speziell in Anwendungen wie Navigationssystemen oder Fahrplanauskunfts-

systemen wird man auf demselben Graphen viele Kiirzeste-Wege-Berech-
nungen durchfithren wollen. Eine Moglichkeit wére, mit einem APSP-Algo-
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rithmus alle Wege zu berechnen und sich in O(n?) Platz die Kiirzeste-Wege-
Baume und Entfernungen zu merken. Die kiirzesten Entfernungen kénnen
dann optimal in O(1) und der kiirzeste Weg w in O(|w|) ausgegeben werden.
Dieser Platz steht in der Regel nicht zur Verfiigung, sodass Datenstrukturen
entwickelt werden miissen, die mit moglichst wenig Platz die Kiirzeste-Wege-
Suche moglichst effizient beschleunigen.

Es ist hier im Wesentlichen zu unterscheiden, ob exakte Losungen erforder-
lich sind oder Néaherungslosungen ausreichen. Oft werden dabei hierarchische
Ansitze verfolgt. Viele Veroffentlichungen bleiben dabei auf einem sehr inge-
nieurméfigen Level — oft wird nicht einmal angegeben, wie gut oder schlecht
die gefundenen Losungen sind. [Buc00] beschreibt einige theoretisch fundier-
te Ansétze und gibt weitere Literaturhinweise. Einige neuere Ansétze sind in
[DPZ00], [Kle02] und [ThoO1] fiir planare Graphen und in [EP04], [Hol03],
[PSWZ04], [SWZ02] und [TZ01] fiir allgemeine Graphen zu finden. Weitere
Literaturhinweise gibt auch [Zwi01].

Dynamische Verfahren zur Kiirzeste-Wege-Berechnung

In vielen Anwendungen, z.B. bei Navigationssystemen, ergeben sich Ande-
rungen der Kantengewichte (z.B. durch temporéire Geschwindigkeitsbegren-
zungen oder Sperrung von Strafienabschnitten). Der Natur nach handelt es
sich auch hier um Verfahren, die in einer Preprocessingphase Datenstruk-
turen aufbauen, um danach kiirzeste Wege schnell berechnen zu koénnen.
Waren im vorhergehenden Abschnitt die Datenstrukturen statisch, so sollen
hier nun zusétzlich Anderungen in den Graphen in diesen Datenstrukturen
schnell nachvollzogen werden, sodass die Preprocessingphase nicht von null
neu beginnen muss.

Fiir planare Graphen gibt [DPZ00] Algorithmen an. [AMO93] gibt in den
Ubungen zu den Kapiteln 4 und 5 Literaturhinweise wie sich die kiirzesten
Wege verandern, wenn sich Kantengewichte &ndern oder Kanten hinzugefiigt
bzw. geloscht werden.

Weitere

Die Liste liele sich fast endlos weiterfithren, es seien hier nur noch einige
Beispiele genannt.

Die meisten hier vorgestellten Algorithmen sind sehr auf sequentielle Verar-
beitung ausgerichtet. Eine parallele Verarbeitung ist nur an wenigen Stellen
moglich (z.B. beim Betrachten der von einem Knoten ausgehenden Kanten).
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Die Arbeiten von Meyer ([Mey02] und [MS03]) geben neben weiteren Lite-
raturhinweisen einen guten Einblick in das Gebiet der parallelen Kiirzeste-
Wege-Berechnung.

In Bdumen sind Wege eindeutig — damit auch die kiirzesten Wege. Nach
einer Preprocessingphase mit linearer Laufzeit und linearem Speicherbedarf
konnen die kiirzesten Entfernungen in konstanter Zeit und die zugehorigen
Wege w in O(|w|) ausgegeben werden ([Buc00]). Dies motiviert Algorithmen,
die in ,,bauméhnlichen“Graphen effizient kiirzeste Wege berechnen. Die Ar-
beiten von Bodlaender ([Bod93], [Bod97]) geben einen guten Uberblick iiber
Eigenschaften und Resultate bzgl. Graphen mit kleiner ,,Baumweite“. Die
Arbeiten von Chaudhuri et.al. ([CZ00], [CZ98]) beschéftigen sich speziell mit
sequentiellen und parallelen Algorithmen zur Kiirzeste-Wege-Berechnung in
solchen Graphen.

[BCKMO1] geben eine Prioritdtswarteschlange fiir ganzzahlige positive Ge-
wichte an, die O(1) Aufwand fiir alle (hier benétigten) Operationen hat —
somit ist die Kiirzeste-Wege-Berechnung in Linearzeit moglich. Die Daten-
struktur bendétigt aber ein nicht standardméafBiges Speichermodell: Norma-
lerweise besteht eine Speicherzelle aus einer Folge von Bits, die nur in die-
ser Speicherzelle vorkommen. Bei dem von [BCKMO01] verwendeten Modell
konnen einzelne Bits Teil mehrerer Speicherzellen sein. Wird das Bit an ei-
ner Stelle gedndert, d&ndert es sich an anderen automatisch mit, sodass es auf
heutigen Rechnern keine effiziente Implementierung der Datenstruktur gibt.
Eine Festverdrahtung als Hardware ist jedoch denkbar.

Bei Fahrplanauskiinften ergeben sich zusétzliche Anforderungen an die Mo-
dellierung: Zum einen héngt die Suche von dem Zeitpunkt ab, fiir den eine
Verbindung gesucht wird, zum anderen moéchte man dabei die Verbindung
bestimmen, die bei gleicher Ankunftszeit moglichst spét abféahrt. [PS97] ge-
ben einen Uberblick iiber Algorithmen in diesem Bereich. [PSWZ04] und
[SWZ02] versuchen mit hierarchischen Ansétzen effiziente Algorithmen hier-
fiir zu entwickeln.

In manchen Anwendungen ist der normale Begriff des Graphen nicht mehr
geeignet: Sollen z.B. Roboter sich in der Ebene bewegen, so bestimmen Hin-
dernisse die moglichen Bewegungen. [HS99] und [CM99] beschreiben Algo-
rithmen, um in solch einem Szenario kiirzeste Wege zwischen zwei Punkten
in der Ebene unter Beriicksichtigung von Hindernissen — gegeben als geome-
trische Objekte — zu berechnen. [Mit00] gibt in seiner umfangreichen Arbeit
einen Uberblick fiir diverse Varianten der Kiirzeste-Wege-Berechnung in der
Ebene an — das Literaturverzeichnis umfasst 395 Eintrége.

139



9.6 Offene Probleme

Im Laufe dieser Arbeit sind einige Ideen und Fragestellungen entstanden, die
noch nicht zu verdffentlichungsreifen Ergebnissen gefithrt werden konnten.

Beim generischen Algorithmus 3.18 wurde eine Schranke von O(271°6™) Tte-
rationen bewiesen, dieses lésst sich unter Beriicksichtigung der Kantenanzahl
auf O(2"1°8 (/")) verbessern. [AMO93] behaupten eine Schranke von O(2")
Iterationen, bezichen sich dabei aber auf [GP86], die diese Schranke nur fiir
die modifizierte Variante angeben. Fiigt man in die Worst-Case-Beispiele
zum D’Esopo-Pape-Algorithmus (Abbildungen 3.5 bis 3.8) auch Kanten von
grofleren zu kleineren Indizes hinzu, so kann man Beispiele konstruieren,
die doppelt soviele Iterationen benotigen wie der Worst-Case des modifizier-
ten generischen Algorithmus. Die obere Schranke ist dann aber immer noch
O(2™). Es ist uns nicht bekannt, ob ein Beweis fiir O(2") Iterationen fiir den
generischen Algorithmus gefiihrt werden kann oder ob es Beispiele mit w(2")
Iterationen gibt.

In Lemma 3.14 haben wir eine konsistente Potentialfunktion in O(nm) kon-
struiert. Lasst sich auf einem anderen Weg eine konsistente Potentialfunkti-
on in o(nm) konstruieren, die die kiirzesten Entfernungen ggf. auch unter-
schitzen darf (vgl. Bemerkung 3.12), so wire eine Berechnung der kiirzesten
Wege in Graphen G mit beliebigen Kantengewichten in o(nm) moglich, in-
dem statt in G die kiirzesten Wege in G, — v(-) > 0, da 7(-) konsistent
— berechnet werden. Die Wahlmoglichkeiten fiir die Potentialfunktionen 7w
sind innerhalb der starken Zusammenhangskomponenten nicht grof3, da nach
Lemma 3.3 die Gewichte von Zyklen gleich bleiben — hat ein Zyklus in G
Lange 0, so miissen die reduzierten Kantengewichte in G auf diesem Zyklus
alle 0 sein, d.h., wird = (+) fiir einen Knoten des Zyklus festgelegt, sind damit
auch die Werte 7(-) fiir die anderen Knoten des Zyklus bestimmt.

Im selben Zusammenhang stellt sich die Frage, ob die Potentialfunktion in
Lemma 3.14 bestimmte Eigenschaften erfiillt, z.B. die Maximierung der redu-
zierten Kantengewichte oder dhnliches. Innerhalb starker Zusammenhangs-
komponenten sind solche Eigenschaften denkbar. Sonst kann fiir die Kante uv
z.B. das Potential 7(v) beliebig klein gewdhlt werden, sodass 7, (uv) beliebig
grof} wird.

Beim Algorithmus von D’Esopo und Pape (Abschnitt 3.3.2) haben wir ange-
merkt, dass der Algorithmus in Graphen mit hiufig verletzter eingeschrankter
Dreiecksungleichung, d.h. y(uw) > v(uv) + dist(v, w), zu langen Laufzeiten
tendiert, da nach dem Bearbeiten der von u ausgehenden Kanten die Schritte
von w aus umsonst ausgefiithrt werden, da spéter D(w) iiber den Weg iiber
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v wieder verringert wird. Ist y(uw) < vy(uv) + dist(v, w) fir alle u,v,w € V
erfiillt, so kann jede Kante im Graphen auch Teil eines kiirzesten Weges sein —
dies ist bei den Worst-Case-Beispielen nicht der Fall gewesen. Wir vermuten,
dass die Laufzeit dann polynomiell beschréankt ist. Die von uns konstruierten
Beispiele haben nie mehr als quadratisch viele Iterationen benotigt.

Beim Dijkstra- und A*-Algorithmus werden die Knoten bzgl. d(-) bzw.
d(-) + eAd() in monoton aufsteigender Reihenfolge ausgewihlt. Bei Auswahl
nach Dinitz ist dieses bzgl. |d(-)/vmn] der Fall. Dies lisst folgende Vermu-
tung zu: Erfolgt die Auswahl eines Knotens aus R aufgrund der Wahl des
Minimums von f(D(R)), so gilt fiir die ausgewihlten Knoten D(-) = d(-)
genau dann, wenn die Werte f(D(+)) der ausgewéhlten Knoten eine monoton
steigende Folge bilden. Gilt dies fiir beliebige Funktionen f(-)?

Der Skalierungsalgorithmus nach [Gol95] nutzt in dem SSSP-Algorithmus
fiir 4(-) > — 1 nicht aus, dass die kiirzesten Wege alle Lange von hochstens
0 haben. Lésst sich dies z.B. iiber Ansétze wie bei den azyklischen Gra-
phen ausnutzen? Die y/n Iterationen, die [Gol95] braucht, lassen gegeniiber
der einen bendétigten Iteration, falls die kiirzesten Wege alle nur Kanten mit
Y=(-) € {—1,0} benutzen, scheinbar viel Spielraum fiir Verbesserungen —
leider konnten zu jedem Ansatz bisher Gegenbeispiele konstruiert werden.
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Kapitel 10

Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben iiber den generischen Kiirzeste-Wege-Algorithmus die meisten
geldufigen Algorithmen hergeleitet und durch die gezeigten Zusammenhénge
vereinfacht bewiesen.

Wir haben gezeigt, dass der klassische Ansatz bei der beidseitigen heuri-
stischen Suche zur exakten Losung des SPSP-Problems keine Vorteile brin-
gen kann. Im Gegensatz dazu bringt die beidseitige heuristische Suche aber
schnell beweisbar gute Naherungen — diese diirften in der Praxis nicht selten
sogar den tatséchlich kiirzesten Weg finden.

Die Bucketstrukturen wurden iiber eine alternative Anwendung des dinitz-
schen Lemmas 5.12 auf reellwertige Kantengewichte anwendbar und haben
so zu verbesserten Algorithmen fiir Graphen mit beliebigen positiven Kan-
tengewichten gefiihrt.

Fiir die k-kiirzeste-Wege-Berechnung haben wir einen fiir das vergleichsba-
sierte Modell optimalen Algorithmus angeben kénnen, wenn der k-kiirzeste-
Wege-Baum explizit berechnet werden soll.

Dariiber hinaus gibt die Arbeit einen weit reichenden Uberblick iiber den
aktuellen Stand auf dem Gebiet der Kiirzeste-Wege-Berechnung — manche
der betrachteten Arbeiten sind bislang nur iiber die Homepages der Autoren
erhéltlich oder die Algorithmen sind erst in diesem Jahre auf Konferenzen
vorstellt worden.

Speziell fiir Graphen mit negativen Kantengewichten scheint noch Verbes-
serungspotential vorhanden zu sein: Zum einen reicht die Berechnung einer
konsistenten Schéitzfunktion in o(nm) bereits aus, um danach auf dem re-
duzierten Graphen mit positiven reduzierten Kantengewichten die kiirzesten
Wege effizient zu berechnen und somit den Bellman-Ford-Algorithmus als
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schnellsten Algorithmus bei beliebigen Kantengewichten abzulésen. Zum an-
deren scheint auch eine Verbesserung des Algorithmus fiir ganzzahlige Kan-
tengewichte moglich. Die Eigenschaften der Graphen in den Teilproblemen
wurden noch nicht vollsténdig genutzt. Die Optimierung der Algorithmen
fiir diese und andere Teilgebiete sollte noch genug Material fiir zukiinftige
Forschung bieten.
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Anhang A

Heaps und Fibonacci-Heaps

In fast allen in dieser Arbeit vorgestellten Kiirzeste-Wege-Algorithmen miis-
sen eine Knotenmenge R und deren Werte D(R) verwaltet werden. Dazu
verwenden wir folgende drei Operationen:

e insert(v, x) fiigt den Knoten v mit Wert D(v) := « in die Menge R ein.

e decrease key(u,v) verringert fiir den Knoten v den Wert D(v) auf
D(u) + v(uv), d.h., D(u) + v(uv) muss kleiner als der alte Wert D(v)

sein.

e delete_min(R) gibt einen Knoten v mit Wert D(v) := min D(R) zuriick
und entfernt ihn aus R.

In einem Heap werden dazu zwei Hilfsprozeduren up_heap(-) und
down_heap(-) verwendet, die einen Knoten mit Index k in dem mit dem Ar-
ray assoziierten Bindrbaum mit n Elementen aufsteigen bzw. absinken lassen,
sodass die Heapbedingung dann wieder hergestellt ist.! Die hier nicht niher
spezifizierte Prozedur swap(i,j) vertauscht im Array A die Werte an den
Positionen 7 und j. Ferner sei Ali] := oo, i > n.

Prozedur A.1 up_heap(k)

Pai.1 if (k> 1 and then A[k div 2] > A[k]) then
Pai.la.l swap(k, k div 2); up_heap(k div 2) fi

LA[1] ist die Wurzel des Bindrbaums (Ebene 1), die Elemente A[2'7!] bis A[2° — 1]
bilden von links nach rechts die Ebene ¢ des Bindrbaums. Der Knoten mit Index ¢ hat
dann die Séhne mit Index 2¢ und 2¢ + 1 und den Vater mit Index ¢ div 2.
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Prozedur A.2 down_heap(k,n)

Paol if A[2k] < A2k + 1] then h:= 2k else h := 2k + 1 fi;
Pa2.2 if A[k] > A[h] then swap(k, h); down_heap(h,n) fi

Die drei oben genannten Prozeduren lassen sich dann leicht implementieren:
insert(-) fiigt das Element am Ende ein und lidsst es mittels up_heap(-) an die
richtige Stelle aufsteigen. Der geénderte Knoten nach einem decrease key(+)
steigt ebenso mittels up_heap(-) an die richtige Stelle auf. Das delete_min(-)
iiberschreibt die Wurzel mit dem letzten Element des Heaps und lasst dieses
dann mittels down_heap(-) an die richtige Stelle absinken. Diese Operatio-
nen benétigen pro Ebene jeweils konstanten Aufwand. Da die Hohe eines
vollstandigen Bindrbaums logarithmisch beschrénkt ist, betréigt der Aufwand
jeweils O(logn).

Fibonacci-Heaps (wir orientieren uns an der Darstellung von [Die04]) ver-
bessern diese Schranken auf O(1) fiir insert(-), decrease key(-) (und O(logn)
fiir delete_min(+)) im Sinne einer amortisierten Zeitabschétzung, d.h., man
betrachtet nicht mehr den Aufwand jeder einzelnen Operation, sondern den
Gesamtaufwand einer beliebigen Folge von Operationen und bestimmt dann
fiir jede Operation den Aufwand im Mittel.

Ein Fibonacci-Heap ist eine Liste von knotenbeschrifteten Baumen, die je-
weils die Heapbedingung erfiillen (fiir alle Kinder j des Knotens i gilt
D(i) < D(j)). Da die Anzahl der Kinder sich im Laufe der Operationen
verdndert, werden die Eltern-Kind-Beziehungen durch Zeiger realisiert und
konnen nicht wie beim oben vorgestellten Heap iiber einem Feld realisiert
werden.

Jeder Knoten (bis auf die Wurzeln der Bdume) kann eine Marke tragen.
Ein Knoten ist genau dann markiert, wenn er durch eine decrease key(-)-
Operationen schon ein Kind verloren hat. Fiir jeden Knoten v ist der Rang
rank(v) durch die Anzahl seiner Kinder bestimmt. Durch die Markierungen
wird gewéhrleistet, dass die Anzahl der Knoten in einem Baum relativ gross

bleibt.>
Die Operation insert(v, z) fiigt den Knoten v am Ende der Liste an.

Die Operation delete_min(-) ist die einzige, die die Anzahl der Bédume in der
Liste verringert.

2Wir werden spéter einen exponentiellen Zusammenhang zwischen der Anzahl der Kin-
der eines Knotens und der Anzahl der Knoten im gesamten Unterbaum zeigen, sodass fiir
den maximalen Rang ryax(n), der in einem Fibonacci-Heap mit n Elementen auftreten
kann, ryax(n) € O(logn) gilt.
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Funktion A.3 delete_min(R)

Fas.l v :=v mit D(v) = min{D(r) | r ist Wurzel eines Baums};
F43.2 Losche vy,; for all Kinder v von vy, do
F43.2.1 hénge den Unterbaum mit Wurzel v" an die Liste an od
Fa3.3 Erstelle L[0..rmpax(n)] mit L[i] = {Liste der Biume mit Rang i};
Fa3.4 fori:=0 to ry.x(n) do
Fa3.4.1 while |L[i]| > 2 do
Fa3.4.1.1 Entnehme zwei Biume aus L[i].

Hénge den Baum mit dem groBleren Wurzel-Schliisselwert

Fa3.4.1.2 direkt unter die Wurzel des anderen Baumes und
fiige diesen neuen Baum in L[i 4 1] an.

FA.3.4.1 od

Fy3.4 od;

F43.5 return vy,

Nach delete_min(-) gibt es zu jedem Rang noch hochstens einen Baum, ins-
besondere ist die Zahl der Baume durch 7., (n) + 1 beschrankt.

Die decrease key(-)-Operation verkleinert den Wert D(+) eines Knotens v von
D(v) > D(u)+7(uv) auf D(v) := D(u)+vy(uv). Dabei werden Unterbaume ab-
geschnitten und an die Liste der Baume angehéngt sowie Marken eingefiihrt
bzw. wieder entfernt.

Prozedur A.4 decrease key(u,v)

Pas.l D(v) :=D(u) + vy(uv); if v ist nicht Wurzel eines Baumes then
Pa4.1b.1  Sei vvqvy. .. v, der Weg im Fibonacci-Heap zur Wurzel vy;
P44.1b.2 Trenne den Unterbaum mit Wurzel v ab;

P44.1b.3 Hénge ihn an die Liste der Baume;

Pa4.1b.4  Entferne ggf. die Marke von v;

Pa4.1b.5 i:=1; while v; hat eine Marke do

P44.1b.5.1 Trenne den Unterbaum mit Wurzel v; ab;

P44.1b.5.2 Hange ihn an die Liste der Bdume;

Pa4.1b.5.3 Entferne die Marke von v;; ¢ :== i + 1;

Pa4.1b.5 od;
P44.1b.6  Markiere v;, falls v; keine Wurzel ist
Pass.1 fi

Ist v Wurzel, so kann v verringert werden, ohne die Heap-Bedingung zu
verletzen, sonst werden auf dem Weg zur Wurzel alle markierten Knoten zu
eigenen (unmarkierten) Baumen — die Schleife bricht spétestens mit i = k ab,

147



weil v;, als Wurzel nicht markiert ist. Da v nicht unbedingt eine Marke trug,
werden also k — 1 oder k Marken entfernt und 1 oder 0 Marken hinzugefiigt.
Die Anzahl der Marken sinkt um mindestens & — 2.% Der Aufwand betrigt
k + O(1) Schritte. Die Anzahl der Baume ist um k gestiegen.

Zur Abschéitzung der Laufzeiten benotigen wir Aussagen iiber die Anzahl der
Knoten in den Unterbdumen vom Rang i.

Lemma A.5 Seien v ein Knoten in einem Fibonacci-Heap und c; der i-te
Knoten, der Kind von v geworden ist, dann hat c¢; mindestens den Rang i —2.

Hat v den Rang k, k > 0, so enthdlt der Unterbaum mit Wurzel k mindestens
Fy11 Knoten. Hierbei ist Fy1 die (k + 1)-te Fibonacci-Zahl (Fy = F} = 1,
Fk+1 = Fk + Fk—l fd?” k Z 1)

Beweis: Zu dem Zeitpunkt, als ¢; unter den Knoten v gehdngt wurde — v
war zu diesem Zeitpunkt Wurzel — hatte v bereits die Kinder ¢y, ...,¢;_1,
der Rang von v war also mindestens ¢ — 1. Da nur Bdume vom gleichen
Rang zu einem Baum vereinigt werden, hatte ¢; zu diesem Zeitpunkt ebenso
mindestens den Rang 7 — 1.

Der Knoten ¢; kann inzwischen maximal ein Kind verloren haben (und wire
dann markiert worden — bei Verlust eines weiteren Kindes wére ¢; selbst
markiert gewesen und von v abgetrennt worden). Es folgt rank(c;) > ¢ — 2.

Sei jetzt By, die Mindestanzahl der Knoten in einem Unterbaum vom Rang k,
k > 0. Wir zeigen durch Induktion nach k, dass By > Fi.1.

Fir £ = 0 und k =1 ist dies wegen By = 1 und B; = 2 korrekt.

Sei jetzt v ein Knoten mit Rang rank(v) = k+ 1, £ > 1 und die Behauptung
richtig fiir die Rénge 0 <1 < k.

Seien cq,...,cky1 die Kinder von v wie oben. Die Knoten ¢; und ¢, kénnen
inzwischen ihre Kinder verloren haben. Die anderen ¢; haben wie oben gezeigt
noch mindestens ¢—2 Kinder. Der Unterbaum von v mit k+1 Kindern besteht
aus der Wurzel v, dem Kind ¢; (ohne Kinder) und den Kindern ¢y, . .., gy,
die zusammen mit ihren Unterbdumen nach Induktionsvoraussetzung jeweils

3Hatte v keine Marke und ist v; nicht die Wurzel, so wurden k —1 = 0 Marken entfernt
und 1 Marke hinzugefiigt. Die Anzahl der Marken sinkt um k& — 2 = —1, steigt also um 1.
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mindestens B;_» > F;_; Knoten beitragen. Es folgt.

k+1 k+1
Byy1 > 2+2Bi—2 > 2+ZF¢—1
=2 =2
k k
=14+> Fi=1+)Y (Fio— Fp1) =1+ Fopo — Fi = Frpo
1=0 1=0

O
Fiir die Fibonacci-Zahlen gilt F),, € O ((HT‘/g)n> Somit gilt fiir den maxi-

malen Rang ryax(n), der in einem Fibonacci-Heap mit n Elementen auftreten
kann, rpmax(n) € O(logn).

Einzelne Fibonacci-Heap-Operationen konnen deutlich langer dauern als in
einem normalen Heap. Wir betrachten hier deshalb eine amortisierte Zeit-
abschitzung. Die Operationen bauen dabei mit nicht genutzte Zeiteinheiten
ein Potential auf, das spateren Operationen zur Verfiigung steht. Dieses Po-
tential ist zu Beginn 0 und muss stets positiv bleiben. Der Aufwand der
Operationen wird iiber das Potential p := T 4 2M amortisiert, wobei T’
die Anzahl der Baume und M die Anzahl der Marken im Fibonacci-Heap
angeben. Eine Erhéhung des Potentials muss also mit Zeiteinheiten bezahlt
werden, die spéteren Operationen dann zur Verfiigung stehen.

Satz A.6 In einer amortisierten Zeitabschdtzung bendtigen die Operatio-
nen in einem Fibonacci-Heap je O(1) fir insert(-) und decrease key(-) sowie
O(logn) fiir delete_min(-).

Beweis: Das Potential p := T + 2M, wobei T' die Anzahl der Baume und
M die Anzahl der Marken im Fibonacci-Heap angeben, ist in einem leeren
Fibonacci-Heap p = 0.

Die Operation insert(-) fiigt einen Knoten als neuen Baum in die Liste an —
Aufwand O(1), Erhohung des Potentials O(1), Gesamtaufwand O(1).

Die Operation decrease key(-) schneidet in k Schritten Unterbdume ab und
fiigt diese an die Liste an, dabei sinkt die Anzahl der Marken um mindestens
k — 2 — Aufwand k + O(1), Erhohung des Potentials um & bzgl. der Anzahl
der Baume, Reduzierung um 2(k — 2) bzgl. der Marken, gesamt Potential-
verdnderung: —k + O(1), Gesamtaufwand k + O(1) — k + O(1) = O(1).

Die Operation delete_min(-) sucht aus 7" Baumen die Wurzel mit kleinstem
Wert, erhoht die Anzahl der Baume um hochstens rp,ax(n), reduziert danach
die Anzahl der Baume auf hochstens rp..(n) + 1 — Aufwand T + O (rpax(n)),
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die Anzahl der Marken bleibt unveréndert, das Potential bzgl. der Anzahl der
Baume sinkt um 7' — O(rpax(n)), Gesamtaufwand O(rp.c(n)) € O(logn). O

Auf den ersten Blick ldsst sich das decrease key(-) auch einfacher imple-
mentieren: Man trenne den Unterbaum an dem Knoten, dessen Wert D(+)
reduziert wurde, ab und hénge ihn als neuen Baum an. Der Aufwand wiére
O(1) und auch das Potential erhoht sich lediglich um 1, sodass a priori auch
so der amortisierte Aufwand O(1) betragt. Dies ist jedoch nicht méglich, da
dann die Anzahl der Knoten in den Unterbdumen nicht mehr exponentiell
sein miisste (Lemma A.5) und somit 7pax(n) und damit auch der Aufwand
fiir delete_min(+) nicht mehr durch O(logn) abgeschétzt werden kénnten.
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