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3. Zur Algebra der Restklassen
3.1 Restklassen bei ganzen Zahlen und Polynomen

A Ideale, Restklassen und Restklassenringe bei ganzen
Zahlen

Def. 3.1: (zweiseitiges) Ideal | in einem Ring R

= eine additive Untergruppe | eines Ringes R = (R;+;*) der Art, dass
gilt: VreR und Viel: rxiel und ixrel.

Bemerkungen:

a) Besteht ein Ideal | = I(x) aus allen Vielfachen eines Elementes
X€R, so wird es als Hauptideal bezeichnet.

b) Die additiven Nebenklassen eines Ringes bzgl. eines Ideales |
heiRen Restklassen.

c) Die Eigenschaften von Nebenklassen (siehe Kapitel 1.3) treffen
voll auf Restklassen zu. Insbesondere ist jedes Ideal auch ein Nor-
malteiler, da die Addition als Gruppenverknupfung kommutativ ist.

d) Liegen zwei Elemente x und y in der selben Restklasse zu einem
Ideal |, so erflllen sie eine Kongruenzrelation "= mod I", welche
auch dle Eigenschaften einer Aquivalenzrelation besitzt, d h. es ist
x =y mod | ("xkongruenty modulo [").

Satz 3.1: (Restklassenringe)

Die Restklassen der Faktorgruppe R/l eines Ringes R bezuglich eines
|deals | bilden ebenfalls einen Ring, den Restklassenring R/I.

Beispiel 3.1 (Einfache Restklassenringe):

a) Im Ring der ganzen Zahlen einschliefdlich der 0 bildet jede Menge
aller Vielfachen einer ganzen Zahl z ein Ideal. So ist beispielsweise
({Ro, Ry, Ry, R3, R } +; *) mit Restklassen R, = {0,5,-5,10,-10,...},

., Ry =1{4,9,-1 14 ,...} ein Restklassenring bzgl des Ideales R,
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b) Seien | =R, ={0,2,-2,4,-4,...} bzw. R, = {1,3,-1,5,-3,...} die Mengen
der geraden bzw. ungeraden ganzen Zahlen. Dann ist die Arithme-
tik des Restklassenringes ({R, R4}; +; *) identisch mit der Arith-
metik modulo 2.

Def. 3.2: Hauptidealring R

= ein Ring R, in dem jedes Ideal | ein Hauptideal ist, d. h.aus allen
Vielfachen r+xa mit reR eines Elementes a€R besteht.

Def. 3.3: Euklidischer Ring R

= ein Hauptidealring R, in dem eine Division mit Quotienten und Rest
sowie eine eindeutige Primzahlzerlegung definiert sind und in dem
zu je zwei Zahlen ein groldter gemeinsamer Teiler (ggT) existiert.

Bemerkung:
Die Menge der ganzen Zahlen bildet einen Euklidischen Ring.

Def. 3.4: Restklasse a modulo m (a mod m)
= zu festem m und a die Menge [a] = {x | x = a + i*xm mit i€Z}.

Def. 3.5: Restklassenring der ganzen Zahlen modulo m

.= der Restklassenring Z modulo m, der durch homomorphe Abbil-
dung aus der Menge Z der ganzen Zahlen entsteht und zum Fak-
torring Z/I(m) isomorph ist, wobei I(m) ein Hauptideal darstellt.

Satz 3.2: (Restklassenring der ganzen Zahlen) - ohne Beweis -

Jede Restklasse im Restklassenring Z modulo m enthalt die 0 oder
eine positive ganze Zahl kleiner als m. Die O liegt im Ideal I(m) und
jede positive Zahl kleiner als m liegt in einer anderen Restklasse.

Bemerkungen:

a) Der Restklassenring Z modulo m ist von der endlichen Ordnung m.
Seine Elemente sind [0], [1], ..., [m-1].
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b) Bei der Schreibweise [a] wird die Kenntnis der Zahl m, welche das
Ideal I(m) und damit den Restklassenring Z modulo m erzeugt,
vorausgesetzt.

Hauptidealring und Euklidischer Ring Z der ganzen Zahlen
,-m, ...,-3,-2,-1,0,1,2,3,... ,m, ...

homomorphel Abbildung

Faktor-Gruppe und Faktor-Ring Z/I(m) und ihre Restklassen

ee,-M,0,mM, 2-m, ... Hauptideal I(m) = [0]
o, -m+1, 1, mH1, 2-m+H1, L. Restklasse [1]
e, -mtM-1, m-1, m+m-1,2-m+m-1, ... Re[?;lia]sse

isomorphe l Abbildung

Restklassen-Ring Z mod m
[0] (= [m], Nullelement), [1], [2], ... , [Mm-2], [m-1]

Bild 3.1 Ring der ganzen Zahlen und Restklassenring Z mod m

Bemerkungen:

a) Das inverse Element zu [a] bzgl. der Addition ist jenes Element
[b] = -[a], fur das gilt [b] + [a] = [b + a] = [m] mit sign(b) = sign(a).
So ergibt sich z. B. fiUr m = 6 das Inverse zu [4] als -[4] = [2], denn
[2] + [4] = [6].

b) Das inverse Element zu [a] bzgl. der Multiplikation existiert nur
dann in eindeutiger Weise fur alle Restklassen, wenn m eine Prim-
zahl ist. Andernfalls gilt namlich das Axiom K3 nicht.

So folgt z. B. fur m = 6 das Inverse zu [3] aus [3]>l<[3]'1 =[1] =[7]-
Dafur existiert aber im Restklassenring Z mod 6 keine LOosung.
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Satz 3.3: (Restklassen-Korper Z modulo m) - ohne Beweis -

Der Restklassenring der ganzen Zahlen Z modulo m ist genau dann
ein Korper, wenn m eine Primzahl p ist (Schreibweise: Z mod p statt
mod m).

Beispiel 3.2 (einfaches Rechnen mit Restklassen):
a) Multiplikation mit Skalaren:

1 2x1 2
2%|3|] modS = |2x3| modS = |1
4 2x4 3

b) Vektoraddition:
(2,3,4,0,3,1)+(1,1,0,2,3,4)mod 5=(3,4,4,2,1,0).

c) Multiplikation modulo 2: Multipliktion im Ring Z
zur Basis 2 und mit Ubertrag:
101100111 %10011 101100111%x10011
101100111 101100111
101100111 101100111
101100111 101100111
1010111011001 1101010100101
d) Division modulo 2; Division im Ring Z:
101111001:10011 = 10100 101111001:10011 = 10011
10011 10011
0010010 00100100
10011 10011
0000101 0100011
positiver oder negativer Rest 10011
Probe: 010000 positiver Rest
10100%x10011+101 mod 2 Probe:
=101111100+101 mod 2 10011 %10011+10000
=101111001 mod 2 =101101001+10000
=101111001.

Def. 3.6: Galoisfeld GF(p)

= ein endlicher Korper, der zum Restklassenkorper Z mod p, mit
Primzahl p, isomorph ist und dessen p Elemente mit 0, 1, ..., p-1
bezeichnet werden.
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Bemerkungen:

a) Jedes Element k eines Galoisfeldes GF(p) reprasentiert eigentlich
die unendlich vielen Elemente k, k-p, k+p, k-2-p, k+2-p, ... mit
0 < k < p, die z. B. bei Rechenoperationen auftreten konnen aber
bzgl. der Rechnung mod p identisch sind.

b) Bei Berechnungen in einem GF(p) ist i. Allg. die Reduktion mod p
fest vorgeschrieben, d. h. alle Ergebniswerte werden nach dem
Ende der Rechenoperationen mod p in das Intervall [0, p-1] abge-
bildet.

c) Die additive Gruppe eines GF(p) besteht aus allen p Elementen
des GF(p) und besitzt demgemal die Ordnung p.

d) Die multiplikative Gruppe enthalt die 0 nicht, d. h. ihre Ordnung ist
p - 1. Alle Elemente in ihr besitzen multiplikative Inverse und hei-
Ren Einheiten.

e) Jeder endliche Korper ist isomorph zu einem Galois-Feld.

Satz 3.4: (zyklische Gruppen in Galois-Feldern)

a) Die additive Gruppe eines GF(p) ist zyklisch, und fur das Inverse
jedes Elementes a ergibt sich -a=p-a mod p.

b) Die multiplikative Gruppe GF(p)\{0} eines GF(p) ist zyklisch, und
fur das Inverse jedes Elementes a ergibt sich a'l=a"? mod p.
Weiter qilt fur jedes Element be GF(p)\{0}: b*1=1 mod p.

Beweis:
Zu a): Fur jedes acGF(p)ist a=1+...+1=a-1Tmodp ,d.h.das
-
a-mal

Einselement erzeugt alle Elemente des GF(p), und damit ist die addi-
tive Gruppe zyklisch.

Dabeiistu.a. p-1=p =0 mod p. Unter Verwendung der Subtraktion
folgt daraus a+ (-a)=0=p mod p,d. h. (-a)=p-amodp.

Zu b): Jedes GF(p) besitzt ein primitives Element a, das die p - 1

von 0 verschiedenen Elemente a®= 1, a’, ..., aP2,der multiplikativen
Gruppe erzeugt (Beweis z. B. in /11/), d. h. GF(p)\{0} ist zyklisch.
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Damit existiert zu jedem Element b der multiplikativen Gruppe ein
ic{0, ..., p-2 mitb=a'und b? 1 = (@' =@ ") =1"=1mod p.
Weiter gilt fur das Inverse jedes Elementes a:
1=aP"=a'-aP?.modp bzw. a’'=2a"?mod p.

Satz 3.5: (Einfache Rechenregel in Galois-Feldern)
In jedem Galois-Feld mit p > 2 gilt fur alle von O verschiedenen
Elemente a,b: (a = b)’=aP + b’ =a + b mod p.

Beweis: p o .

In jedem GF(p) gilt zunachst: (a = b)P = >’ (Fi’)-ap"-b'-(iﬂ' modp .
i=0

Dabei ist (‘i)) mod p = 0, wenn p (= 0 mod p) darin als unkiirzbarer

Faktor vorkommt, d. h. also furi=1,...,p - 1 aber nicht fur 0 und p.

Weiter ist p flr p > 2 ungerade, d. h. (+1)P = +1, und fir p = 2 ist

(a-b) = (a + b) (selbstinvers!).

Zusammen mit Satz 3.4b) folgt daraus Satz 3.5.

B Polynom-ldeale und Polynom-Restklassen

Def. 3.7: Polynom f iber einem Ring R

'= eine ganze rationale Funktion f(x) uber einer Unbestimmten x von
der Form
f(x)=a, x"+..+a,; x"+a,
mit Koeffizienten ay.a,,...,a,eR.

Bemerkungen:

a) Die Menge P(R) der Polynome Uber einem Ring R entsteht durch
Ringadjunktion der Unbestimmten x zum Ring R.

b) Die GrolRe x wird im Hinblick darauf, dass je endlich viele Potenzen

x°=1, x', ..., x" linear unabhangig sind, als Unbestimmte bezeich-
net.
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c) Der Grad eines Polynomes ist gleich der hochsten Potenz von x,
die einen nicht verschwindenden (d. h. von 0 verschiedenen) Koef-
fizienten besitzt.

d) Ein Polynom heif3t normiert, wenn der Koeffizient seiner hochsten
nicht verschwindenden Potenz von x gleich 1 ist.

e) In abgekirzter Koeffizientenschreibweise ist f(x) = a,,...a4a,.

Beispiel 3.3: (Einfache Rechnungen mit Polynomen)
a) Addition von Polynomen uber einem Ring R:
C+3-x°+ 1)+ (@ xXC+x+17)=x°+4-x>+3-x2 + x + 18.
b) Multiplikation von Polynomen:
(x3+2x2+ 1)-(x+2)=x4+4-x3+4-x2+x+2.
c) Division von Polynomen:
(3-x4 + X3+ 1):(x2 -1) = 3-x°? + x + 3 mit dem Rest (x + 4).
Kontrollrechnung

(3x+x+3)( 1)+§x+4)
=3 x4+x3+3x- Xc-x-3 +x+4
=3-x*+x3 +1.

Satz 3.6: (Ring von Polynomen) - ohne Beweis -

Die Menge P(R) aller Polynome Uber einem Ring R bildet einen Poly-
nomring.

Bemerkungen:

a) Im Hinblick auf die algebraische Codierungstheorie interessieren
vor allem Polynomringe P(K) Uber endlichen Korpern K.

b) Eine Menge I(f(x)) bildet im Ring P(K) ein Ideal, wenn sie aus allen
Vielfachen eines Polynomes f(x) besteht, und P(K) ist ein Haupt-
idealring.

c) Je zwei Polynome f(x) und g(x) besitzen im Ring P(K) in eindeuti-
ger Weise einen grofdten gemeinsamen Teiler, das ist jenes nor-
mierte Polynom maximalen Grades, welches gleichzeitig Teiler
beider Polynome ist.
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d) P(K) ist sogar ein Euklidischer Ring, da zu je zwei Polynomen f(x)
und g(x) mit g(x) # 0 zwei, bis auf die Einheiten von K eindeutige,
Polynome existieren, der Quotient q(x) sowie der Rest r(x) bei
Division von f(x) durch g(x), der Art, dass gilt f(x) = q(x) - g(x) + r(x)
mit Grad(r(x)) < Grad(g(x)).

Satz 3.7: (Darstellbarkeit von einzelnen Polynomwerten)

Zu jedem Paar von Polynomen f(x) und g(x) = (x - a) mit acK\{0} gibt
es weitere Polynome q(x) und r(x), so dass gilt f(x) = q(x) - (x - a) + r(x)
mit r(x) = r(a) = f(a)

Beweis:

Furx =aistf(a) = q(a)-0 + r(a), und gemaf Bemerkung d) zu Satz
3.6 ist hier Grad(r(x)) = 0 < Grad((x - a)) = 1. Also ist r(a) = f(a) kon-
stant.

Satz 3.8: (Zerlegung von Polynomen in Linearfaktoren)

Zu jedem Paar von Polynomen f(x) sowie g(x) = (x - a) mit acK\{0}
und f(a) = 0 gibt es die Zerlegung f(x) = q(x)- (x - @) mit dem Linear-
faktor (x - a).

Beweis:
Furx =aistf(a) =q(a)-0 + r(a) = 0. Daraus ergibt sich r(a) = 0 und f
(x) = q(x)-(x - a).

Bemerkung:

In Definition 3.18 wird weiter unten fur Elemente a mit f(a) = 0 die
Bezeichnung "Wurzel von f(x)" eingefuhrt.

Def. 3.8: Uber einem Korper K reduzibles Polynom f

= ein Polynom f(x) = q(x) - g(x) mit Teilerpolynomen g(x) und q(x), die
beide vom Grad grofRer als Null sind, uber dem Korper K.
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Def. 3.9: Uber einem Kérper K irreduzibles Polynom f

= ein Polynom f(x) Gber dem Korper K, das nicht reduzibel ist, d. h.
zu dem es keine zwei Teiler-Polynome vom Grad grofder als O gibt.

Satz 3.9: (eindeutige Zerlegung in irreduzible Teilerpolynome)

Ist ein Polynom f(x) Uber dem Koeffizientenkorper K reduzibel, so gibt
es eine Zerlegung f(x) = f;(x) - f5(x) - ... - f4(x) von f(x) in irreduzible, bis
auf die Einheiten von K eindeutige, Teilerpolynome f;(x),f5(x),...,f5(X)
vom Grad grofler 0 Uber K.

Beweis (hier fur den Fall des GF(2) mit mod 2-Rechnung):

Konstruktiv mit folgendem Verfahren 3.1 zur Berechnung der irredu-
ziblen Teiler-Polynome vom Grad grof3er als Null:

Seii=1und q(x)=f(x)=c,-x"+ ...+ c;-x" + ¢y mit ¢, #0.
a) Das Polynom q;(x) wird in der Reihenfolge wachsenden Grades
n=1,2,..,max(1,[n/2]) und, bzgl. der Koeffizientenschreibweise

C,---C1Cq, in alphabetischer Reihenfolge durch alle irreduziblen
Polynome zu dividieren versucht.

Dabei sind allePolynome vom Grad 1 irreduzibel, und irreduzible
Polynome hoheren Grades werden mit dem beschriebenen Ver-
fahren selbst iterativ bestimmt.

Das erste gefundene irreduzible Teiler-Polynom von g;(x) wird fi(x)
genannt. Ist g;(x) selbst irreduzibel, so ergibt sich f,(x) = q;(x).

b) Es wird gesetzt i == i+1, qi(x) = q;_1(X)/f_1(X), und n, c,, ..., C4, Cg
werden entspechend umbenannt.

Ist g;(x) = q eine Einheit (d. h. q,eK\{0}), so endet das Verfahren.
Andernfalls wird mit a) fortgefahren.

Bemerkungen:

a) Fur p > 2 mussen normierte Teilerpolynome bestimmt werden, da
mit 1,...,(p - 1) mehrere Einheiten existieren. So ist z. B. im GF(5)
(x2+1) (x+1)= x3+x2+x+1

=6- x3+6 X +6:x+6=(2- x? +2)-(3-x + 3)

16 - x +16-x°+16-x + 16

(4 X2 +4)-(4-x+4) mod 5.
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b) Die irreduziblen Polynome Uber einem Korper K sind nur durch
sich selbst teilbar und durch die Einheiten von K, da diese ein
Inverses besitzen.

c) Wird ein Polynom f(x) mit einer Einheit des Korpers K multipliziert,
so heil3t das entstehende Polynom assoziiert zu f(x). 4) mod 5.

Beispiel 3.4: (Berechnung der irreduziblen Teiler-Polynome
im GF(2) mit dem Verfahren 3.1)

Sei i =1 und q4(x) = f(x) =x° +x* + X% + x.

1) a): x ist offensichtlich ein irreduzibles Teiler-Polynom von q4(x).
Deshalb wird gesetzt: f,(x) :=x sowie

b): i =2 und g,(X) == x* + x> + x + 1.

2) a): x ist kein Teiler von g,(x). Deshalb wird durch das in alphabe-

tischer Reihenfolge nachste Polynom vom Grad 1 dividiert:

X*+x3+x+1):(x+1)=x>+1, NR.: 11011:11 = 1001
d. h. (x + 1) ist ein irreduzibler 11 = x>+ 1
Teiler von (x* + x> + x + 1). 0011

Also wird gesetzt: fo(x) == (x + 1) sowie 11

b): i := 3 und g,(x) := x> + 1.
3) a): x ist kein Teiler von g5(x). Deshalb wird wie folgt mod2 dividiert:

O+ 1)(x+1)=x2+x+1, NR.: 1001:11 = 111
d. h. (x + 1) ist ein irreduzibler 11 = X2+ X+ 1
Teiler von (x> + 1). 10
Also wird gesetzt: f3(x) = (x + 1), 11
b): i =4 und q,(x) 1= x* + x + 1. H

4) a): x ist kein Teiler von q,(x). Deshalb wird wie folgt mod2 dividiert:
(x2+x+1):(x+1)=xmiteinem NR.: 111:11=10
Rest # 0, d. h. (x + 1) ist kein 1
Teiler von x* + x + 1. 01 mit Rest # 0

Weitere Teiler gibt es nicht, da alle Polynome bis zum maxima-
len Grad 1 bereits eingesetzt wurden. Also ist q(x) irreduzibel
und es wird gesetzt: f,(X) = q,(x) = x° + x + 1 sowie



Codierungstheorie, WS 2006/2007 -73- Fakultat 5, Universitat Stuttgart

b): i :=5, g5(x) = 1, womit das Verfahren endet.
Ergebnis:
f(x) = f1(%) - F(X) - f3(X) - F4(X) = X (x + 1)- (X + 1)+ (x* + x + 1).

Def. 3.10: Polynom-Restklasse modulo f(x) liber einem Korper K

= Uber einem Korper K zu einem Hauptpolynom (auch Modularpo-
lynom) f(x)=c,-x"+..+cq-X +c, vom Grad(f(x))=n zu
jedem Polynom r(x) mit Grad(r(x)) < n die Menge von Restpoly-
nomen [r(x)] = {g(x) | g(x) = r(x) + q(x)-f(x) mit r(x),q(x)eP(K)}.

Beispiel 3.5: (Polynom-Restklassen)

Seien die Polynome h(x) = x> + 1 und f(x) = X2 + 1 gegeben.

Dann gilt im GF(2), d. h. unter modulo 2-Rechnung:

h(X)F(X) = (0 + 1+ x-X)/E+1)=((x°+1)-x+1-X)/(x°+1)
=x+(x+ 1)/(x2 +1) (mitx=-x mod 2),

d. h. h(x) liegt in der Polynom-Restklasse [x + 1] und es ist

x+1]={xx+1,x+1+1-f(x),x+1+x-f(x),x+1+(x+1)-f(x), ...}

={x+1, X% +x, h(x), C+x% ...}

Bemerkungen:

a) Die obige Restklassenbildung setzt voraus, dass P(K) ein Euklidi-
scher Ring ist, in dem r(x) und q(x) in eindeutiger Weise existieren.

b) Jede Restklasse modulo eines Polynomes f(x) vom Grad n enthalt
entweder das "Polynom" 0 oder ein Polynom vom Grad kleiner n.

c) Alle Polynome vom Grad kleiner n liegen in verschiedenen Rest-
klassen, und die Anzahl der Restklassen ist gleich der Anzahl aller
Polynome vom Grad kleiner n (iber einem GF(p) also p" Stiick).

d) Gemal Definition 3.10 ist r(x) das Polynom kleinsten Grades in der
jeweiligen Restklasse [r(x)] und charakterisiert diese Restklasse.

e) Bei Rechnungen ist die Reduktion modulo f(x) i. Allg. fest vorge-
schrieben, d. h. die Ersetzung von Ergebnis-Polynomen g(x) belie-
bigen Grades durch das Polynom r(x) kleinsten Grades aus der
Restklasse [g(x)].
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Def. 3.11: Restpolynomring P(K) modulo f(x)

= der Ring der Restklassen, der erzeugt wird durch das Hauptideal
I(f(x)) = [f(x)] = [0] und isormorph ist zur Faktorgruppe P(K)/I(f(x))
bzw. P(K)/[f(x)]
(andere Bezeichnung: Restpolynomring P(K) modulo f(x)).

Hauptidealring und Euklidischer Ring
der Polynome P(GF(p)) uber dem GF(p): oL f(x), L

homomorphel Abbildung

Faktor-Gruppe und Faktor-Ring
P(GF(p))/I(f(x)) zum Hauptideal I(f(x))

0, f(x), 2-f(x), ..., (p—1)-f(x),
x-f(x), ..., (p—1)-x-f(x), ...,
(x+1)-f(x), ..., (x+(p—1)) - f(x), ... Hauptideal [I(f(x))] = [0]

1, f(x)+1, ..., (p=1)-f(x)+1, x-f(x)+1, ...  Restklasse [1]

(p—1)- (Tx+..+x"7), ...,
f(x)+ (p—1)- (1+x+...4+4x™ ), ... Restkl. [(p—1)- (1+...+x™1)]

isomorphe l Abbildung

Restpolynomring P(GF(p)) mod f(x)
01, [11, ... , [X], ..., [(P=1)-X], ..., [(p=1)- (1+x+...4+4x" )]

Bild 3.2 Ring der Polynome uber einem Korper GF(p) und Rest-
polynomring P(K) modulo f(x) mit Grad(f(x) = n

Bemerkungen:
a) Von den unendlich vielen im Restpolynomring P(K) mod f(x) ent-

haltenen Polynomen sind (analog Galoisfeldern) nur die p" Poly-
nome vom Grad kleiner n = Grad(f(x)) voneinander verschieden.
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b) Der Restpolynomring P(K) mod f(x) ist isomorph zum endlichen
Euklidischen Ring, der entsteht, wenn die Restklasse [x] isomorph
auf ein festes Element u = [x] (abgekurzt: u = [x]) abgebildet wird
und jede Restklasse [r(x)] mit Grad(r(x)) < n auf das feste Polynom
r(u) mit konstantem u abgebildet wird.

c) Wegen der linearen Unabhangigkeit unterschiedlicher Potenzen
von x ist [x] = [x]' = u' furi=0,1,... , und das Ergebnis einer Rech-
nung hangt nicht davon ab, an welcher Stelle die Reduktionen
modulo f(x) und mod p durchgefuhrt werden.

1

d) Aus b) und c) folgt fir jedes Polynom g(x) = c.- X" + ... + ¢4-X + C
vom Grad r < n des Restpolynomringes P(K) mod f(x)
[9X)] =[c, X + ...+ cqi- X'+ ¢l =, - [XT+ ... + ¢y - [X'] + ¢4
=c [XI'+..+cy- X" +cy=c-u+ ... +cy-u' +cy=g(u).

3.2 Zur Algebra im Restpolynomring
P(K) modulo f(x)

A ldeale im Restpolynomring P(K) mod f(x)

Satz 3.10: (spezielle Restklassen im Restpolynomring

P(K) modulo f(x))
Im Restpolynomring P(K) modulo f(x) ist f(u) = 0, und es ist g(u) # 0
fur jedes Polynom g(x) vom Grad(g(x)) < n = Grad(f(x)), das von O
verschieden ist.

Beweis:

Gemal Bemerkung d) zu Bild 3.2 ist f(u) = [f(x)] = [0], und unter den
Bedingungen von Satz 3.10 ist g(u) = [g(x)] # [f(x)] = [O].

Bemerkungen:

a) Da jedes Polynom g(x) durch f(x) mit einem Rest h(x) teilbar ist
vom Grad(h(x)) < n, liegt auch jedes in einer Restklasse, die ein
Polynom vom Grad < n enthalt.
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b) Aus Satz 3.10 folgt, dass unterschiedliche Polynome g(x), h(x) mit
Graden kleiner n in unterschiedlichen Restklassen liegen. Andern-
falls gabe es ein Polynom g(x) - h(x) # 0 vom Grad kleiner n, das
in der Restklasse [g(x) - h(x)] = [g(X)] - [h(x)] = [0] lage.

c) Gemal a) und b) liegt in jeder Polynom-Restklasse [g(x)] genau

ein Polynom vom Grad < n. Dieses dient im Folgenden als Anfluh-
rer der Restklasse [g(x)].

Satz 3.11: (ldeale im Restpolynomring P(K) modulo f(x))
Jedes Ideal I; = 1(g(x)) im Restpolynomring P(K) modulo f(x) besteht

genau aus den Vielfachen eines normierten Polynomes g(x) kleinsten
Grades in der Restklasse [g(x)], der Art dass Grad(g(x)) < Grad(f(x))
ist und g(x) ein Teiler von f(x) ist.

Beweis:

a) Jedes Ideal |, enthalt ein Polynom h(x) kleinsten Grades m < n mit
h(X) = ¢y X" + ... + Gy - X' + ¢y Mit C,....Cq,Co€K UNd ¢, # 0.
Gemald Axiom K3 (Existenz des Inversen) liegen damit auch das

normierte Polynom kleinsten Grades g(x) = cm'1 -h(x) und alle
seine Vielfachen s(x) = q(x) - g(x) modulo f(x) im Ideal I.

b) Nach Definition 3.1 enthalt Ig als additive Untergruppe des Restpo-

lynomringes P(K) modulo f(x) die Restklasse [0] = [f(x)] modulo f(x).
Also muss f(x) ein Vielfaches von g(x) sein, d. h. g(x)|f(x).

Satz 3.12: (Dimension von Idealen im Restpolynomring

P(K) modulo f(x))
Sei f(x) = g(x) - h(x) mit Grad(f(x)) = n > k = Grad(h(x)) ein Hauptpoly-
nom. Dann erzeugt das Teilerpolynom g(x) von f(x) im Restpolynom-
ring P(K) modulo f(x) ein Ideal 1(g(x)) der Dimension k.

Beweis:

Die Polynome g(x), x- g(x), ..., X< -g(x) sind in dem von g(x) erzeug-
ten Ideal vom Grad < n und damit linear unabhangig, d. h. I(g(x)) ent-
halt (auf Grund der Reduktion modulo f(x)) genau alle Polynome i(x)
der Form
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k-1 1

d. h. genau alle Linearkombinationen von g(x), x-g(x), ..., X -g(x).
Alsko beEitzt das Ideal | bzgl. des Galois-Feldes GF(p) die Machtigkeit
IKI" =p".

Damit erzeugt |, als Hauptideal und Normalteiler gemal} Kapitel 2
einen Vektor-Unterraum U der Dimension k, der von den Vektoren

g(u), u-g(u), ..., Th -g(u) aufgespannt wird.

Def. 3.12: Generatorpolynom g(x) (eines Ideals I(g(x)))

= das normierte Polynom g(x) kleinsten Grades m (i. Allg. mit m > 0),
dessen Restklasse [g(x)] im Ideal I(g(x)) enthalten ist (andere Be-
zeichnung: Basispolynom).

Bemerkungen:

a) Jede Polynom-Restklasse i(u) des von g(x) erzeugten Ideales
I(g(x)) enthalt genau ein Polynom vom Grad kleiner n, das durch
g(x) teilbar ist.

b) Jedes normierte Polynom g(x) vom Grad m < n, das ein Teiler des
Hauptpolynomes f(x) ist, erzeugt (als Generatorpolynom) ein (an-
deres) ldeal I(g(x)).

c) In Koeffizientenschreibweise bilden die Polynome jedes Ideales
I(g(x)) die Worter eines Linearcodes gemal} Definition 2.1.

Satz 3.13: (Polynome und orthogonale Unterraume) - ohne Be-
weis -

Seien f(x), g(x) und h(x) normierte Polynome vom Grad > 0 und sei
f(x) = g(x) - h(x). Dann erzeugen g(x) bzw. h(x) zueinander orthogo-
nale Unterraume U bzw. V.

Bemerkungen:

a) Die Gleichung g(x) - h(x) = f(x) = 0 mod f(x) entspricht der Orthogo-
nalitatsbedingung far Vektor-Unterraume in Kapitel 2, wobei die
volle Aquivalenz der Polynome g(x) bzw. h(x) mit der Generator-
matrix bzw. mit der Kontrollmatrix nur fur Hauptpolynome der Form
f(x) = x" - 1 gegeben ist (siehe Kapitel 4).
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b) Aus a) lasst sich damit die modifizierte Codewortbedingung
i(X)-h(X) = (s - X+ ...+ ¢ X"+ ¢)-g(x)- h(x) = 0 mod f(x)
bzw. (nach Division durch h(x)) i(x) =0 mod g(x) ableiten.

c) Zu den k = Grad(h(x)) Nachrichtenstellen liefert diese Codewortbe-
dingung die m = Grad(g(x)) eindeutigen Kontrollstellen des Code-
wortes eines systematischen Linearcodes, d. h. mit Satz 3.13
lassen sich die Ergebnisse des Kapitels 3 auf die in Kapitel 2 defi-
nierten Codes anwenden.

B Grundkdrper und Erweiterungskorper

Satz 3.14: (Restpolynomring P(K) mod f(x) als
Galois-Feld GF(p™)) - ohne Beweis -

Ist das Hauptpolynom f(x) mit Grad(f(x)) = m irreduzibel Uber dem
Koeffizientenkorper K, so bildet der Restpolynomring P(K) mod f(x)

ein Galois-Feld GF(p™), d. h. einen Korper, der (incl. der 0) genau p™
Elemente enthalt.

Satz 3.15: (Existenz irreduzibler Polynome uber
Galois-Feldern GF(p)) - ohne Beweis -

Zu jeder natirlichen Zahl m > 0 gibt es Uber jedem Galoisfeld GF(p)
mindestens ein irreduzibles Polynom f(x) vom Grad m.

Def. 3.13: Erweiterungskorper vom Grad m uber einem GF(p)

= das Galois-Feld GF(p™), das von einem irreduziblen Hauptpolynom
f(x) vom Grad m uber dem GF(p) erzeugt wird.

Bemerkung:

Jedes irreduzible Hauptpolynom f(x) erzeugt einen Erweiterungskor-
per, wohingegen ein Generatorpolynom g(x) als Teiler eines Haupt-
polynomes ein Ideal in einem Restpolynomring erzeugt.
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Def. 3.14: Grundkorper GF(p)

= ein Korper GF(p) zu einer Primzahl p, der gemal} Def. 3.13 einem
Erweiterungskorper GF(p™) als (Koeffizienten-)Basis zugrunde
liegt.

Def. 3.15: Charakteristik p eines Korpers K

= eine Primzahl p der Art, dass K entweder ein Grundkorper GF(p)
oder ein Erweiterungskorper GF(p™) des GF(p) ist.

Bemerkungen:
a) Zu jeder Primzahlpotenz p™ existiert ein GF(p™) (vgl. Satz 3.15).
b) Erweiterungskorper enthalten alle Elemente des Grundkorpers.

c) Jeder endliche Korper besitzt eine Primzahl-Charakteristik p, d. h.
er ist zu einem Galois-Feld isomorph (vgl. Satz 3.15).

d) Jeder Erweiterungskorper GF(p™) entsteht durch die einfache
Adjunktion (= Hinzunahme) einer beliebigen Wurzel jenes irredu-
ziblen Polynomes m(x) vom Grad m, welches den Erweiterungs-
korper erzeugt (s. u.), so wie z. B. analog die Menge der imagina-

ren Zahlen durch die Adjunktion von V-1 erzeugt wird.
e) In allen Korpern der Charakteristik p ist p = 0 mod p.

f) Die Elemente eines Erweiterungskorpers GF(p™) kénnen (in Koef-
fizientenschreibweise) aufgefasst werden als Worter der Lange m
uber dem GF(p).

Satz 3.16: (Rechnen im Erweiterungskorper)

In jedem Erweiterungskorper GF(p™) ist gemaR der Satze 3.4, 3.5
(@-r(u) = b°s(u))pm =a-r(u) £ b-s(u) (modulo f(x) und modulo p
gerechnet) fur alle a,beGF(p)\{0} und fir alle r(u),s(u)eGF(p™)\{0}.

Beweis:

Jedes Element a- r(u) = b-s(u) liegt im GF(p™). Wird Satz 3.4 sinnge-
maR angewandt (die Ordnung der multiplikativen Gruppe ist p™ - 1),
so ergibt sich Satz 3.16.
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C Zyklische Eigenschaften von Restpolynomen

Satz 3.17: (Zyklische multiplikative Gruppen in
Erweiterungskorpern)

Jede Polynom-Restklasse [r(x)] = r(u) # O eines Erweiterungskorpers
GF(pm) erzeugt eine zyklische multiplikative (Unter-)Gruppe der Form

{r(w)°, r(u)', ... ).

Beweis:

Das GF(p™)\{0} enthalt p™ - 1 Restpolynome r(u), d. h. endlich viele.
Also gibt es zu jeder Folge r(u)o, r(u)1, ... einen Index s mit s < p, fur
den erstmals gilt r(u)® = r(u)0 und ab dem sich die Folge periodisch

wiederholt. Damit bildet {r(u)°, ... , r(u)>™"} eine zyklische multiplikative
Gruppe bzw. Untergruppe der Ordnung s.

Dabei liegt allen Rechnungen jenes irreduzible Hauptpolynom f(x)
vom Grad m zu Grunde, welches das GF(p™) erzeugt. Die Form der
(Unter-)Gruppen hangt demgemal} von f(x) ab.

Satz 3.18: (Ordnung zyklischer Untergruppen in
Erweiterungskorpern)

Die Ordnung jeder zyklischen Untergruppe von Restpolynomen in

einem Erweiterungskorper GF(p™) ist ein Teiler der Ordnung p™ - 1
der zyklischen multiplikativen Gruppe des Galois-Feldes GF(p™).

Beweis:

Jede zyklische Untergruppe und alle von ihr (incl. der Untergruppe)
erzeugten ng Restklassen besitzen die selbe Ordnung bzw. Machtig-
keit s. Fur alle p™ - 1 Elemente der multiplikativen Gruppe zusammen
istalso ng-s =p™-1,d.h.s|(p™ - 1).

Bemerkungen:

a) Die Satze 3.17, 3.18 gelten nur beim Rechnen mit irreduziblen
Hauptpolynomen vom Grad m, da nur diese ein GF(p™) erzeugen.
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b) Im Hinblick auf technische Schaltungen (siehe Kapitel 5.3) und auf
die Wortstrukturen zyklischer Codes (siehe Kapitel 4) interessieren

insbesondere zyklische Untergruppen der Form {uo,u1,...,us'1} und
die dazu isomorphen Mengen {r(u)-u®r(u)-u',...,r(u)-us"}.
c) Die graphischen Darstellungen der unter b) aufgefuhrten Restklas-

sen (s. u.) werden als Zyklen bezeichnet, wobei {uo,u1,...,us'1} den
Hauptzyklus bildet.

d) Jedes Restpolynom r(x) bzw. jede Restklasse r(u)e GF(p™)\{0} liegt
in eindeutiger Weise in genau einem dieser Zyklen.

e) Ist f(x) reduzibel, so zerfallen einige Zyklen in Teil-Zyklen, und es
konnen Anlaufstiicke auftreten (s. u.).

Def. 3.16: Periode s eines Polynomes f(x)

= der Wert s = <Ordnung des Restklassenelementes u = [x]>
= min(i | ieN* und u' = 1 mod f(x))
= Lange des Hauptzykluses.

Def. 3.17: Primitives Polynom f(x)
= ein Polynom f(x) mit der maximal moglichen Periode s, = p" - 1.

Beispiel 3.6: (Zyklen zu irreduziblen und reduziblen Hauptpoly-
nomen)

a) Das irreduzible Hauptpolynom f(x) = X2 + X + 1 erzeugt die ganze
multiplikative zyklische Gruppe des Galois-Feldes GF(22) wie folgt:

1. Periode: Zugehoriger Haupt-Zyklus:
u’mod f(x)= 1 [

u' mod f(x) =u 0 1

u® mod f(x) = u + 1 T+u

2. Periode: 1 0

uwmod f(x)= 1 T+u

u* mod f(x) = u T 1

u® mod f(x)=u+1 *U
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b) Das Polynom g(x) = x> + 1 ist nicht irreduzibel, und es erzeugt des-
halb kein Galois-Feld. Jede der Restklassen 1, u+1, ul+u+1 liegt,
bei der Rechnung mod f(x), wie folgt in einem anderen Zyklus:

I I !

0O 0 1 o 1 1 1 1 1

l*u l*u *U
O 1 0 11 0
[ g
1 0 O 1 0 1
*U *U

c) Das Polynom h(x) = x- (x2 + 1) ist reduzibel. Wegen des Faktors x
ergeben sich folgende Teilzyklen, in denen sogar das Nullelement
00 auftritt, das zu keiner multiplikativen zyklischen Gruppe gehort:

0o 1 11

I g
1 0 [¢— 0 0 [
*U *U

Satz 3.19: (Grad reduzibler Polynome und ihrer Teiler)

Ist ein Polynom f(x) = g4(x)- ... - g4(x) das Produkt von t > 1 irreduzib-
len Teiler-Polynomen g4(x), ..., g{(x) vom Grad grofer als 0, und sind
S, S, ... ,S; die Perioden von f(x), g4(x), ..., gi(x) sowie m der Grad von
f(x), so gilt:

a) sq, ... ,8y sind Teiler von s.

b) max(m, kgV(s4, ... ,.S{)) <s<s m_1.

max=p

Beweis:

a) Gemal Definition 3.16 gilt fur die Perioden
u®=1mod f(x) bzw. u®=1mod g (x)-...-gy(x) sowie
u®=u®=1mod g(x) flri=1,..t.
Da alle s; minimal sind, sind sie auch alle Teiler von s.
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b) Aus a) folgt, dass auch kgV(sy, ... ,s;) ein Teiler von s sein muss.
Aulerdem ist s > m, denn die m linear unabhangigen Restklassen

[xo], ,[xm'1] liegen (modulo f(x) gerechnet) alle im selben Zyklus
(namlich im Hauptzyklus).
1

Far f1(x) = ga(x) - ... - gy(X) = f(x)/g4(x) bilden g1(u)-u0, gq(u)-u, ...
bzgl. der Rechnung mod f(x) einen Zyklus von Restklassen einer

Lange groRer O, der isomorph ist zum Zyklus der Restklassen

u®, u', ... mod f1(x). Dieser Zyklus enthalt wegen des Grades von

f1(x) < m nicht alle Restklassen des Hauptzyklus. Also ist s < s,

Bemerkung:

In Satz 3.19 b) ware die Abschatzung kgV(s;, ... ,s;) < s, die m nicht
enthalt, unzureichend, denn z. B. gilt fur das reduzible Polynom
f(x)= (x+1)- (X2 +x+1)- (x + 1) = (x* + x> + x + 1) die Abschatzung
kgV(sq, S,, S3) =3 <m = Grad(f(x)) =4 <s =6 <s,, =2*1=15
mit s4|s, S,|s, S3ls.

N.R.: 111-11 1001-11 und 1000000...:11011 =111

111 1001 11011

111 1001 10110

1001 11011 11011
11010
11011
0001

Satz 3.20: (Primitive und irreduzible Polynome)
a) Ist ein Polynom f(x) primitiv, so ist f(x) auch irreduzibel.
b) Die Umkehrung gilt nicht.

Beweis:

a) Ware f(x) reduzibel, so ergabe sich ein Widerspruch zu Satz 3.19.
b) Gegenbeispiel: f(x) = x* + x3 + x% + x + 1 ist irreduzibel (iber dem
GF(2) aber nicht primitiv, denn es ist x> =1 mod f(x) und damit

s=5<s, . =2%-1=15

max
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3.3 Wurzeln und Minimal-Polynome

A Wurzeln und Erweiterungskorper tber Wurzeln

Def. 3.18: Wurzel r(u) eines Polynomes g(x) tiber einem GF(p)

= eine Restklasse r(u) aus einem Grundkorper GF(p) oder aus einem
Erweiterungskorper GF(p™), so dass fiir ein gegebenes Polynom
g(x) uber dem GF(p) g(r(u)) = 0 ist.

Bemerkungen:

a) Die Berechnung von g(r(u)) erfolgt durch Einsetzen von r(u) fur x in
g(x) verbunden (gemal Satz 3.5) mit der Reduktion a® = a mod p
fur alle acGF(p) und verbunden (gemal Satz 3.16) mit der Reduk-
tion r(u)®” = r(u) mod f(x) fiir alle r(u)eGF(p™), wobei allerdings f(x)
u. U. unbekannt ist.

b) Ist r(u) eine Wurzel von g(x), so fuhren die Reduktionen u. U. auch
bei unbekanntem f(x) direkt zu g(r(u)) = 0 (vgl. Beispiel 3.7a).

Allerdings sind die Reduktionen nicht immer leicht durchfihrbar
bzw. ist ihre Durchfuhrbarkeit nicht leicht zu erkennen.

c) Ist r(u) keine Wurzel von g(x) oder gelingen die Reduktionen nicht
vollstandig, so liefert g(r(u)) ein Restpolynom aus GF(p™)\{0}.

d) Bei der Berechnung der Wurzeln von g(x) kann jedes Polynom f(x),
welches das GF(p™) erzeugt,als Hauptpolynom verwendet werden.
Insbesondere kann gemal} Satz 3.14 auch das Polynom g(x) selbst
dazu dienen, sofern es irreduzibel und vom Grad m ist.

f) Alle Wurzeln eines irreduziblen Polynomes f(x) liegen auf3erhalb
des Koeffizientenkorpers K von f(x), d. h. hier auf3erhalb von
GF(p).

Satz 3.21: (Abspaltung von Wurzel-Faktoren eines Polynomes)

r(u)eGF(p™) ist Wur- Es gibt ein Polynom q(x)
zel eines Polynomes gdw tber dem GF(p™), so dass
g(x) tber dem GF(p) gilt g(x) = (x - r(u)) - q(x).
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Beweis:
=:Gemal Definition 3.18 ist f(r(u)) = 0 und es gilt Satz 3.8.
«<:Folgt aus Definition 3.18 beim Einsetzen von r(u) in g(x).

Bemerkungen:

a) Die Anzahl der Wurzeln ist gleich dem Grad eines Polynomes,
wobei Mehrfachwurzeln entsprechend ihrer Haufigkeit zahlen.

b) Die Wurzeln eines Polynomes stammen aus dem Grundkorper
GF(p) oder aus (evtI. mehreren) Erweiterungskorpern.

c) Sind ry(u), ro(u), ..., r,(u) samtliche Wurzeln eines Polynomes g(x),

m
soist g(x) = a- [ ] (x ) mit acGF(p)\{0}.
i=1

Beispiel 3.7: (Wurzeln uber Korpern und Erweiterungskorpern)
a) Sei g(x) = x> +2-x ein Polynom Uber dem GF(3). Dann ergibt sich
g(0)=0,9(1)=3=0,9(2) =12=0 mod 3. Also besitzt g(x)
genau die drei Elemente des GF(3) als Wurzeln, d. h.
g(x) = (x-O)-(x- 1)-(x-2) =x-(x2- 3-X+2)
—x-3x+2x x> +2-x mod 3.
b) Sei g(x) = x* +x2 + 1 ein Polynom Uber dem GF(2).
Dannist (x*+x%+1)=(x*>+x+ 1) ,d.h.in g(x) besitzt jede
Wurzel des Polynomes h(x) = (x2 + x + 1) zweifach als Wurzel.
Im GF(2) gilt: h(0)=h(1)=1 , d. h. die Wurzeln liegen in ein
oder zwei Erweiterungskorpern GF(2™) mit unbekanntem m.
Da (x + 1) als einziges irreduzibles Hauptpolynom vom Grad 1 be-
reits den Grundkorper GF(21) erzeugt, muss m > 2 sein.
Versuch mit m = 2:
Da 0 und 1 keine Wurzeln von h(x) sind (s. 0.), verbleiben aus dem
GF(22) nur noch u und u+1. Fur sie ergibt sich (mod 2 gerechnet)
h(uy=u?+u+1 bzw.
h(u+1) = (U+1)?+ (U + 1)+ 1
=u2+2-u+1+u+1+1=u2+u+1=h(u) mod 2.
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Nach dem Beweis zu Satz 3.4, b) ist die Ordnung jedes Elementes
der multiplikativen Gruppe GF(22)\{0} ={1,u,u+1} ein Teiler von
22.1 = 3. Da die Ordnungen von u und u+1 grof3er als 1 sind, be-
sitzen also beide die Ordnung 3 und sind sogar primitiv, d. h. also
u0=1,u1=u,u2=u+1,u3=1,....
Mit u? = u + 1ist h(u) = (u+1) + u + 1 =0 = h(u+1), d. h. u und u+1
sind Wurzeln von h(x), und aus Bemerkung c) zu Satz 3.21 folgt
g(x) = (x-u)-(x-u)-(x-(u+1))(x-(u+1))
= (x* + u%)- (x° + (U +1)%)
=x*+ (u2 +(u+ 1)2)-x2 + u2-(u + 1)2
=x*+x2+ul=x*+x2+1.
c) Alternative Losung zu b):
Nach Satz 3.14 erzeugt das uber dem GF(2) irreduzible Teilerpoly-

nom h(x) von g(x) vom Grad 2 das Galois-Feld GF(22), d. h.es
kann fur die Rechnung als Hauptpolynom verwendet werden.

Dann besitzen nach Satz 3.10 h(x) und damit auch g(x) u als
Wurzel und mit

gut)=u+ 1)+ U+ 12 +1=(u*+ 1)+ U2+ 1) +1
=ut+u?+1 =g(u)

ergibt sich u + 1 als weitere Wurzel.

Wegen g(x) = h(x) - h(x) zahlen beide Wurzeln bei g(x) zweifach.

Satz 3.22: (Wurzeln beliebiger Polynome tber einem GF(p))

a) Ist g(x) ein irreduzibles Polynom vom Grad m uber dem GF(p) und
ist r(u) eine Wurzel von g(x) in einem Erweiterungskorper GF(p™),
so besitzt g(x) genau die Wurzeln r(u)®°, r(u)®’, ..., r(u)®™", die alle
im GF(p™) liegen.

b) Ist g(x) ein reduzibles Polynom, so besitzt g(x) als Wurzeln alle

Wurzeln der irreduziblen Teiler-Polynome von g(x) mit den Eigen-
schaften aus Teil a).

Beweis:

a) Sei gx)=a, x"+..+a;-x"+ay,-x° mita,...a,eGF(p).
Dann fallen nach Satz 3.5 und Satz 3.16 bei der Multiplikation alle
gemischten Produkte weg, und es ergibt sich
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(QX))° = (@, X"+ ... +a;-x' +a,-x°)P

= (@m X"P + ...+ (g X' )P + (39 x°)P

=8 (M + .+ ag ()P + ag- () = gxP) .
Damit gilt auch fur jede Wurzel r(u) von g(x):
g(r(u)) = 0= g(r(u)®) = g((r(u)°)°) = g(r(u)*) = ... = g(r(u)™) =....
Der Beweis fur die Vollstandigkeit der Menge der Wurzeln findet

sich z. B. in /2/, Seite 212 ff., oder in /10/, Seite 142 ff. (siehe auch
die unten folgenden Bemerkungen a) und b)).

b) Folgt aus den Bemerkungen zu Satz 3.21 und aus Satz 3.22a).

Bemerkungen:

a) Alle Wurzeln eines irreduziblen Polynomes g(x) vom Grad m liegen
im (z. B. von g(x) selbst erzeugten) Erweiterungskorper GF(p™).

b) Alle Wurzeln eines irreduziblen Polynomes g(x) sind von derselben
Ordnung und erzeugen denselben Zyklus von Wurzeln.

c) Die Wurzeln reduzibler Polynome tUber dem GF(p) liegen u. U. in
mehreren, unterschiedlichen Erweiterungskorpern des GF(p).

d) Jedes irreduzible Polynom g(x) besitzt nach Satz 3.10 GUber dem
Erweiterungskorper GF(p™), sofern es ihn selbst erzeugt, die

Wurzel r(u) = u. Das GF(p™) wird dann durch Adjunktion (s. 0.)
der Wurzel u = [x] zum Grundkorper GF(p) gewonnen.

e) Ist g(x) primitiv, so ist in dem von g(x) erzeugten Erweiterungskor-

per GF(p™) auch die Wurzel u primitiv und erzeugt alle Elemente
der multiplikativen Gruppe des GF(p™).

Beispiel 3.8: (Erweiterungskorper mit vollstandigem
Hauptzyklus)

Wird der Erweiterungskorper GF(24) uber dem GF(2) als Korper der

Restpolynome modulo (x4 + X + 1) gebildet, so ist gemal} Satz 3.10 u
eine der Wurzeln des Polynomes g(x) = x* + x + 1.

Wie weiter unten mit einer Rechnung gezeigt werden kann, ist g(x)
primitiv und somit u ein primitives Korperelement.

Alle 2% - 1 = 15 von 0000 verschiedenen Korperelemente liegen damit
wie folgt im Hauptzyklus:
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ri(u) = u® mod (x*+x+ 1) = 1 = 0001
rpu) = u' mod (x*+x+1) = u = 0010
ryu) = u? mod (x*+x + 1) = u? = 0100
rgu) = u® mod (x*+x + 1) = = 1000
rs(u) = u? mod(x4+x+1) = u+1 = 0011
re(u) = u® mod (x*+x + 1) = u®+u = 0110
r-(u)y = u® mod(x4+x+1) = u+u? = 1100
rg(u) = u’ mod (x*+x + 1) = uw+ u+1 = 1011
rgu) = u® mod (x*+x + 1) = u>’+ 1 = 0101
rou) = u® mod (x*+ x + 1) = uw+ u = 1010
riqu) = u'®mod (x*+ x + 1) = uw>+u+1 = 0111
rio(u) u' mod (x4+x+1) u® +u? +u = 1110
ria(u) = u12mod(x4+x+1) = w+ud+u+1 = 1111
r4(u) u' mod (x4+x+1) ud +u? + 1 = 1101
ris(u) = u™mod (x*+x + 1) = uw+ 1 = 1001
ru) = u®=u° 0001

|
(e
S
o
(o}
—
X
N~
+
P
+
—
|
—
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Nach Satz 3.22 und den Bemerkungen zu Satz 3.22 sind samtliche
Wurzeln von g(x), namlich die Restpolynome u, u?, u* =u+1und

u® = (u+ 1)2 =u®+1 mod g(x), von derselben Ordnung wie u, d. h.
sie sind ebenfalls primitiv. So lautet z. B. der Zyklus fur das primitive

Element u®:  (u8)° =1, (u®)" = u?+1, (U®)? = u, (U®)® = U3+u, (UB)* = U2,
(u8)5 = u2+u+1, ... . Der Zyklus der Wurzeln, fur sich betrachtet, wie-

derholt sich ab dem Element u'® =u™.-u'=u mod g(x)

Verfahren 3.2: (Berechnung aller Wurzeln eines Polynomes)

a) Ein gegebenes beliebiges Polynom g(x) wird zunachst gemafl dem
Verfahren 3.1 aus dem Beweis zu Satz 3.9 in eindeutige irredu-
zible Faktoren zerlegt von der Form g(x) = g4(x) - ... - g/(X).

b) Sind alle Faktoren g;(x) linear, dann ist r = m, alle Wurzeln r;(u) lie-
gen im Grundkorper GF(p) und g(x) = (X - ry(u)) - ... - (x - ry(u)).

In dieser linearisierten Form konnen die Wurzeln direkt aus der
Darstellung von g(x) abgelesen werden.
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c) Lasst sich g(x) nicht vollstandig linearisieren, so sei g;(x) der erste

nichtlineare Faktor von g(x) mit Grad(g;(x)) = m; > 1. Dann liegen
alle Wurzeln von g;(x) im Erweiterungskérper GF(p™), welcher der
Einfachheit halber von g;(x) selbst erzeugt werden moge. Damit

besitzt g;(x) gemal Satz 3.10 die Wurzel u = uP’ und gemal} Satz
3.22a die weiteren Wurzeln uP’,...,.uP™" eGF(p™). Also lasst sich
gi(x) linearisieren in der Form gi(x) = (x - uP%)- (- uP™.
Vorsicht! Bei Rechnungen erfolgen hier die Reduktionen jeweils
modulo g;(x).

d) Besitzt g(x) weitere nichtlineare Faktoren, so wird Schritt c) wieder-
holt. Andernfalls endet das Verfahren.

B Minimalpolynome zu Wurzeln

Def. 3.19: Minimalpolynom m(x) einer Wurzel r(u)eGF(p™)

= das normierte Polynom m(x) = 1 X+ Ci_1 VUL co-x0 von
minimalem Grad i uber dem GF(p), welches r(u) als Wurzel besitzt,

d. h. mit m(r(u)) = 0.

Satz 3.23: (Irreduzible Minimalpolynome)

Das Minimalpolynom m(x) jedes beliebigen Elementes r(u)e GF(p™)
ist Uber dem GF(p) irreduzibel.

Beweis (indirekt):

Ware m(x) nicht irreduzibel, so gabe es Polynome g(x), q(x) hoheren
Grades als 0 und geringeren Grades als m(x) mit m(x) = g(x) - q(x),
und es ware entweder g(r(u)) = 0 oder g(r(u)) = 0 im Widerspruch zu
Definition 3.19.

Satz 3.24: (Maximaler Grad von Minimalpolynomen)
FUr jedes Minimalpolynom m(x) einer Wurzel r(u) aus einem Erweite-
rungskorper GF(p™) ist Grad(m(x)) =i < m.
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Beweis:
Die Potenzen von u, welche in den m + 1 Potenzen r(u)o, o, ()™

einer gegebenen Wurzel r(u) vorkommen, besitzen im GF(p™) maxi-
mal die Ordnung m-1.

Also sind r(u)o, ..., r(u)™ linear abhangig, und demgemag existiert im
Erweiterungskorper GF(p™) eine Linearkombination von der Form

Cry (rU)™ + ... + ¢4 (r(u))1 + co-(r(u))0 = m(r(u)), d. h. so, dass r(u)
eine Wurzel des Polynomes g(x) = ¢, x" + ... + c; X+ co-xO ist.
Wird g(x) durch den Koeffizienten der hochsten von 0 mverschiede-

nen Potenz von x dividiert, so entsteht aus g(x) ein normiertes Poly-
nom m(x) vom Grad(m(x)) < m.

Satz 3.25: (Wurzeln von Minimalpolynomen und ihren Vielfachen)

Ist r(u) eine Wurzel eines Polynomes g(x) und ist m(x) das Minimal-
polynom zu r(u), so ist m(x) ein Teiler von g(x), d. h. dann existiert
ein weiteres Polynom q(x), das auch den Grad 0 besitzen darf, mit g

(x) = q(x) - m(x).

Beweis (indirekt):

Sei, entgegen der Aussage von Satz 3.25, g(x) = q(x) - m(x) + h(x)
mit h(x) # 0 und 0 < Grad(h(x)) < Grad(m(x)).

Dann folgt aus der in Satz 3.25 enthaltenen Voraussetzung

g(r(u)) = m(r(u)) = 0 = q(r(u)) - m(r(u)) + h(r(u)) und damit h(r(u)) = 0.
Dies fuhrt zu einem Widerspruch mit Definition 3.19, denn dann er-
gibt sich r(u) als eine Wurzel des Polynomes h(x), d. h. eines Polyno-

mes von kleinerem Grad als das Minimalpolynom. Also muss h(x) =0
sein, und Satz 3.25 gilt doch.

Sonderfall: q(x) ist vom Grad 0 und ist eine Einheit des GF(p).

Satz 3.26: (Eindeutigkeit von Minimalpolynomen)

Das Minimalpolynom m(x) einer Wurzel r(u)eGF(p™) tiber einem
Koeffizientenkorper GF(p) ist eindeutig, d. h. kein anderes normiertes
irreduzibles Polynom g(x) besitzt r(u) als Wurzel.
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Beweis (indirekt):

Seien sowohl m(x) als auch g(x) Minimalpolynome zu r(u) vom selben
Grad i. Dann ist r(u) eine Wurzel des Polynomes m(x) - g(x), das, im
Widerspruch zu Definition 3.19, vom Grad kleiner als i ist, weil sich

die hochsten Potenzen von x in m(x) und g(x) wegen der Normierheit
wegheben. Also gilt Satz 3.26 doch.

Bemerkungen:

a) Ist m(x) das Minimalpolynom einer Wurzel r(u) vom Grad i, so lie-
gen gemal} Satz 3.22 alle Wurzeln von m(x) im Wurzel-Zyklus

r(u) = r(u)®, r)®’, .., ru)P".
b) Gilt a), so ist m(x) gemal Satz 3.22 und Satz 3.23 auch das Mini-
malpolynom zu r(u)®’, ..., r(u)®".

c) Weiter ist m(x) ein Teiler des Polynomes (xpi - X) (siehe Satz 3.31).

d) Wurzeln bzw. Minimalpolynome dienen in Kapitel 4 zur Definition
spezieller Arten zyklischer Codes.

Verfahren 3.3: (Berechnung von Minimal-Polynomen durch
Probieren)

a) Aufgabenstellung:

Gegeben sei eine Wurzel r(u), die in einem Erweiterungskorper
GF(p™) aber nicht im Grundkorper GF(p) liege, wobei m evtl. un-
bekannt ist.

Gesucht sei das Minimalpolynom m(x) zur gegebenen Wurzel r(u),
bei dessen Berechnung die Reduktion mod p und, falls f(x) be-
kannt ist, auch die Reduktion mod f(x) streng durchzufuhren sind.

Liegt noch kein irreduzibles Hauptpolynom vom Grad m vor, so
kann, falls m wenigstens bekannt ist, fur die Rechnung die Bezie-

hung uP™" = 1 verwendet werden.
b) Berechnung durch Probieren (vgl. /13/):
Fur kleine Werte von m genugt es, nacheinander furi=1,2, ..., m

zu prufen, ob die Potenzen r(u)o, r(u)1, r(u)2, e r(u)i linear abhan-
gig sind, d. h. ob eine Linearkombination (1, ¢ 4, ..., Cy) existiert,
die ein Polynom kleinsten Grades i mit

r(u) + Ci_1 r(u) T+ L+ Cq- ru)! + Co- r(u)® = 0 erzeugt.
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Beispiel 3.9: (Berechnung von Minimal-Polynomen durch Pro-
bieren)

Seien z. B. das Hauptpolynom f(x) = x> +x+1 sowie die Wurzel r
(u) = u gegeben. Dann ergibt sich m(x) aus folgender Tabelle:

i ¢;-r(u)' in Koeffizienten- Linearkombinationen | lineare Ab-

schreibweise und mod g(x) | sind von der Form | hangigkeit
0c,-u° =0 0 cy (cp) | unmdglich
ey U =0 ¢, 0 (¢i, o) | unmoglich
2 02-u2 =c, 0 0 |[(C2, Cqi, Co )| unmaoglich

3lcg-uP=cy-(Ut1) =0 ¢4 cy3 | (G2, (C3¥Cy), (C3t+c))| moglich (¥)

(*): Lineare Abhangigkeit besteht furc, =0;c;=c,=¢c,=1 mod 2,
d.h. farm(x)=f(x) = x> +x + 1.

Verfahren 3.4: (Systematische Berechnung von
Minimal-Polynomen)

Aufgabenstellung: wie in Verfahren 3.3.

Systematische Berechnung von Minimal-Polynomen (vgl. /2/):

a) Liegt nur eine Wurzel r(u)eGF(p™) vor, so ist dessen Minimalpo-
lynom m(x) auch das Minimalpolynom der zu r(u) konjugierten
Wurzeln r(u)®’, ..., r(u)®" €GF(p™). Dabei ist Grad(m(x)) = i > 0 der
kleinste Wert mit r(u)?' = r(u) und m(x) = (x - r(u)")- ... - (x - ru)*").
Ist m unbekannt, so muss m durch Probieren ermittelt werden.

b) Sind mehrere Wurzeln ry(u), ... ,rg(u) gegeben, so missen nach-
einander fur ry(u), ... ,r;(u) mit dem unter a) beschriebenen Ver-
fahren die Mengen der konjugierten Wurzeln sowie die zugehori-
gen irreduziblen Minimalpolynome my(x), ... ,mg(x) bestimmt wer-
den, wobei auch einige der vorgegebenen Wurzeln bereits zuein-
ander konjugiert sein konnen.

Das gemeinsame Minimalpolynom aller gegebener Wurzeln lautet
dann m(x) = kgV(m4(x), ... ,mg(x)).
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Beispiel 3.10: (Systematische Berechnung von Minimal-Poly-
nomen)

Seien das primitive Hauptpolynom f(x) = x* +x + 1 aus Beispiel 3.8
mit der Periode s =s_ ., = 15 sowie die Wurzel r(u) = u® aus dem
GF(24) gegeben.

Dann liegen alle Wurzeln des zur Wurzel u’ gehorenden Minimal-

Polynomes m(x) im GF(24), und sie lauten gemal} dem Satz 3.22

u, u'? u?*=u% u®=u®> mod f(x) (ab hier wiederholen sich die

Wurzeln zyklisch).

Dies fuhrt, wenn bei der Reduktion die Potenzen von u aus Beispiel
3.8 verwendet werden, zum Minimal-Polynom

m(x) = (x - u%)- (x - u%)- (x - u%) - (x - u™?)
= (x2 u3+u12)-x + 1)-(x2 - (u6+u9)-x +1) [u15 =1 mod f(x)]

(
( (u2+u+1)-x + 1)-(x2 - (u2+u)-x +1) [vgl. Beispiel 3.8]
- (
2

max

= (x* - (UP+u+1)+(U%+u)) - X3 + (1+(U+u+1) - (U2+u)+1) - X2
u%+u+1)+(Uu%+u))-x + 1)
S+x%+x+1 [siehe Nebenrechnungen]

4
- ((u
N

NR.: ((u*+u+1)+(u®+u))=1 mod 2;
1+(u?+u+1) - (UZ+u)+1 = 0 + (u*+ul+u?)+(U+u?+u)

=u*+u=1 mod f(x).
C Hauptpolynome der Form f(x) = x" -1

Satz 3.27: (Wurzeln von Polynomen (x"’m'1 - 1) uber einem GF(p))

Jedes Polynom f(x) = (x'om'1 - 1) Uber einem GF(p) besitzt als Wurzeln
genau die p™ - 1 von Null verschiedenen Elemente des GF(p™).

Beweis:

a) Fur m = 1 bildet die Menge der p - 1 von Null verschiedenen Ele-
mente des GF(p) eine zyklische multiplikative Gruppe, wobei nach
Satz 3.18 (Sonderfall m = 1) die Ordnung e, jedes Elementes r, # 0
des GF(p) die Gruppen-Ordnung (p - 1) teilt.
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Damit ist (vgl. Satz 3.29 weiter unten) f(r;) = (r°1 - 1) = (r® - 1) = 0,
d. h. jedes Element r; # 0 des GF(p) ist eine Wurzel von f(x).

Nach Bemerkung a) zu Satz 3.21 besitzt f(x) genau p - 1 Wurzeln.
Es handelt sich dabei also genau um alle Elemente der multiplika-
tiven Gruppe des GF(p).

b) Fir m > 1 qilt die selbe Schlussweise wie unter a), d. h. fur jeden
Erweiterungskorper GF(p™) sind dessen von 0 verschiedenen Ele-

mente genau die Wurzeln des Polynomes f(x) = (x'om'1 -1).

Def. 3.20: Zerfallungskorper K eines Polynomes f(x)
= ein (Erweiterungs-)Korper K, der samtliche Wurzeln rq(u), ..., r(u)

eines Polynomes f(x) vom Grad m uber einem Grundkorper GF(p)
enthalt.

Satz 3.28: (Erzeugendes Polynom eines Zerfallungskorpers)

Genau alle Wurzeln des Polynomes (xP™ - x) = (x*™1- 1) (x - 0) tiber
dem Grundkorper GF(p) bilden den Zerfallungskorper GF(p™) dieses
Polynomes.

Beweis:

Das Polynom (xP" - x) entsteht durch die Hinzunahme des Faktors
x = (x-0)zu (x*™1 - 1).

Als Wurzeln besitzt dieses Polynom gemal} Satz 3.27 alle Elemente

der zyklischen multiplikativen Gruppe des GF(p™) und zusatzlich die 0
als Wurzel des Faktors (x - 0), also insgesamt alle Elemente des GF

(p™).
Damit ist das GF(p™) der Zerfallungskorper dieses Polynomes uber
dem GF(p).

Satz 3.29: (Teiler-Eigenschaft bei Polynomen der Form x" - 1)

Ein Polynom g(x) = (x™ - 1) ist genau dann ein Teiler-Polynom eines
Polynomes f(x) = (x" - 1), wenn m ein Teiler von n ist.
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Beweis:

Sein=m-d+ s mit0 < s <d. Dann ist einerseits

(X"-1)=(x"dFS )= (xM Ao xS+ xS - 1) ==x5- (x™9- 1) + (x5 - 1).
Andererseits gibt es nach den Bemerkungen zu Satz 3.6 eindeutige
Polynome q(x) und r(x) mit 0 < Grad(r(x)) < d, so dass gilt

(x"- 1) = q(x)- (x* - 1) + r(x).

Der Vergleich der beiden Darstellungen fur (x" - 1) ergibt

x5-(x

(x4 =1)
Dabei ist q(x) ein Polynom und (x? - 1) wegen s < d kein Teiler von x°.
Daraus folgt: (x™-1)[(x"-1) gdw r(x)=0 gdw s=0 gdw m|n.

) und r(x)=(x>—-1).

q(x) =

Satz 3.30: (Unterkorper GF(p™) eines GF(p"))

Jeder Erweiterungskorper GF(p") eines GF(p) enthalt zu jedem Teiler
m von n genau einen Erweiterungskorper GF(p™) des GF(p), der als

Zerfallungskorper von (xP" - x) ein Unterkdrper des GF(p") ist.

Beweis:

Nach Satz 3.28 ist jedes Element aus dem GF(p™) bzw. aus dem
GF(p") eine Wurzel von (xP" - x) bzw. von (x*" - x).

Weiter folgt aus Satz 3.29 fur m|n:

(x™-1)|(x"-1) bzw. (firx=p) (P™-1)|(p"-1) bzw.

xP™ 1 - 1) (xP™"- 1) bzw. (um den Faktor x erweitert)

(xP™ - X)|(xP" - x).

Dabei enthalt (x" - x) natiirlich alle Wurzeln seines Teilers (xP" - x).
Also ist der Erweiterungskorper GF(p™) ein Unterkorper des GF(p").

Satz 3.31: (Faktoren eines Polynomes der Form (xP™ - x))

Jedes irreduzible normierte Polynom g(x) vom Grad m Uber dem
Koeffizientenkorper GF(p) ist ein Faktor bzw. ein Teiler des Polyno-

mes f(x) = (xP" - x).
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Beweis:

a) Polynome vom Grad 1 sind von der Form g(x) = x + a mit acGF(p),
und sie besitzen die Wurzel x = -a (speziell auch -a = 0). Jede die-
ser Wurzeln ist auch eine Wurzel von f(x). Damit ist g(x) ein Teiler

von f(x) = (xP - x) = (x*! - x)- x (vgl. Satz 3.27 mit m = 1).
b) Ist der Grad m > 1, so erzeugt g(x) gemal Satz 3.27 den Erweite-

rungskorper GF(p™), und die Restpolynome des GF(p™) mit Aus-
nahme der 0 bilden eine multiplikative Gruppe der Ordnung p™ - 1.

Damit ist die Ordnung r jeder Wurzel r(u) von g(x) ein Teiler von
p™ - 1 und weiter ist r(u)'om'1 - 1 =0. Also handelt es sich bei r(u)
(far x = r(u) gesetzt) auch um eine Wurzel von (x"’m'1 - 1) sowie von
(xP™ - x).

SchlieRlich folgt aus Satz 3.28 g(x)|(xP" - x).

Satz 3.32: (Grade von Teilerpolynomen)
- ausfuhrlicher Beweis in /10/ -

Jedes irreduzible Teilerpolynom g(x) von (x*™ - x) ist vom Grad < m.

Beweisskizze:

Jedes Polynom g(x), das Teiler von (x*" - x) ist, besitzt gemaR Satz
3.28 und Satz 3.22b ausschliellich Wurzeln aus dem Erweiterungs-

korper GF(p™). Fir irreduzible Polynome vom Grad(g(x)) = k ergeben
sich gemaR Satz 3.22a Wurzeln der Form r(u)®’; ..., r(u)®”’

Weiter ist gemaR Satz 3.16 r(u)’™ = r(u)®’, d. h. g(x) besitzt maximal
m verschiedene Wurzeln, d. h. g(x) ist maximal vom Grad m.

Beispiel 3.11: (Teiler und Wurzeln des Hauptpolynomes (x°° - 1))
a) Sei f(x) = (x> - 1) = (x® - 1).
Dann bilden gemal} Satz 3.28 aIIe Wurzeln von f(x) zusammen die

multiplikative Gruppe des GF(2 ), und f(x) besteht ganz aus Line-
arfaktoren der Form (x- r(u)) mit r(u)eGF(Z ), d. h. es ergibt sich

f(x) = (X - 1)- (X - u) ... (x - (W+ur+uP+u?+u’+1)).
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Weiter sind gemaR Satz 3.29 alle Polynome der Form (x™ - 1) mit
m|63 also mit me{1,3,7,9,21,63} Teiler von f(x), und zu jedem die-

ser Teiler, der die Form m = 2X - 1 besitzt, d. h. zu ke{1,2,3,6}, gibt
es gemal} Satz 3.28 Unterkorper des GF(26), also die Unterkorper
GF(2"), GF(2%), GF(2°%), GF(2).

b) Jede Wurzel von f(x) ist auch eine Wurzel von mindestens einem

der Faktoren (x™ - 1), und die Ordnung s der Wurzel ist jeweils ein
Teiler der Lange des Hauptzyklusses dieser Faktoren.

c) Z. B. gilt far die Wurzeln, deren Ordnungen 1,3,9 Teiler von 9 sind:

Polynom|Wurzel-Ordnung| Zyklen von Wurzeln r(u)"’i [£r(u)]
(x-1) 1 (Teiler von 1) 1
(x3-1) | 1 (Teilervon 3) 1
3 (Teiler von 3) u21, u42 [m|t (u21)3 = u63]
xY-1) | 1(Teiler von 9) 1
3 (Teiler von 9) u?! u*?  [mit (u?")® = u%Y
9 (Teiler von 9) | u”,u',u?8,u%® u*, u®® [mit (u7)9 = u%9

d) Im Folgenden werden Polynome f;(x), f5(x), ... , fg3(X) konstruiert
der Art, dass jedes fi(x) als Wurzeln genau alle Elemente der Ord-
nung i aus dem GF(26) besitzt.

Als Ausgangspunkt dienen dabei die Polynome der Form (x' - 1),
von denen jedes mindestens eine Wurzel der Ordnung i aufweist.
Alle Wurzeln einer anderen Ordnung als i missen dann nur noch
eliminiert werden.

Damit ergeben sich (zum Teil reduzible) Teilerpolynome von f(x),
die insgesamt genau alle Wurzeln aller Ordnungen von f(x) besit-
zen, wie folgt

fi(x)=(x-1) vom Grad 1,
_x=1) _
fa(x) = f.(x) =xX"+x+1 vom Grad 2,
(X"=1) _ 6. 5, .4,.3, .2
f-(x) = =X +XT+HXT XX+ x+ 1 vom Grad 6,

fy (x)
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_ =1 _

fo(x) = LX), (X) =x8+x3+ 1 vom Grad 6,
21
-1
f(X) = f1()(<)’ff3(x)_f)7(x) vom Grad 12,
63

faa(X) = X~ = 1) vom Grad 36.
03 f1(X)-f3(X)-f7(X)-f9(X)-f21(X)

Damit besitzt also (x°° - 1) = f4(x) - f3(X) - f(X) - fg(X) - f1(X) - fs3(x) als
Wourzeln alle Elemente des GF(26) der Ordnungen 1,3,7,9,21,63.

d) Gemal dem Beweis zu Satz 3.4b gibt es im GF(26) mindestens ein
primitives Element, das alle Elemente der multiplikativen Gruppe
erzeugt und Wurzel eines primitiven Polynomes vom Grad 6 ist.

e) Diene g(x) = x° + x + 1 als primitives Polynom (vgl. /4/, Seite 82).
Dann ergeben sich die Wurzeln von f(x), abhangig von der Wahl
von g(x), als Wurzeln der Teiler f(x), ... ,f53(x) wie folgt

Poly- | Wurzel- | zukjus von Wurzeln r(u)® [=r(u)] | Polynom ist
nom | Ordnung irreduzibel
f,(x) 1 1 ia
(x) 3 u?! u*? ja
f7(x) / WulBu*® bzw. ¥ uu® nein (+)
fo(X) 9 U7 U u28 56 49 35 ja
fo4(X) 21 uwubu’? u24,u48, 3 bzw. nein (+)
u! 12t U8 U 16 32
fe3(X) 63 uu'u? o u’ u3*  bzw. nein (++)
M 122 0% 125 050 3T o
U132 152 (41 119 (%8 paw.
05 430 460 (37 |51 (39 oy
U3 482 u61 (59 155 AT .
U53 43 423 146 29 | 59

(+)/ (++): 2 bzw. 6 Wurzelzyklen definieren 2 bzw. 6 irreduzible
Teilerpolynome



