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1 Einleitung

Ausgehend von regulidren Sprachen gelang in den 1960er Jahren ein besonderer Durch-
bruch, als Kleene in [Kle56] den Zusammenhang der Theorie endlicher Halbgruppen mit
der Klasse der reguléren Sprachen herstellte. Insbesondere gilt, dass zu jeder regulidren
Sprache eine endliche Halbgruppe existiert, die diese Sprache erkennt. Im Laufe weniger
Jahre entstand aus dieser Erkenntnis eine reichhaltige Theorie, deren Verzweigungen
unter anderem in die formalen Sprachen, die Automatentheorie, Logiken und auch die
Algebra reicht. Aufbauend auf Kleenes Entdeckung betrachteten Brzozowski und Cohen
[BR71] eine strikte und unendliche Hierarchie regulérer Sprachen, deren Vereinigung die
Klasse der sternfreien Sprachen ergibt. Diese als Dot-Depth Hierarchie bekannte Klas-
sifizierung ist seit dieser Zeit im Fokus der Forschung.

Neben Halbgruppen traten im Laufe der Jahre dquivalente Charakterisierungen der
sternfreien Sprachen auf. In der Automatentheorie entsprechen sie den permutationsfrei-
en Automaten, im Bereich der Logiken erhalten wir die Darstellungen erster Ordnung
oder auch als Vereinigung der boolschen Abschliisse aller Formeln in Prénexform.
Trotz stetiger Forschritte, verschiedenster dquivalenter Charakterisierungen und der Ent-
scheidbarkeit der Sternfreiheit einer Sprache weisen die durch Brzozowski und Cohen
eingefithrten und inspirierten Hierarchien immer noch viele Fragen auf. Es ist zum Bei-
spiel bis heute keine Methode bekannt, um allgemein die Stufe einer Sprache in den
Hierarchien zu bestimmen. Tatséchlich existieren effektive Kriterien nur fiir Sprachen
der Stufen Null, in Form der trivialen Monoide, sowie Stufe Eins, in Form des Logik-
fragments B>y oder der J-trivialen Monoide. Doch schon bei Stufe Zwei, charakterisiert
durch das Logikfragment BY,, gibt es lediglich Teilresultate, welche die Entscheidbarkeit
fiir Sprachen mit maximal zwei Erzeugern oder den Sprachen iiber inversen endlichen
Automaten liefern.

In dieser Diplomarbeit werden wir eines dieser Teilresultate, 1988 von Straubing ent-
deckt, vorstellen. Hierfiir werden wir zeigen, dass die zweite Stufe der Hierarchie fiir
Sprachen mit maximal zwei Erzeugern entscheidbar ist. Weiter werden wir die Ergeb-
nisse von Straubing im Licht neuerer Erkenntnisse der algebraischen Sprachentheorie
betrachten und eine notwendige Bedingung fiir das Enthaltensein in einer bestimmten
Klasse von Monoiden erarbeiten. Diese erlaubt uns insbesondere einen neuen Beweis
vorzustellen, um eine Vermutung aus dem Jahre 2001, iiber die Struktur der zweiten
Stufe von Brzozowskis Hierarchie, zu widerlegen.



2 Grundlagen und Definitionen

In diesem Abschnitt werden wir einen Uberblick iiber die wichtigsten Definitionen geben.
Unser Hauptaugenmerk wird dabei auf endlichen Halbgruppen, Monoiden und deren Va-
rietdten liegen. Hiervon ausgehend werden wir ein Akzeptanzmodell reguldrer Sprachen
durch Monoide betrachten und abschliefend die von uns betrachtete Dot-Depth Hierar-
chie einfiihren.

Fiir eine tiefere Einfiihrung in die Theorie von Halbgruppen, Monoiden, Varietdten und
endlichen Automaten sowie deren Aktzeptanz regulédrer Sprachen empfehlen sich unter
anderem die Lehrbiicher von Howie [How95] und Eilenberg [Eil74].

2.1 Halbgruppen, Monoide und Morphismen

Definition 2.1.

Sei S eine beliebige Menge, sowie o : S x S — S eine zweistellige Verkniipfung auf
S. Ist o zusdtzlich assoziativ, es gilt also o(a,o(b,c)) = o(o(a,b),c) fir alle Elemente
a,b,c € S, so nennen wir (S,0) eine Halbgruppe. Existiert zusditzlich ein neutrales

Element 15 € S, so dass 1g-s = s-1, = s fir alle s € S, dann nennen wir S ein
Monoid.

Da wir hierbei nur assoziative Strukturen betrachten, werden wir die Verkniipfung im
Allgemeinen multiplikativ schreiben. Beispielsweise abc oder a - b - ¢ anstatt o(a, o(b, ¢))
und a™ (n € N) fiir das n-fache Produkt von a. Weiter schreiben wir lediglich S anstatt
(S,0) solange dabei keine Verwechslungen auftreten. Die folgenden Definitionen und
Aussagen gelten, solange nicht explizit ausgenommen, auch fiir Monoide.

Gilt die Gleichung e? = e fiir ein Element einer Halbgruppe S, so nennen wir dieses
idempotent. Die Menge aller idempotenten Elemente sei E(S) = {e € S : ¢? = ¢}. Bei
einem Monoid M gilt insbesondere 1, € E(M).

Betrachten wir zwei Teilmengen A, B einer Halbgruppe, so nennen wir
AB ={ab:a € A,be B}

das Produkt von A und B. Dies ist die Teilmenge der Halbgruppe, die entsteht,
wenn wir alle Elemente aus A mit den Elementen aus B multiplizieren. Als Grenzfall
der Potenz A", n € N erhalten wir AT = U,>1(A"), die Menge aller Elemente, die sich
aus A in der Halbgruppe generieren ldsst. Dies ist wieder eine Unterhalbgruppe und
wir nennen A eine Erzeugermenge von A™'. Betrachten wir statt einer Halbgruppe
ein Monoid, so fiigen wir zu A" noch das neutrale Element hinzu und erhalten damit
A* = AU AT = {1} U AT

Ist U eine Teilmenge von S und zusétzlich U mit der Verkniipfung von S eine Halbgrup-
pe, so nennen wir U eine Unterhalbgruppe von S bzw., im Falle eines Monoides M,
ein Untermonoid von M.



Eine Halbgruppe S heiffit kommutativ, falls die zugrundeliegende Verkniipfung kom-
mutativ ist. Ebenso nennen wir S idempotent, falls alle Elemente idempotent sind.
Existiert fiir alle Elemente s € S eine natiirliche Zahl k > 1, so dass s* = s**! gilt, dann
nennen wir S aperiodisch. Die letzte Klasse von Halbgruppen besitzt im endlichen Fall
eine besondere Eigenschaft.

Lemma 2.2. Sei S eine endliche, aperiodische Halbgruppe mit n Elementen. Dann gibt
es einl <w<n, sodass s* idempotent fiir alle s € S 1ist.

Beweis. Sei S eine endliche, aperiodische Halbgruppe sowie n = |S| und s € S ein belie-
biges Element. Betrachten wir die Folge s, s, ... von Elementen in S, so muss mindestens
ein Element s* = s* von S in dieser Folge doppelt vorkommen. Durch die Aperiodizitét
von S folgt nun, dass man k, ¢ so wihlen kann, dass k = ¢ 4+ 1 gilt. Andernfalls wiirde
eine Schlaufe der Art s*, s**1 ... s’ existieren, die wir beliebig oft durchlaufen kénnten
ohne stationir zu werden, was einen Widerspruch zur Aperiodizitit darstellt.

Da auflerdem S genau n Elemente besitzt, muss dieses Paar spétestens bei den Folgen-
gliedern n,n + 1 auftreten. Also ist insbesondere (s")? = s" fiir alle s € S und damit s"
idempotent. Das gesuchte w existiert also und ist insbesondere kleiner gleich n. O

Trennen wir uns von der Forderung der Aperiozitét, so finden wir immer noch auf die-
selbe Weise idempotente Elemente. Wir erhalten jedoch eine grofiere obere Schranke fiir
w, da die Schlaufe aus dem Beweis mehr als ein Element enthalten kann.

Besitzt S dagegen unendlich viele Elemente, so finden wir durch die Aperiozitét fiir je-
des Element einen passenden Exponenten. Fiir diesen muss jedoch keine obere Schranke
existieren und damit ist die Existenz des w nicht mehr gesichert.

Ist die Halbgruppe weder aperiodisch noch endlich, so muss kein idempotentes Element
existieren. Ein Beispiel hierfiir sind die natiirlichen Zahlen N mit der Addition als Ver-
kniipfung.

Betrachten wir im Folgenden Abbildungen zwischen Halbgruppen, so interessieren wir
uns besonders fiir solche, die die Multiplikation respektieren.

Definition 2.3 (Homomorphismen von Halbgruppen).
Seien S, T Halbgruppen, sowie p: S — T eine Abbildung zwischen diesen. Gilt

p(a-b) = p(a) - p(b)

fir alle Elemente a,b € S, so nennen wir v einen (Halbgruppen-) Homomorphis-
mus. Sind S und T Monoide, so definieren wir auf gleiche Weise einen (Monoid-)
Homomorphismus, wobei wir zusdtzlich u(ls) = 1p fordern. Der Monoidhomomor-
phismus bildet also das neutrale Element in S auf das neutrale Element in T ab.

Da wir insbesondere mit Wortern iiber einem Alphabet arbeiten, werden wir im Folgen-
den (ab)p = ap - b anstatt pu(ab) = u(a) - p(b) schreiben, falls p ein Homomorphismus
ist.



2.2 Kongruenzen, Teilbarkeit und Varietdten

Sei P eine Relation auf einer Halbgruppe S, also P C S x S. Wir nennen P eine
A quivalenzrelation, falls sie reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Formal muss also
fiir alle x,y,z € S

(i) (z,x2) eP
(ii) (z,y) € P <= (y,2) P
(iii) (z,y),(y,2) e P = (x,2) € P

gelten. Ist (x,y) € P ein Tupel einer Aquivalenzrelation, so nennen wir z Aquivalent
zu y modulo P, in Zeichen x ~p y bzw. einfach x ~ y, falls klar ist, auf welche
Relation sich die Aquivalenz bezieht. Ist eine Aquivalenzrelation kompatibel mit der
Verkniipfung der Halbgruppe oder des Monoids, gilt also

xu ~ yv fir alle z,y,u,v € S mit x ~ y,u ~ v,

so nennen wir P eine Kongruenz auf S und bezeichnen mit S/P die Menge aller Klas-
sen der Aquivalenz P. Durch die Kompatibilitdt erhalten wir nun auch eine natiirliche
Erweiterung der Verkniipfung auf S, wodurch S/P ebenfalls zu einer Halbgruppe bzw.
einem Monoid wird. Wir nennen S/P den Quotient von S bzgl. der Relation P. Das
neutrale Element von M /P im Monoid-Fall ist gerade die Klasse des neutralen Elements
von M.

Bemerkung 2.4.

Es gibt einen natiirlichen Zusammenhang zwischen einem Homomorphismus p: .S — T
und einer Kongruenz P auf S. Wir identifizieren hierzu alle Elemente von S, die durch
1 auf das gleiche Element in T abgebildet werden. Diese Relation erfillt die Bedingungen
einer Aquivalenzrelation und ist eine Kongruenz aufgrund der Eigenschaften von pu.
Ebenso konstruieren wir uns einen Homomorphismus pp : S — S/P, indem wir jedes
Element von S auf seine Klasse bzgl. P abbilden. Durch die Kompatibilitit der Kon-
gruenz erhalten wir einen Homomorphismus, der im Falle eines Monoids das neutrale
Element auf dessen Klasse abbildet.

Die Definition des Quotienten einer Halbgruppe S erlaubt uns nun iiber Teilbarkeit
zu sprechen. Ist T isomorph zu dem Quotient einer Untergruppe von S, so schreiben
wir T" < S, in Worten T teilt S. Insbesondere teilt jede Unterhalbgruppe von S die
Halbgruppe S.

Eine Klasse V' von Halbgruppen bzw. Monoiden bezeichnen wir als S-Varietét bzw. M-
Varietit, falls diese unter endlichem direkten Produkt sowie Teilbarkeit abgeschlossen
ist. Besteht keine Verwechslungsgefahr, so bezeichnen wir V' auch einfach als Varietét.



2.3 Greens Relationen und Beispiele fiir Varietdten

An spéterer Stelle werden wir bestimmte Varietdten endlicher Monoide betrachten. Hier-
bei werden insbesondere solche von Interesse sein, die aus den Aquivalenzen von Green
hervorgehen. Hierbei betrachten wir links-, rechts- und beidseitige Ideale von Elementen
eines Monoids und verwenden die natiirliche Ordnung, die auf Teilmengen definiert ist,
um eine Aquivalenzrelation auf den Monoidelementen zu erhalten.

Definition 2.5. Sei M ein Monoid sowie m,n € M Monoidelemente. Wir definieren
Ordnungen <,, <g,<g auf M durch

e m<,n:= MmC Mn.
o m<pn:mMCnM.
o m <sn: MmMC MnM.
Sowie die damit verkniipften Aquivalenzrelationen £, R, J
e mLn & Mm = Mn.
e mRn & mM =nM.
e mJn = MmM = MnM .
Die Klasse eines Elements m sei [m]z, [m]g bzw. [m] 7.

Betrachten wir eine Halbgruppe S anstatt eines Monoids, so gelten nahezu die gleichen
Definitionen. Da jedoch kein neutrales Element in S, aber trotzdem jedes Element in
seiner Klasse enthalten sein muss, ersetzen wir jedes Vorkommen von M in der Definition
durch S := {1}US, wobei 1 ein neues Einselement ist. Da stets Ideale betrachtet werden,
liegen die so entstehenden Teilmengen mS?*, Stm, S'mS! immer noch in S.
Betrachten wir die Aquivalenzen genauer, stellen wir fest, dass £ eine Links- und R
eine Rechtskongruenz darstellt. Dies folgt aus der Tatsache, dass M(mu) = (Mm)u =
(Mn)u = Mnu, falls mLn. Weiter erhalten wir, wegen m;Jms und 1m;1l = my €
Mmq M, dass x1, 2,1, y2 € M existieren miissen mit

M1 = T1Mol1 SOWIE ToM1Ys = M.

Ebenso erhalten wir aus den Gleichungen m Lms und n3Rny4 die Existenz von x1, xa, y1, Y2 €
M mit

my = X1Mm2, N1 = N2Y1 SOWIE N1Y2 = N2, T2MM1 = My.

Die Elemente der Aquivalenzklassen £, R, J lassen sich also durch Multiplikation von
Monoid- bzw. Halbgruppenelementen ineinander iiberfiihren.

Wir werden eine Halbgruppe oder ein Monoid £-, R- bzw. J-trival nennen, falls jedes
Element eine eigene £-, R- bzw. J-Klasse besitzt. Aus mJn folgt fiir ein J-triviales
Monoid also bereits m = n.



Nun ist es uns moglich, einige der fiir uns wichtigsten Varietéiten endlicher Monoide
vorzustellen. Die Pfeile in der Abbildung entsprechen dabei einer ”ist enthalten in”
Beziehung.

L
LVR DA

NS

Die hier benannten Varietéten sind jeweils die minimalen Varietéten, die

1: das triviale Monoid enthalten.
Jy: alle idempotenten und kommutativen Monoide enthalten.
J: alle J-trivialen Monoide enthalten.
L: alle L-trivialen Monoide enthalten.
R: alle R-trivialen Monoide enthalten.
LV R: alle Monoide enthalten, die entweder £- oder R-trivial sind.
DA: alle Monoide enthalten, in denen
(wow)“v(uvw)®? = (uwow)® fir alle Elemente gilt.
J: alle Monoide enthalten, fiir die eM e € J fiir alle €2 = ¢ € M gilt.

Da sich die genannten Eigenschaften auf Bilder bzw. Urbilder von Homomorphismen
iibertragen, erfiillen alle Monoide der Varietdten die zugehorigen Eigenschaften. Die
erwahnte Menge M, ist das Untermonoid von M, das von den Elementen m € M mit
e <7 m erzeugt wird. Solch ein m liegt also in der J-Hierarchie {iber e und ist damit
ein moglicher Faktor von e in M.

Eine Varietdat von Halbgruppen, die wir in Abschnitt 5 benotigen werden, ist B;. Knast
wies in [Kna83b] nach, dass sie der ersten Stufe der Brzozowski-Hierarchie entspricht.
Weiter zeigte er, dass By gerade die Halbgruppen S enthélt, welche die Gleichung

(exfye)?ex fve(eufve)” = (exfye)”(eufve)”

fiir alle €2 = e, f2 = f,x,y,u,v € S erfiillen.

2.4 Reguldre und sternfreie Sprachen

An dieser Stelle wollen wir nun die Verbindung zur Theorie reguldrer Sprachen und
Ausdriicke ziehen. Im Folgenden sei ¥ = {ay,...,a,} ein endliches Alphabet sowie 3*
das freie Monoid iiber 3. Mengentheoretisch betrachtet entspricht dies der Menge
aller endlichen Zeichenketten bzw. Worter iiber 3. Die Verkniipfung ist die einfa-
che Konkatenation, w = wy...wy - v = vy...0p ist also wv = wy ... wyv1... v, fir



w;, v; € X, w,v € ¥*. Das neutrale Element ist das leere Wort €.

Eine Sprache iiber ¥ ist definiert als eine beliebige Teilmenge der Worter von %,
Weiter ist eine regulidre Sprache iiber X eine Sprache, die sich durch Konkatena-
tion (bzw. Produktbildung), Vereinigung und der x-Operation aus den einelementigen
Teilmengen von Y gewinnen lasst. Einen bekannten Formalismus hierfiir liefern die re-
gulidren Ausdriicke.

Die Uberlegung, dass gerade die *-Operation eine besondere Stellung in dieser Definiti-
on einnimmt, fithrte schliellich zur Definition der sternfreien regulidren Sprachen.
Diese erhalten wir, indem wir, wieder ausgehend von den einelementigen Teilmengen
von Y, die Operationen Konkatenation sowie die boolschen Operationen Schnitt N, Ver-
einigung U sowie die Komplementbildung ¥* \ () bzw. =, falls das Alphabet eindeutig
ist, zulassen. Da die reguldren Sprachen unter Komplementbildung und Durchschnitt
abgeschlossen sind (siehe zum Beispiel [HMUO02]), sich die Sternoperation jedoch nicht
durch die boolschen Operationen nachbilden ldsst, sind die auf diese Weise erzeugten
Sprachen eine echte Teilmenge der reguldren Sprachen.

2.5 Akzeptanzmodelle

Neben reguldren Grammatiken bzw. Ausdriicken ist die Theorie der endlichen Auto-
maten das bekannteste Akzeptanzmodell fiir reguldre Sprachen. Hierbei haben wir eine
Menge von Terminalen, in unserem Fall die Buchstaben des Alphabets 3, eine Men-
ge von Zustdnden @, eine Menge von Regeln § C (Q x ¥) x @ sowie zwei Teilmen-
gen S, F von Q. Ein solcher Automat A = (Q, %, 4, S, E) heifit deterministisch, falls
do = ((q1,a),q2) € 9 eine Funktion von V' x ¥ nach @ ist und |S| = 1 gilt, nichtdeter-
ministisch sonst. S und F bezeichen wir als Startzustinde bzw. Endzustéinde von
A Ist w=w;...w, € X% so sagen wir A akzeptiert w, falls sd,, ...d,, = e € F fiir
einen beliebigen Startzustand s € S. Ein Automat A akzeptiert eine regulére Sprache
L, falls er alle w € L akzeptiert und es ist allgemein bekannt ([HMUO02]), dass endliche
Automaten genau die Klasse der reguldren Sprachen erkennen. Weiter ist bekannt, dass
zu jedem Automaten A ein eindeutiger, minimaler und deterministischer Automat exis-
tert.

Die Arbeiten von Myhill, Nerode und Kleene ziehen eine Verbindung zwischen den Theo-
rien endlicher Monoide und der regulédrer Sprachen bzw. endlicher Automaten. Sei wie-
der L eine Sprache iiber einem endlichen Alphabet ¥ und M ein Monoid. Gibt es einen
Monoidhomomorphismus p : ¥* — M mit L = Lup~!, so sagen wir L wird von M er-
kannt. Wird L von einem endlichen Monoid erkannt, so nennen wir M erkennbar. Es
gilt, dass die Klasse der erkennbaren Sprachen gerade der Klasse der reguldren Sprachen
entspricht. Schiitzenberger zeigte in [Sch65], dass die Klasse der durch ein aperiodisches
Monoid erkannten Sprachen, den sternfreien Sprachen entspricht.

Wollen wir iiber eindeutige und minimale Monoide sprechen, die L erkennen, so miissen
wir die syntaktische Kongruenz =; betrachten. Diese ist fiir Worter v, w € X* defi-



niert als
v=pw<e (Vp,g € X i pvg € L < pwq € L)

Damit erhalten wir das syntaktische Monoid M (L) := ¥*/ = dessen Elemente die
Klassen [w]=, der Worter w € ¥* modulo =, sind. Den durch =, induzierten Homo-
morphismus, der jedem w die Klasse [w]=, zuweist, nennen wir syntaktischen Ho-
momorphismus. Erkennt ein Monoid N eine Sprache L, so muss M (L) < N gelten.
Insbesondere ist eine Sprache genau dann erkennbar, wenn ihr syntaktisches Monoid
endlich ist.

Weiter ist M (L) isomorph zu dem Transitionsmonoid von A(L), also dem Monoid, des-
sen Elemente von den Transformationen ¢,, € 0 erzeugt werden. Diese Tatsache erlaubt

uns das syntaktische Monoid fiir jede regulére Sprache zu berechnen.

Weitere Akzeptanzmodelle wie Darstellungen erster Ordnung oder Polynome iiber
bestimmten Sprachklassen seien hier nur am Rande erwahnt. Wir werden nun die ver-
schiedenen Modelle anhand eines Beispiels aus [DGKO08] kurz vorstellen.

Sei ¥y = {a,b} sowie ¥y = {a,b,c} sowie die beiden Sprachen L; = >jabX} und
Ly = ¥3ab¥}. Die minimalen Automaten, in ihrer graphischen Darstellung, haben fol-
gende Form

b a a,b b, c a a,b, c
c
a b a b
— 41 @ g3 —>
Minimaler Automat fiir L;. Minimaler Automat fiir L.

und entsprechend werden die Transitionsmonoide von den Transformationen

12 3 12 3 12 3
a‘_‘sa_<2 2 3)’5‘_51’_(1 3 3)’0‘_5c_<1 1 3)

erzeugt, wobei die Transformation c lediglich bei Ly Verwendung findet. Die zugehérigen
(syntaktischen) Monoide besitzen die Multiplikationstabellen

1 a b ba O 1 a b ¢ ba O
111 a b ¢ ba O

111 a b ba O

ala a 0 0 0O ala a 0 ¢ 0 O

b|b ba b ba 0O iib;‘iﬁbjg

boabé‘bgggg ba|ba ba 0 b 0 0
0j0 O OO0 0 O

und somit sind beide Sprachen sternfrei, da die syntaktischen Monoide aperiodisch sind.
Weiter gilt M (L) € J und M(Ly) ¢ J und M(Ly), M(Ly) € J . Die zugehérigen re-
guldren Ausdriicke sind (a|b)*ab(a|b)* bzw. (a|b|c)*ab(a|b|c)*. Eine sternfreie Darstellung



erhélt man aus der urspriinglichen Definition von L;, L, durch die Beobachtungen

¥ =2\ ({a} N{aa}), {e}=3*\ <U(z*az*)) .

acy

Eine mogliche Darstellung erster Ordnung wére zum Beispiel

dr,yVz:x=ahNy=bA(zr<2AN2<y) = z=a)

2.6 Die Dot-Depth Hierarchie von Straubing

Zuletzt bendtigen wir noch eine Hierarchie innerhalb der sternfreien Sprachen, die auf
der Arbeit von Cohen und Brzozowski ([BR71] und auch [Eil74]) beruht. Wahrend dort
Sprachen iiber der freien Halbgruppe X" und damit insbesondere Varietiten von Halb-
gruppen betrachtet wurden, werden wir eine dhnliche Definition iiber ¥* von Straubing
verwenden. Diese ist auf Sprachebene etwas komplizierter, bietet uns aber eine etwas ein-
fachere Charakterisierung auf Varietdtenebene. Insbesondere betrachten wir Varietéten
von Monoiden.

Sei ¥* ein beliebiges endliches Alphabet sowie ¥*V; := {), X*}. Wir definieren nun fiir
k > 1 die k-te Stufe X*V), unserer Sprachhierarchie als den boolschen Abschlufl aller
Sprachen der Form LgaiL; ...a.L,, r > 0, mit L; € A*Vj_4 fiir alle i € {0,...,r} sowie
a; € X firie{l,...,r}.
Straubing [Str85] und Thérien [The81] haben gezeigt, dass diese Hierarchie von Sprachen
in engem Zusammenhang mit einer Hierarchie von Varietdten endlicher, aperiodischer
Monoide steht. Genauer gibt es zu jeder Stufe X*Vj, eine zugehorige Varietét Vi, so dass
fiir jede Sprache L C ¥*
LeXV,e M(L)e Vg

gilt, und die Hierarchie der Varietdten strikt ist. Es gilt also Vi41\ Vi # 0. Die ersten zwei
Stufen dieser Hierarchie besitzen eine recht einfache und bekannte Charakterisierung
([Sim75] und [ST85]): Vp ist die triviale Varietét 1 und V4 die Varietét aller J-trivialen
Monoide J . Ist eine Sprache L iiber einem Alphabet ¥ gegeben mit L € ¥*V 1 \ ¥V,
bzw. ein Monoid M € Vj41 \ Vi, so sagen wir L bzw. M besitzt Dot-Depth k + 1
bzw. Punkttiefe k + 1.

Fiir &k > 2 ist, aufler in Spezialfillen wie inversen Monoiden [Cow93] oder Alphabeten
mit zwei Erzeugern (Abschnitt 4), noch kein Entscheidungsverfahren bekannt. Dies gilt
auch fiir verwandte Hierarchien wie die von Brzozowski, die iiber der freien Halbgruppe
YT definiert ist und deren zugehorige Varietdten By Halbgruppen anstatt nur Monoide
enthalten. Es gilt jedoch, dass ein Entscheidungsverfahren fiir Straubings Hierarchie auch
ein entsprechendes fiir die von Brzozowski und umgekehrt liefern wiirde ([Str85]).



3 Werkzeuge aus der algebraischen Sprachentheorie

3.1 Kongruenzverfeinerungen und der Satz von Simon

Sei X ein endliches Alphabet und ( eine Kongruenz auf dem freien Monoid *. Ist eine
weitere Kongruenz n mit n C (3 gegeben, so sagen wir 7 verfeinert (3. Wir wollen
nun eine Operation vorstellen, die eine gegebene Kongruenz verfeinert und eng mit
Straubings Beweis verkniipft ist.

Hierfiir definieren wir fiir alle k > 0 eine Aquivalenzrelation [, k] wie folgt:

Definition 3.1. Sei X ein endliches Alphabet, 3 eine Kongruenz auf ¥* und k > 0. Fir
v,w € ¥* definieren wir v Cigy w, falls fiir jede Faktorisierung

V = Vp1V1 ...AQp0;
mitr < k, w; € X* und a; € X eine Faktorisierung
w = Woa1Wy . ..a, Wy

existiert, mit v; §w; fir alle i € {0,...r}. Weiter definieren wir v[3, klw genau dann,
wenn v Cigg w und w Cgg v.

In [The81] zeigte Thérien, dass [3, k] eine Kongruenz ist, und aus der Definition erhalten
wir direkt, dass [3, k] nur endlich viele Klassen erzeugt, wenn bereits 5 dies tut. Weiter
erkennen wir, dass [3,0] = § und [, k + 1] eine Verfeinerung von |3, k] ist.

Sei w die universelle Kongruenz iiber ¥*. Es gilt also v w w fiir alle v, w € ¥*. Simons
Theorem iiber J-triviale Monoide liefert uns nun, dass ein Monoid M genau dann [J-
trivial ist, wenn ein Homomorphismus ¢ : >* — M und ein k > 0 existieren, so dass ¢
von [w, k| verfeinert wird. Ist 1 die Varietét, die nur aus dem trivialen Monoid besteht,
so erhalten wir zusammen mit Lemma 3.10 und der dortigen Notation:

J =901

3.2 Kategorientheorie

Verallgemeinern wir die Definition eines Monoids zu der einer Kategorie, so ercffnet
sich uns eine weite Theorie, welche besonders zur Betrachtung der Zusammensetzung
eines Monoids wertvolle Hilfe leistet. Wir werden an dieser Stelle lediglich eine kurze
Einfiihrung in diese Theorie geben und verweisen fiir eine ausfiihrliche Betrachtung auf
den Artikel von Tilson [Til87].

Definition 3.2. Sei C' ein Graph mit Objektmenge Obj(C) und einer Menge Pfeilen
Home (¢, d) fiir alle Kombinationen von Objekten ¢, € Obj(C). Um Pfeile eindeutig
ihren Objekten zuordnen zu konnen, schreiben wir fir s € Homg(cy, ¢o) auch s : ¢ — ¢
und nennen den Pfeil s : ¢ — co kompatibel zu r : c3 — ¢y, falls co = c3 gilt. Wir
nennen C eine Kategorie, falls
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(i) Eine Verknipfung existiert, die jedem kompatiblen Pfeilpaar s : c; — co,t: ¢y — c3
einen Pfeil (st) : ¢c; — c3 zuweist und aufSerdem assoziativ ist. Fir Pfeile r: ¢; —
C, S Cg — C3,t 1 c3 — ¢4 soll also (rs)t = r(st) gelten.

(i1) Fiir jedes Objekt ¢ € Obj(C) ein Identitdtspfeil 1o : ¢ — c existiert, der fir alle
Pfeile s : ¢ — ¢ sowie t : ¢ — ¢ die Gleichungen slg = s sowie 1ot =t erfiillt.

Ist Obj(C) sowie Home(cy, co) fir alle ¢1.co € Obj(C) endlich, so heifit C' endlich. Sind
s,t: ¢y — co Pfeile zwischen den gleichen Objektpaaren, so nennen wir s,t koterminal.

Da eine Kategorie ein Graph mit weiteren Bedingungen ist, kdnnen wir insbesondere
von Zusammenhangskomponenten sprechen. Wie in der Graphentheorie ist eine Zu-
sammenhangskomponente eine maximale Teilmenge von Obj(C'), fiir die zwischen
allen Paaren von Elementen mindestens ein Pfeil existiert. C' heiffit zusammenh&ngend,
falls ganz C' eine Zusammenhangskomponente ist.

Besitzt eine Kategorie C' lediglich ein Objekt ¢, so entspricht diese Definition gerade der
Definition eines Monoids. Die Elemente in Hom¢ (¢, ¢) sind die Monoidelemente und die
Verkniipfung der Pfeile in C' liefert uns die assoziative Verkniipfung des Monoids. Das
neutrale Element ist gerade der Identitatspfeil 1.

Im Folgenden definieren wir nun eine Divisionsoperation auf Kategorien. Diese ist eine
Verallgemeinerung der Division von Monoiden, und da ein Monoid ein Spezialfall einer
Kategorie ist, werden wir dabei auch sehen wie eine Kategorie ein Monoid teilen kann.
Kategorien sind also tatsédchlich eine Verallgemeinerung der Theorie der Monoide und
in Abschnitt 4 ein wichtiges Werkzeug um den Satz von Straubing zu beweisen.

Definition 3.3. Seien C, D Kategorien. Wir sagen C teilt D, in Zeichen C' < D, falls
eine Funktion 1) : Obj(C) — Obj(D) existiert, so dass fiir jeden Pfeil s : ¢y — ¢y in C
eine Uberdeckung M, C Homp(c19), cop) existiert, die folgende Bedingungen erfillt:

(i) M, # 0.

(i1) Sind s1 :c1 — ¢, 89 1 o — c3 aufeinander folgende Pfeile in C' und
t1 € Msl,tg € MSZ, S0 gzlt tity € M8182.

(iii) Sind sy # sy verschiedene Pfeile in C, so folgt Mg, N M, = ().
() 1ey € My,. Die Identitat an Objekten c wird also von der Identitit an ¢y tberdeckt.

Sind C' und D beides Monoide, so erhalten wir gerade die Division von Monoiden. C' ist
also isomorph zu einem Quotienten D/ von D und die Mengen Mj liefern uns geeigne-
te Kandidaten fiir die Aquivalenzklassen von f. Ist nur D ein Monoid, so erhalten wir
den gewiinschten Zusammenhang zwischen der Kategorientheorie und der Theorie von
Monoiden. Ein wichtiges Werkzeug hierfiir liefert uns der Satz iiber starke Zusammen-
hangskomponenten [Til87] von Tilson.

Satz 3.4. [Til87] Sei V eine nicht-triviale Varietit von Kategorien. Dann gilt S € V.
genau dann, wenn jede starke Zusammenhangskompente von S bereits in 'V liegt.

11



Varietidten von Kategorien entsprechend dabei nahezu den Monoid-Varietdten. Wir for-
dern jedoch zusétzlich, dass das direkte Produkt zweier Kategorien wieder in der Varietét
enthalten ist. An spaterer Stelle wird uns dieser Satz erlauben zu entscheiden, ob eine
bestimmte Kategorie ein [J-triviales Monoid teilt.

Betrachten wir eine endliche Kategorie C' und existiert eine Menge G von Pfeilen in C,
so dass sich jeder Pfeil der Kategorie durch Multiplikation aus Pfeilen in G erzeugen
lasst, so sagen wir G erzeugt C. Ist t ein Pfeil in C' und w ein Wort in dem freien
Monoid G* mit ¢ = w in C, so sagen wir w erzeugt t. Weiter legen wir fest, dass die
Identitatspfeile an jedem Objekt durch das leere Wort € € G* erzeugt werden..

Das folgende Lemma liefert uns eine Methode, um die Aquivalenz von Pfeilen einer
Kategorie, die ein Monoid einer Varietét teilen, nachzuweisen. Die Umkehrung dieses
Lemmas gilt ebenfalls ([Str88]), wir werden jedoch nur die von uns benétigte Richtung
beweisen.

Lemma 3.5. Sei V' eine Varietit endlicher Monoide, C eine Kategorie sowie G eine
Menge von Pfeilen, die C erzeugt. Sei weiter M € 'V ein endliches Monoid mit C < M.
Dann gibt es eine Kongruenz B auf G* mit G*/3 € V. Weiter gilt fir Pfade u,v € G*,
die koterminale Pfeile x,y € C beschreiben, dass aus u 3 v bereits x =y folgt.

Beweis. Wir definieren uns einen Morphismus § : G* — M, mit G*/§ € V. Hierzu
weisen wir jedem Element g € GG die Menge aller Elemente m € M zu, welche g geméaf der
Teilbarkeit von Kategorien {iberdecken. Sind nun z, y koterminale Pfeile in C', die von u €
G* bzw. v € G* erzeugt werden, so folgt aus den Bedingungen der Kategoriendivision,
dass x von uf3 und y von vf iiberdeckt werden. Gilt also u(3 = vj3, so folgt damit x = y,
da die Uberdeckungen verschiedener Pfeile disjunkt sein miissen. O

Sei nun M ein Monoid und ¢ : ¥* — M ein surjektiver Homomorphismus. Wir defi-
nieren die Kategorie C,(M), indem wir als Objekte alle Tupel (e, X) C E(M) x 2%
verwenden, fiir die ein w € ¥* existiert, so dass wy = e und wa = X gilt. o : X — 2%
ist dabei die Funktion, die jedem Wort w die Menge aller Buchstaben von > zuordnet,
die in w vorkommen.

Als Pfeile zwischen zwei Objekten (e, X),(f,Y) definieren wir Klassen von Tripeln
(e, X),w, (f,y)] mit w € £* und ¥ = X U (wa). Zwei Pfeile ((e, X), w1, (f,Y)),
((e, X),ws, (f,Y)) gelten dabei als dquivalent, falls

e-wip- f=e-wyp- f
erfiillt ist, und wir definieren die Multiplikation zweier Pfeile als
((e, X), 0, (£,Y)) - (£, Y),w, (9, 2)) = ((e, X), vuw, (g, Z)),

wobei u € X* ein beliebiges Wort mit up = f und ua = Y ist. Der Identitétspfeil
an dem Objekt (e, X) ist ((e, X), ¢, (e, X)) und wir erhalten damit eine Multiplikation
geméafy der Definition einer Kategorie.
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Definition 3.6. Wir definieren CJ als die Menge aller endlichen Monoide M, fiir die
ein Homomorphismus @ : X* — M wvon einem freien Monoid nach M ezistiert, so dass
Cyp(M) ein J-triviales Monoid teilt.

In Abschnitt 4 werden wir zeigen, dass die Kategorie C,(M) eng mit der Varietdt V5
der Straubing-Hierarchie verbunden ist. Wahrend fiir den Beweis nur in einer Richtung
von Bedeutung, liefert uns Lemma 3.7 eine Moglichkeit, die Bedingung M € CJ effektiv
nachzupriifen. Der nicht triviale Beweis der Aussage findet sich, mit anderem Hinter-
grund, in Knasts Beweis [Kna83a] der Entscheidbarkeit der Sprachen der Stufe Eins in
der Brzozowski Hierarchie. Ein einfacherer Beweis im Rahmen der Kategorientheorie
findet sich in [The88].

Lemma 3.7. Sei C eine endliche Kategorie. Es gibt ein J-triviales Monoid M mit
C < M genau dann, wenn ein n > 0 ezistiert, so dass fir alle a,b € Obj(C),q,s €
Hom(a, b),r,t € Hom(b,a) folgende Gleichung erfillt ist:

(gr)"qt(st)" = (qr)"(st)".

Die Pfeile uv, zy beginnen und enden jeweils an dem gleichen Knoten in Obj(C'). Da C'
ein J-triviales und damit insbesondere ein aperiodisches Monoid teilt, bilden die Pfeile
Hom(c, c) fiir alle ¢ € Obj(C) ein J-triviales Monoid. Es gelten also fiir n := |Hom(C')|
die Gleichheiten (zy)" = (zy)"™ und (uv)® = (uv)"*1. Ist also C wie gefordert endlich,
so muss, durch die berechenbare obere Schranke an n, lediglich eine endliche Anzahl von
Gleichungen {iberpriift werden. Insbesondere ist also entscheidbar, ob eine Kategorie ein
J-triviales Monoid teilt.

3.3 Das Schiitzenbergerprodukt

Das Schiitzenbergerprodukt ist das letzte Werkzeug zu Straubings Beweis. Urspriinglich
in [Sch65] von Schiitzenberger als bindres Produkt zweier endlicher Monoide definiert
und von Straubing in [Str81] auf ein n-néres Produkt erweitert, liefert es uns einen neuen
Blickwinkel auf bestimmte Varietdten von Sprachen. Insbesondere jedoch die notwendi-
gen Grundlagen, um die Varietdt Vo mit gewissen Kongruenzen iiber einem endlichen
Alphabet zu verkniipfen. Der Zusammenhang zwischen dem Schiitzenbergerprodukt und
Straubings Dot-Depth-Hierarchie V; wurde in [PS81] von Pin und Straubing vorgestellt.

Seien My, ... M, endliche Monoide und P(M; x --- x M,) die Potenzmenge von M; X
-+ - X M,. Die Multiplikation in den Monoiden {ibertréagt sich auf die Potenzmenge, indem
wir XY fiir zwei Mengen X, Y € P(M; x --- x M,) als XY :={z-y:z e X,y Y}
definieren. Weiter definieren wir eine Addition durch X +Y := X UY', wodurch P(M; X
-++X M,) zu einem Halbring mit Einselement {(1,...,1)} und Nullelement () wird. Dies
erlaubt uns, das Monoid M aller n x n Matrizen iiber diesem Halbring zu betrachten,
und wir definieren das Schiitzenbergerprodukt von M, ..., M, wie folgt.
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Definition 3.8. Das Schiitzenbergerprodukt O(Mi,..., M,) von M,,..., M, ist
das Untermonoid von M aller Matrizen P mit

(i) P; =0, fallsi> j
(i) Py ={(1,...,1,s;,1,...,1)} fir eins; € M;, fallsi=j
(7,7,7,) PiJ - {(1, . .,1,82‘,82'4_1, -l Sy, 1,. . 1) DSk € Mk}, sonst

Weiter bezeichnen wir fiir eine Varietat V endlicher Monoide mit OV die kleinste Va-
rietéit, die alle Schiitzenbergerprodukte ¢(Mj, ..., M,) der Monoide M; € V enthiilt.
Es lésst sich zeigen ([PS81]), dass das Schiitzenbergerprodukt

<>(M1,""Mn) X O(M{""’M'rln)

ein Untermonoid von O(My, ..., My, M/,..., M ) ist. Es gilt also, dass ein Mono-
id M genau dann in OV einer Varietit V liegt, wenn M ein Schiitzenbergerprodukt
O(My,...,M,) mit M; € V teilt.

Weiter merken wir an, dass das Schiitzenbergerprodukt weder symmetrisch noch asso-
ziativ ist. O(My, My, M3), O(O(My, Ms), M 3) und (M, O(Msz, M3)) konnen also
verschiedene Monoide liefern.

Wie in Abschnitt 2 bereits erwéhnt, gilt J; € J € R C DA sowie J; € J € £ C DA.
Wir zitieren nun einen Satz aus [PS81] und [Pin86], der uns zeigt, dass diese Varietdten
unter dem Schiitzenbergerprodukt zusammenfallen. Der Beweis dort ist nicht schwierig,
wiirde jedoch zusétzliche Begriffsbildungen erfordern, die fiir den Satz von Straubing
nicht von Bedeutung sind.

Lemma 3.9. Es gilt Vo = QJ; = Q0T = 0L = OR = ODA.

Wir haben also nun eine gewisse Freiheit, welche Varietéten wir unter dem Schiitzenberger-
produkt betrachten, um Enthaltensein in V5 nachzuweisen. Dies erlaubt uns, Straubings
Charakterisierung von V5, zusammen mit dem folgenden Lemma zu beweisen.

Lemma 3.10. Sei V' eine Varietit endlicher Monoide und M ein endliches Monoid. Es
gilt M € OV genau dann, wenn fir jedes endliche Alphabet ¥ und jeden Homomorphis-
mus ¢ : X* — M eine Kongruenz 3 auf X* sowie ein k > 0 existiert, so dass ¥*/ € V
und ¢ von [, k] verfeinert wird.

Wir werden dieses Lemma im folgenden Abschnitt dazu verwenden mit Hilfe einer spe-
ziellen Kongruenz = nachzuweisen, dass ein Monoid M in QL = V5 enthalten ist. Da
wir auf beiden Seiten mit Varietdten arbeiten, wird es geniigen die Bedingung fiir einen
surjektiven Homomorphismus, in unserem Fall einen syntaktischen Morphismus einer

Sprache iiber einem Alphabet X, nachzuweisen.
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Beweis. Wir werden folgende Eigenschaften des Schiitzenbergerprodukts benétigen:
(i) Sind Ly, ..., Ly € X* und aq,...,a; € 3, so gilt
M(Loay Ly . ..agLy) < O(M(Lg)y ..., M(Lg)).

Das syntaktische Monoid der Sprache LgaiL; ...a,Ly teilt also das Schiitzenber-
gerprodukt der syntaktischen Monoide der Sprachen L;. Seien ¢; die syntakti-
schen Homomorphismen der Sprachen L;. Wir definieren uns einen Homomorphis-
mus 7 : ¥ — O(M(Lo),...,M(Lyg)), indem wir (wn);; auf die Menge aller
(j-i+1)-Tupel (wies,...wrpr) setzen, fir die w = wa; 1wt ... ajw; gilt. n ist
tatséchlich ein Homomorphismus und wie in [Str81] ldsst sich zeigen, dass ein
X CO(M(Lg)y..., M(Ly)) existiert, fiir das Loai Ly . .. ap Ly = X1~ gilt.

(ii) Ist p : ¥* — O(M(Lg),...,M(Lg)) ein Homomorphismus und m ein Element
von O(My, ..., My), so ist mn~! eine boolsche Kombination von Mengen der
Form LgaiL;...apLy mit M(L;) < M; fir alle i € {0,...,k} und a; € X fiir
i€ {l,...,k}. Der Beweis, fiir syntaktische Morphismen, findet sich in [PS81].

—>: Sei M € OV und ¢ : ¥* — M ein (syntaktischer) Homomorphismus. Da M
in einer Varietdt von Schiitzenbergerprodukten liegt, faktorisiert ¢ durch einen weite-
ren Morphismus ¢ : ¥* — (Mo, ..., M), wobei M; € V fiir alle i € {0,...,k}.
Nach (ii) ist me)~! fiir alle m € M eine boolsche Kombination von Sprachen der Form
Loai Ly .. .a,Lg, mit M(L;) < M;. Sei nun [ der Schnitt aller syntaktischen Kongruen-
zen der L;, die wir auf diese Weise erhalten. Dann gilt ¥* /5 € V und weiter folgt aus
wy[B, kJwe und wy € Loby Ly ... by Ly, dass wy in L liegt. Also wird ¢ und somit auch ¢
durch [, k| verfeinert.

<=: Sei M ein Monoid, das die Bedingungen des Lemmas efiillt. Seien weiter ¢ : ¥* — M
ein surjektiver Homomorphismus und 3 eine Kongruenz auf ¥ mit 3/5 € V| fur die ein
k existiert, so dass ¢ von [, k| verfeinert wird. Nach Definition der Verfeinerung ist jede
3, k]-Klasse eine boolsche Kombination von Mengen der Form Lga; L ... agLy, wobei
jedes L; eine (3-Klasse représentiert.

Da [f3, k] eine Verfeinerung von ¢ und V' eine Varietéit endlicher Monoide ist, ist mp™!
fiir jedes m € M eine endliche Vereinigung von [, k]-Klassen. Aus [Str81] und der Tat-
sache, dass alle $-Klassen zu V' gehoren, wissen wir, dass M das direkte Produkt aller
me ™! teilt. (i) liefert uns also M € OV, da OV selbst eine Varietét ist. O
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4 Die Varietdit V,

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit Straubings Charakterisierung [Str88] der Va-
rietdt Vo fiir Sprachen iiber einem zweielementigen Alphabet.

Satz 4.1 (Straubing). Fir ein Monoid M, das von 2 Elementen erzeugt wird, gilt
MeVy, «<— MecCJ

Fiir Monoide mit mehr Erzeugern ist, bis auf einige Spezialfille, noch immer unbekannt,
ob diese Aquivalenz erfiillt ist. Wir werden jedoch, auf eine andere Art als Straubing,
zeigen, dass zumindest eine Richtung fiir Monoide mit beliebig vielen Erzeugern gilt.

Satz 4.2. Vo, C CJ

Hierfiir wird insbesondere die Charakterisierung des Schiitzenbergerprodukts geméfl
Lemma 3.10 Verwendung finden.

41 Vo, CCJ

Sei L eine Dot-Depth 2 Sprache iiber einem minimalen Alphabet ¥ und M € V5 das zu
L gehorige syntaktische Monoid, sowie ¢ der syntakische Morphismus ¢ : ¥>* — M von
L. Aus Lemma 3.9 wissen wir ¢J; = V5. Also liefert uns Lemma 3.10 eine Kongruenz
tiber ¥*, mit ¥*/a € Jq, sowie eine natiirliche Zahl k, fiir die [«, k| eine Verfeinerung
von ¢ ist.

Durch die besondere Struktur von J; kénnen wir annehmen, dass « die Alphabetisierung
ist, die jedes Wort auf die Klasse der Worter mit gleichem Alphabet abbildet. Ist dies
nicht gegeben, so ist die Alphabetisierung aufgrund der Kommutativitit und Idempo-
tenz aller Monoide in J; eine Verfeinerung von «. Also gilt insbesondere, dass die k-te
Verfeinerung der Alphabetisierung auch eine Verfeinerung von [a, k] und damit von ¢
sein muss.

Unser Ziel ist nun zu Elementen aus der Pfadbedingung von CJ Worter iiber 3* zu kon-
struieren. Fiir diese werden wir mit Hilfe der Verfeinerung |« k| zeigen, dass sie durch ¢
auf dasselbe Element in M abgebildet werden. Gelingt uns dies fiir alle Elemente, welche
die Pfadbedingung erfiillen miissen, so haben wir M € CJ gezeigt.

Nach Lemma 3.7 miissen wir fiir alle ¢,s € Home, ) (a,b), 7.t € Home, (b, a) die
Giiltigkeit der Gleichung

(qr)"qt(st)" = (gr)"(st)"
fiir n > 0 nachweisen. Die Objekte in C,(M) sind Tupel (e, X), fiir die ein w € ¥* mit
wa = X existiert. Da nur zusammenhéngende Objekte in Lemma 3.7 betrachtet werden

und die Aquivalenz von Pfeilen iiber ¢ definiert ist miissen wir also zeigen, dass fiir alle
idempotenten e, f € M mit f € M, und alle x,y, u,v € M, folgende Formel gilt:

(exfye)“ex fue(eufve)”
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Das Enthaltensein in M, entspricht dabei der Bedingung des gleichen Alphabets iiber
>*, da die Bilder von Y unter ¢ eine Erzeugermenge von M darstellen. Wir merken
an, dass dies dies der Bedingung fiir das Enthaltensein in Bj, eingeschrinkt auf eine
Teilmenge von M, entspricht.

Seien also nun e = €2, f = f? z,y,u,v € M mit z,y,u,v € M, = M;. Wir wihlen
Worter we, wg, Wy, Wy, Wy, w, € X*, die jeweils durch ¢ auf das in ihrem Index stehende
Element von M abgebildet werden. Zusétzlich fordern wir, dass w, und wy maximales
Alphabet besitzen, wodurch insbesondere auch w.aw = wya sichergestellt ist. Dies ist
aufgrund der Idempotenz von e und f, und da wir lediglich Idempotente mit gleicher
Erzeugermenge betrachten, stets moglich. Da M das zu L gehorige syntaktische Monoid
ist, exisiteren alle diese Worter. Unser Ziel ist zu zeigen, dass

(exfye)“ex fve(eufve)” = (exfye)”(eufve)” (1)

gilt. Um die Gleichheit in M zu zeigen, definieren wir nun zwei weitere Worter wy, wo
iiber 3. Diese werden so gewéhlt, dass sie, aufgrund der Idempotenz von e und f, unter
@ auf die jeweils linke bzw. rechte Seite von Gleichung 1 abgebildet werden. Sei im
Folgenden ¢ := maz{w, 2k + 1}. Wir definieren

S S SN AN ‘ 0yl 0l AN
wy = (Www Wy W, ) W, Wy Wy Wy We (W Wy W W, W, )
~\~ - ~~~ ~ ~\~
) (4) ®3)
R R N A RV S IV
wy = (Wowwpw,w,)" we (Ww,wiw,w,)

und zeigen nun, dass w; und wy dquivalent modulo [, k] sind.

W2 <ok W1: S€i eine beliebige Aufteilung geméafl der Definition von [« k] gegeben. Wir
fassen die einzelnen Buchstaben a; nun als Markierungen in ws auf und iibertragen die-
se in geeigneter Weise auf w,, ohne die zwischen den Markierungen liegenden Klassen
modulo der Kongruenz « zu veréandern.

Da /¢ grofl genug, insbesondere grofler als k, gewahlt wurde, gibt es mindestens einen
Faktor w, in dem Teilwort (1) von wy, der keine Markierung enthélt. In einer Aufteilung
geméf der Kongruenz [a, k] liegt dieser also in einem Block, der unter o maximal ist
und damit alle Erzeuger von e enthélt.

Nun nehmen wir alle Markierungen, die links von diesem Faktor liegen, und verteilen
sie von links, auf die gleiche Weise, wie sie in wy vorkamen, auf den mit (2) markierten
Teil in w;. Ebenso nehmen wir alle Markierungen die rechts von diesem Faktor liegen
und verteilen sie, dieses mal von rechts, auf den mit (3) markierten Teil von w;.

Die Markierungen, die wir auf diese Art erhalten, liefern uns nun eine Aufteilung von w,
geméf der Kongruenz [a, k]. Die a-Klassen zwischen den Markierungen, die komplett
in (2) oder (3) liegen, sind exakt die gleichen wie in der Aufteilung in wy. Der Teil, der
zwischen (2) und (3) liegt, enthélt gar keine Markierung und liegt dadurch, da we, wy, w,
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alle aus dem gleichen Alphabet konstruiert wurden und w,, w; beide das volle Alphabet
enthalten, in der gleichen a-Klasse wie w.

Damit liegen also alle Blocke zwischen den Markierungen in wy,ws in der gleichen a-
Klasse und die Buchstaben an den Markierungen stimmen ebenfalls iiberein. Da dies fiir
jede Aufteilung von w, moglich ist, gilt also wy =[qx w;.

W1 o,k W2: Hier verwenden wir dieselbe Idee, miissen jedoch eine etwas kompliziertere
Aufteilung wahlen. Als erstes bemerken wir, dass ¢ so gro3 gewéahlt wurde, dass un-
abhéngig von der gewéahlten Markierung in w, stets mindestens 2 aufeinander folgende
Blocke (wiw,wiwyw?)’ in (2) ohne Markierung sein miissen. Ebenso gibt es mindestens
2 aufeinanderfolgende Blocke in (3) ohne Markierung. Dadurch ist es uns moglich, in (2)
und (3) jeweils einen Block zu streichen, ohne die [«, k]-Klasse von w; zu verdndern.

Weiter finden wir wie im ersten Fall einen Faktor w; von (4), der keine Markierung
besitzt, und versuchen nun die Markierungen der linken und rechten Seite in ws unter-

zubringen. Hierzu spalten wir zwei Blocke ab und erhalten damit das folgende Bild:

0 N L ¢
Wy = (Ww,w pwywe )" (Ww W} wyw,

-

)wﬁ(wﬁwu wfcwvwﬁ) (wﬁwuwﬁwvwﬁ)“l

g g

(5) (6)

Wir verteilen nun die Markierungen links von (4) auf das linke und die Markierungen
rechts von (4) auf das rechte Teilwort von ws. Dies ist moglich, ohne die a-Klassen
zwischen den Blocken zu verédndern, da wir auf beiden Seiten jeweils einen der ¢ Blocke
streichen konnten, ohne diese in w; zu veréndern. Der Block zwischen (5) und (6) enthélt
keine Markierungen und besitzt volles Alphabet, da mindestens ein w, in ihm vorkommt.
Er ist also a-dquivalent zu dem Block zwischen den entsprechenden Markierungen in w.
Damit stimmen die a-Klassen zwischen allen Markierungen in w; und wy iiberein und
wir erhalten damit das gewiinschte Ergebnis.

Da w; =[ak w2 und wa =X[ax wi, sind wi,w, also dquivalent modulo [, k] und somit
nach Lemma 3.10 auch unter . Da e, f beide idempotent waren, konnen die zugehorigen
¢ Potenzen unter ¢ ignoriert werden und wir erhalten damit das gewiinschte Ergebnis
in M:

(exfye)ex fue(eufve)” = (exfye)”(eufve)®
Und damit M € CJ. O

4.2 Die Aquivalenz fiir zwei Erzeuger

Satz 4.2 lieferte uns eine notwendige Bedingung fiir das Enthaltensein eines Monoids in
der Varietdt V5. Um zu zeigen, dass diese Bedingung fiir Monoide mit maximal zwei
Erzeugern auch hinreichend ist, werden wir nun Straubings Beweis [Str88] in einer leicht
modifizierten Version vorstellen.

Hierfiir benétigen wir einige weitere Hilfsmittel. Unter anderem werden wir aus der
Kategorie C,(M) eine weitere Kategorie D., ableiten, die uns fiir das zu ¢ gehoérende
Monoid M € CJ Aussagen iiber eine spezielle Kongruenz = liefert, die wiederum eng
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mit ¢ verkniipft ist. Diese erlauben uns dann, unter Verwendung von Lemma 3.10, das
Enthaltensein von M in V5 = {J nachzuweisen.

4.2.1 Die Kongruenz =

Zuerst werden wir die angesprochene Kongruenz einfithren, um anschlieend die von uns
benotigten Eigenschaften nachzuweisen. Sei im Folgenden A = {a,b} ein zweielemen-
tiges Alphabet sowie ¢ : A* — M ein surjektiver Homomorphismus in ein endliches
aperiodisches Monoid M.

Zu jedem Wort w € A* existiert eine eindeutige Faktorisierung w = wy ... w; in k > 0
Blocke, im Folgenden Blockfaktorisierung genannt, so dass jeder Block aus einer
maximalen, nichtleeren sowie endlichen Folge gleicher Buchstaben besteht. Das Wort
aabaaabba besitzt beispielsweise die Faktorisierung wswj,wswsw; mit ws = aa,wy =
b, w3 = aaa,ws = bb,w; = a. Die Eindeutigkeit erhalten wir aus der Eigenschaft, dass
die Folgen von Buchstaben stets maximal gew#hlt werden miissen.

Sei nun 7" = |M]|. Im Folgenden wollen wir Wérter, bzw. einzelne Blocke unserer Fak-
torisierung, wy,wy € a*(Jb* in Relation zueinander setzen. Wir werden sie als gleich
beziiglich T, in Zeichen w; = ws, ansehen, wenn beide aus demselben Buchstaben be-
stehen, sowie entweder |w| = |ws| oder |wy]|, |wy| > T gilt. Aufgrund der Wahl von T
folgt wyp = wyp aus w; = wq, da w < T = |M| in endlichen, aperiodischen Monoiden.
Hiervon ausgehend definieren wir nun eine Kongruenz auf den Woértern von A*.

Definition 4.3 (&). Seien w,v € A* sowie w = wy, ... w1, v = v;...v, deren Blockfak-
torisierungen. Wir definieren w2 v gdw. w; = v; fir alle i € {1,... , min(k,27T)} sowie
k=1¢ oder k, > 2T gilt.

Wir werden die soeben definierte Relation nun genauer untersuchen sowie einige Figen-
schaften nachweisen, die wir an spéterer Stelle benotigen werden. Als erstes weisen wir
nach, dass = tatséchlich eine Kongruenz ist:

Lemma 4.4. = ist eine Kongruenz auf A* mit endlichem Indez.

Beweis. Als erstes bemerken wir, dass 2 tatséchlich eine Aquivalenzrelation darstellt.
Dies folgt sofort aus der Definition, da bei dquivalenten Wortern stets die Anzahl der
Blocke in der Faktorisierung gemifl der Definition iibereinstimmen miissen, sowie die
entsprechenden ersten 27" Blocke geméafl = dquivalent sind.

Weiter stellt & sogar eine Kongruenz dar. Hierfiir betrachten wir zwei Worter w,v € A*
mit w= v. Da nach Definition die Blocke, die am weitesten rechts stehen, =-Aquivalent
sein miissen, bestehen sie aus dem gleichen Buchstaben und es gilt entweder |w;| = |ws|
oder |wq|, |wy| > T. Wird also dieser Buchstabe an beide Blocke angehéngt, so sind diese
immer noch =-aquivalent. Wird dagegen der zweite Buchstabe des Alphabets angehéingt,
so entstehen bei beiden Wortern neue Blocke, wobei die maximal 27 — 1 Blocke, welche
links von diesem stehen, nach Voraussetzung dquivalent sind. Es gilt also wa = va sowie
wb= vb.
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Wird dagegen ein Buchstabe links angehéngt, so kommt dieser entweder in einem Block
mit Index > 27", der von = nicht mehr betrachtet wird, zu liegen oder sorgt mit gleicher
Argumentation wie im letzten Fall dafiir, dass aw = av und bw = bv gilt.

Also ist & eine Kongruenz iiber A*.

Die fiir die Bestimmung einer Klasse modulo = betrachteten Blocke der Blockfaktori-
sierung ist durch 27" beschréankt. Weiter gibt es, da A genau zwei Buchstaben enthélt,
maximal 2(7 + 1) Klassen von Blocken modulo =. Die Menge aller Klassen modulo 2,
und damit auch der Index von =, muss also endlich sein. O

Nachdem wir festgestellt haben, dass = tatséichlich eine Kongruenz auf A* darstellt,
wollen wir nun die benétigten Eigenschaften nachweisen. Das erste Lemma wird uns,
durch die Gleichheit QL = V5, spéter erlauben Lemma 3.10 anzuwenden.

Lemma 4.5. A*/= € L.

Beweis. Seien u,v,w € A* sowie uvw = w.

Aus der Definition von 2 wissen wir, dass es zwei mogliche Fille gibt. Zum einen kann
die Blockfaktorisierung von w mehr als 27" Blocke besitzen, woraus automatisch vw = w
folgt, da u (und sogar v) keine Auswirkung auf die Klasse modulo2 hat. Hat w dagegen
weniger Blocke, so folgt aus uvw = w, dass uv aus maximal einem Buchtaben besteht,
da sonst die Anzahl der Blocke in uvw und w nicht mehr zusammenpassen. Weiter muss
uv entweder das leere Wort sein oder der Block von w, der am weitesten links steht,
bereits mindestens Lénge 1" besitzen, da sonst eben dieser in wvw nicht mit dem in w
iibereinstimmen wiirde. Damit erhalten wir vw = w und koénnen nun die gewiinschte
Aussage folgern.

(A*/ 2)[w]~ = (A*/ =)[we]~ impliziert, dass sich die Klasse von wy durch Linksmul-
tiplikation aus der Klasse von w; erreichen ldsst. Damit folgt mit der vorhergehenden
Uberlegung [wy]~ = [wy]x. (A*/2) ist also L-trivial und damit insbesondere in £, da =
nur endlich viele Klasse erzeugt. O

Einen alternativen Beweis erhélt man durch Kénigs Charakterisierung L-trivialer Monoi-
de [K685]. Eine genauere Untersuchung der Kongruenz 2 zeigt, dass diese durch die fiir
L charakteristische Kongruenz verfeinert wird. Hieraus liefle sich dann direkt A*/=¢e L
schliefen.

Die beiden folgenden Lemmata sind eher technischer Natur und werden an spéterer
Stelle im Beweis Verwendung finden. Das erste zeigt uns, dass wir in jedem lang genug
gewihlten Wort w € A* einen rechtsseitigen Stabilisator unter der Abbildung ¢ finden.
Insbesondere finden wir sogar ein idempotentes Element von M, das, wieder unter ¢,
die gleichen stabilisierenden Eigenschaften besitzt.
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Lemma 4.6. Sei k > 2T. Sei weiter w € A* ein Wort mit Blockfaktorisierung w =
Wy ... wy. Dann gibt es ein idempotentes Element e € M, so dass

(1) eine Faktorisierung w = wv existiert, mit v = wj...w; fir ein j < 2T, sowie
waor ... Wj41P€ = W ... Wjt1P.

(ii)) M. = M gilt. Die erzeugenden Elemente von e erzeugen also bereits ganz M.

Beweis. Sei z; = wowyi—1 fiir i € 1,...,T ein Teilwort von w. Wir betrachten nun
alle Produkte der Form zrp, (zrzr_1)¢, ... (27...21)p. Sind diese alle verschieden, so
erhalten wir auf diese Weise insbesondere alle Elemente von M, da |B| = T. Also gibt
es darunter auch ein idempotentes Element e = (27. .. 2,)p, mit den in (i) gewiinschten
Eigenschaften. Hierfiir setzen wir j := 2(r — 1) sowie

U= Wg...Wer+12T - - - Zp, Vi=2p1...21

und erhalten damit die gewiinschten Eigenschaften. M, = M folgt direkt aus der Tatsa-
che, dass jedes der z; aus zwei nebeneinander liegenden Blocken der Blockfaktorisierung
besteht und damit bereits volles Alphabet besitzt.

Sind dagegen nicht alle oben genannten Produkte verschieden, so gibt es r > s mit

(270...2,)¢ = (s7...25)p. Wir definieren e := [(2,_;...2,)¢]’ und erhalten damit, mit
der gleichen Argumentation wie oben, das gewiinschte Ergebnis. Das Element e € M ist
tatsichlich idempotent, da T = |M|. O

Fiir das zweite Lemma wéhlen wir eine beliebige lineare Ordnung auf den idempoten-
ten Elementen E(M) von M. Wir betrachten nun Faktorisierungen w = uv, welche die
Bedingungen von Lemma 4.6 erfiillen. Dabei soll 5 so grof§ wie moglich sein und wir
wahlen das kleinste idempotente Element, das die Bedingungen erfiillt. Wir nennen nun
uv die Standardfaktorisierung von w, sowie e das zu w assoziierte idempotente
Element.

Lemma 4.7. Seien w= w' zwei Worter aus A* mit mehr als 2T Blocken. Seien weiter
w = uv, w =u'v' die Standardfaktorisierungen sowie e, € die assoziierten idempotenten
Elemente. Es gilt

(i) v und v’ besitzen gleich viele Blicke.
(i1) v = v'p.
(iii) e = ¢'.
(iv) w'=vv=w=w.

Beweis. In Lemma 4.6 werden lediglich die letzten 27" Blocke von w bzw. w’ betrachtet.
Aus der Definition von 2 wissen wir, dass alle diese Blocke dquivalent unter = und da-
mit auch unter ¢ sind. Ein idempotentes Element e, das wor ... wjp190€ = Wor ... w11
erfiillt, erfiillt also auch wyp ... w} ;e = whyp.. wi, p.
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(i) Wirde v also nun mehr Blocke als v' besitzen, so wire w' = u”v”, wegen w =

w’, eine Faktorisierung nach Lemma 4.6, wobei v” aus gleichvielen Blocken wie v
besteht. Ein moglicher Kandidat fiir ¢” wére e, wie bereits gezeigt. Dies ist aber ein
Widerspruch zur Maximalitdt der Standardfaktorisierung w’ = u/v’, also miissen v
und v’ bereits gleich viele Blocke besitzen.

(i) vp = v'p folgt direkt aus w = w' sowie der Tatsache, dass v, v" gleichviele und
weniger als 27T Blocke besitzen.

(iii) Aus der Voriiberlegung wissen wir, dass jeder Kandidat fiir e auch ein Kandidat fiir
¢’ ist. Da wir in der Standardfaktorisierung stets das kleinste idempotente Element
wéhlen, folgt sofort die Gleichheit.

(iv) wv'= uv = w folgt direkt da, wie bereits gezeigt, alle Blocke von v 2-dquivalent zu
den entsprechenden Blocken in v’ sind. Ebenso gilt «/v = v/v' = w’ und damit die
ganze Aussage.

O

4.2.2 Die abgeleitete Kategorie D.,.

Als néchsten Schritt in dem Beweis von Satz 4.1 fithren wir nun eine weitere Kategorie
D., ein. Ausgehend von zwei Homomorphismen ¢, 7 betrachten wir hierfiir die induzierte
Abbildung v = ¢~ 'n. Da hierbei Urbilder betrachtet werden, miissen wir uns von den
Homomorphismen auf das Gebiet der relationalen Morphismen zuriickziehen. Fiir eine
tiefere Einfiihrung im Rahmen der Kategorientheorie bietet sich zum Beispiel [Til87] an.

D
7N
g
M —N

Der relationale Morphismus ~.

Seien im Folgenden M, N endliche Monoide, ¥ ein endliches Alphabet, ¢ : ¥* — M
ein surjektiver sowie n : X* — N ein beliebiger Homomorphismus. Auflerdem sei
v = ¢ : M — N der erwithnte relationale Homomorphismus. Wir definieren nun
die von v abgeleitete Kategorie D,,.

Als Objektmenge dienen uns die Klassen der Worter w € ¥* modulo der durch n indu-
zierten Kongruenz. Formal:

Obj(D,) = {wn:w € ¥*}

Als Pfeile verwenden wir Aquivalenzklassen von Tripeln (wn, v, (wv)n), mit v, w € L*.
Wir werden zwei Tripel (wn, vy, (wvy)n), (wn, ve, (wWve)n) genau dann als dquivalent be-
trachten, wenn fiir alle Worter w’ € ¥* mit w'n = wn ebenfalls w'vip = w'vyp gilt.
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Eine solche Aquivalenzklasse werden wir mit [wn,v, (wv)n] bezeichnen. Das Produkt
zweier Pfeile [wn, vy, (wvq)n], [(wvr)n, ve, (wv1vs)n] definieren wir durch

[wn, vy, (wor)n] - [(wo1)n, ve, (Worv2)n] = [WN, V1va, (WV1VL)N].

Das auf diese Weise definierte Produkt ist assoziativ, vertréglich mit der oben definierten
Aquivalenz von Pfeilen und [wn, 1, wn] ist die Identitdt an dem Objekt wn. D, ist also
tatsichlich eine Kategorie, die von den Pfeilen {[wn, s, (wb)n] : s € ¥, w € X*} erzeugt
wird.

Wir werden nun einen Bezug zwischen der Kategorie C,(M) und der abgeleiteten Ka-
tegorie D, herstellen. Durch diesen wird es uns schliellich méglich sein, den Beweis von
Satz 4.1 abzuschlielen.

Lemma 4.8. Sei A = {a,b}, M ein endliches Monoid, ¢ : A* — M ein surjektiver
Homomorphismus und es teile C,(M) ein J-triviales Monoid. Sei weiter n die von uns
definierte Kongruenz™ und v = ¢~ = die abgeleitete Kategorie. Dann teilt D., ebenfalls
ein J-triviales Monoid.

Beweis. Nach dem Satz iiber starke Zusammenhangskomponenten (Satz 3.4), miissen
wir lediglich die stark zusammenhéngenden Teilkategorien von D., betrachten um nach-
zuweisen, dass D., ein J-triviales Monid teilt.

Seien nun wy, wy € A*, sowie T' = |M]|. Besitzt die Blockfaktorisierung von w; hochstens
und die von ws echt mehr als 27" Blocke, so ist es durch Konkatenation nicht moglich,
ein Wort aus ws = in ein zu w; =-aquivalentes Wort zu transformieren. Dies folgt aus der
Definition von 2, da alle zu w; dquivalenten Worter, aufgrund der geringen Blockzahl,
eine gleiche Anzahl nichtleerer Blocke wie w; aufweisen miissen. Die Worter der Klasse
wsy =2, also insbesondere auch alle durch Konkatenation daraus ableitbaren, besitzen aber
bereits mindestens 27" + 1 Blocke.

Besitzen wy, ws beide hochstens 27" Blocke und liegen die = Klassen von wy, ws in der
gleichen Zusammenhangskomponente, so miissen beide Worter nach Definition der Kon-
gruenz bereits in der gleichen =-Klasse liegen. Besitzt der am weitesten rechts liegende
Block der Blockfaktorisierung bereits 1" a’s, so enthélt die Komponente gerade alle Pfeile
der Art [w; =2, a*,w; =, ¢ > 0. Besteht der Block aus mindestens T b’s, sind es Pfeile
der Art [w; =, 0%, w; 2], ¢ > 0. Sind dagegen weniger als T' Zeichen im rechtesten Block
enthalten, so enthélt die zugehorige Komponente lediglich die Identitdt [wq =2, e, wq =).
Die Zusammenhangskomponente der w; ist also eine einelementige Teilkategorie von D..
Diese besteht aus dem Objekt wy= € Obj(D.,) und ist, durch die Art der enthaltenen
Pfeile, isomorph zu einem aperiodischen und zyklischen Monoid. Sie teilt also insbeson-
dere ein J-triviales Monoid.

Nun miissen wir also nur noch starke Zusammenhangskomponenten D von D, betrach-
ten, deren Objekte aus =-Klassen mit mehr als 27'Blocken bestehen. Wir definieren
hierzu eine Abbildung zwischen den Objekten von D., und C,(M) sowie eine geeignete
Uberdeckung der Pfeile von D.,. Anschlieflend rechnen wir nach, dass diese den Bedin-
gungen der Kategoriendivision geniigt, und erhalten damit D, < C,(M).
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Sei w € A* ein beliebiges Wort mit mehr als 27" Blocken. Wir betrachten nun, wie in
Abschnitt 4.2.1, die Standardfaktorisierung w = wv sowie das zu w assoziierte idem-
potente Element e. Nach Lemma 4.6 gilt M, = M, e besitzt also das volle Alphabet.
Weiter liefert uns 4.7 die Eindeutigkeit von e beziiglich der Klasse w 2. Wir definieren
die erwahnte Abbildung ¢ : Obj(D) — Obj(Cy,(M)), indem wir jedes Objekt w = auf
das Objekt (e, A) abbilden, wobei e das zu w assoziierte idempotente Element ist.

Sei nun ¢t = [w; =, x, wy =] ein beliebiger Pfeil in D, sowie wy = uyv; und we = ugvy
die Standardfaktorisierungen von wi, wy mit den assoziierten idempotenten Elementen
e1, e2. Im Folgenden sei M, die Menge aller Pfeile [(e1, A), z, (e2, A)], fiir die

(i) zp € exMey(= eg Mees)

(i) (wz)p = (uzv2)p

fiir alle w= w; mit Standardfaktorisierung w = wv gilt. Der Rest des Beweises orientiert
sich nun an der Definition der Kategoriendivision. Wir miissen zeigen, dass

1.) M; # 0.

2.) s1 € My, 89 € My, = 189 € My,.

3.) t1 #te = My, (M, =0.

4) t=w=c,w= = |[(e,A),¢, (e, A)] € M,.

fir alle Pfeile ¢,¢1,t, in D, gilt. [w=,e,w=] und [(e, A), ¢, (e, A)] sind dabei die Iden-
titdten an den Objekten w= bzw. (e, A).

Im Folgenden seien wieder t = [wy =, z, wo =] ein Pfeil in D, sowie w; = uyv1, wy = usvy
die Standardfaktorisierungen mit assoziierten Idempotenten ey, es.

Zu 1.) Zuerst betrachten wir wyz, sowie die zugehorgie Standardfaktorisierung wyx =
uw'v'. Nach Definition der Pfeile in D, gilt wix = w,. Nach Lemma 4.7 diirfen
wir also die Teile der Standardfaktorisierung vertauschen und erhalten damit
Vap€y = V.

Wiire u' striktes Préfix von wu; (also kiirzer als uy), so wire u/v” eine Faktorisie-
rung geméf Lemma 4.6. Dies wire jedoch ein Widerspruch zu der Maximalitét
der Standardfaktorisierung, also muss nach Konstruktion u; ein Prifix von o’
sein. Es gilt also wyx = uyqv’ fiir ein beliebiges ¢ € A*.

Sei nun w = wy mit Standardfaktorisierung w = wv. Nach Lemma 4.7 kénnen wir
die Faktoren der Standardfaktorisierung wieder vertauschen. Dadurch erhalten
wir aus uv; = uv; die Gleichheit

U = wr = wvi = uvie = uqu'.

Die Standardfaktorisierung fallt stets auf die Grenze zwischen zwei Blocken. So-
mit liefert uns Lemma 4.7 (ug)-v" als Standardfaktorisierung von uv,x und damit
(uq)pes = (uq)p. Da, wieder nach Lemma 4.7, vp = vy gilt, folgern wir nun

(wz)p = (wvz)p = (uviz)p = (uqv')p = up - qp - V' = up - qp - vagp
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Der Pfeil erfiillt also die Bedingungen (i) und (ii), die wir an die Pfeile in M,
gestellt haben und es gilt [(e1, A), q, (€2, A)] € My # 0.

Zu 2.) Seien t; = [wq =, x1, wy =], ty = [wy =, 19, w3 =] sowie s1 = [eq, 21, €3] € My, 50 =
lea, 22, €3] € M,,. Nach der Multipliaktion in D, gilt t1ty = [wy =, 2129, w3 =].
Mit den Bezeichnern der anderen Fille erhalten wir (wxqzs) = (uzqv9ms)¢ fiir
ein beliebiges w = w;. Wir wéhlen nun wieder ein ¢ € A*, so dass (ua)pes =
(uq)p, 210 = €1 - Ny - e und uque = wzy. Wir erhalten

(uz172)p = (uqzov3)p = (uz120v3)
und damit gilt s159 € My,y,.

Zu 3.) Seient; = [wy =, vy, we =], ty = (w1 =, x9, wy =] Pleilein D, 51 = [(e1, A), 21, (e2, A)] €
My, s5 = [(e1, A), 22, (€9, A)] € M,,, sowie s; = s5. Nach Definition der Aquiva-
lenz von Pfeilen in C,(M) folgt 1 - 210 - €2 = €1 - 22 - €3.

Da 210, 220 € egMey gilt z;0 = eyn;es sowie fiir n; € M. Da die e; idempotent
sind, folgt

21 = €1€1M1€2€62 = €121PE2 = €122P€2 = €1€1MN2E2€2 = 29,

womit wir fiir alle w2 wy,

(wr1)p = (uz1v2)p = (Uzpv2)p = (WT2)p
erhalten. Nach Definition der Aquivalenz von Pfeilen in D, folgt somit ¢; = ¢5.

Zu 4.) Die Identitat fiir ein beliebiges Objekt w = in D ist s = [w =, e, w =|. Das
assoziierte idempotente Element sei wieder e. Dann wird s von der Identitét
t ={(e,A),¢,(e,A)] an (e, A) tiberdeckt.

Unsere Uberdeckung erfiillt also alle notwendigen Eigenschaften und somit kénnen wir
folgern, dass D < C,(M) und damit insbesondere D., ein J-triviales Monoid teilt. [

4.2.3 Beweis von Straubings Theorem

Nun fehlt uns noch ein letztes Tool um aus der Tatsache, dass D, ein J-triviales Monoid
teilt, die Aquivalenz in Satz 4.1 zu folgern. Wir werden zeigen, dass wir immer dann,
wenn D, ein J-triviales Monoid teilt, aus der Kongruenz ~ auf die bereits bekannte
Weise eine Verfeinerung von ¢ gewinnen kénnen. Gilt dies, so erlaubt uns Lemma 3.10
schlieSlich, alles zusammenzusetzen.

Im Folgenden sei wieder w die unviersale Kongruenz iiber G*, die alle Elemente mitein-
ander identifiziert. Es gilt also u § v fiir alle u,v € G*.

Lemma 4.9. Sei v = ¢! = der bekannte relationale Morphismus, A = {a,b} das
Alphabet sowie D., die abgeleitete Kategorie. Teilt D, ein J -triviales Monoid, so existert
ein k € N, fir das ¢ von [=, k] verfeinert wird.
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Beweis. Sei G eine Erzeugermenge der Pfeile in D, sowie M € J ein J-triviales Monoid,
das von D, geteilt wird. Nach Lemma 3.5 wissen wir, dass eine Kongruenz [ existiert,
fiir die der Quotient G*/3 des freien Monoids G* ebenfalls [J-trivial ist. Weiter erhalten
wir, dass koterminale Pfeile, deren Reprisentanten u,v € G* unter 3 dquivalent sind,
auch in D, gleich sein miissen.

Der Satz von Simon liefert uns, dass ein k > 0 existiert, fiir das § durch [w, k] verfeinert
wird. Zwei koterminale Pfeile in D, sind also gleich, wenn sie als Pfade in G* kongruent
modulo [w, k] sind.

Seien nun w = ay ...a,,w' = aj...a, € A* mit w[=, k| sowie a;,a; € A. Wir definieren

¢ = [(br.. . bis1) =, by, (by ... b;) ]
[0+ biy) 2=, 0, (by - ) ]

/n
Ci-

und damit die Pfade bzw. Worter X := ¢y ...¢. sowie Y := ¢ ...c, in G*. Diese représen-
tieren die Pfeile x = [¢ =, w, w =] sowie y = [¢ =, w’,w' =] und sind in D., koterminal, da
we=w'=,

Sei nun p < k und ¢, ...¢,, mit 1 < 4 < iy < ... < 4, < k, ein nicht notwen-
digerweise zusammenhédngendes Teilwort von X. w besitzt dann eine Faktorisierung
w = wobjwy ... b, w, mit weby wibj,wy .. w;, = by... b, 1. Da w[=, klw' wissen wir,
dass w’ nun ebenfalls eine Faktorisierung w’ = wyby, . . . by, w), besitzt mit w; = w; fiir alle
j€{0,...,p}. Also besitzt Y ein nicht notwendigerweise zusammenhéngendes Teilwort
d1 Ce dp mit

dj = [(wéb“ e w;j_l) g, bij, (U)é)bll Ce ng—lbij) g]

= [(’wobil c. 'LUZ'j_l) g, bij, (wobil c. wij_lbij) g] = Cij
und ¢, ...c¢;, ist damit ein Teilwort von Y. Auf dieselbe Weise zeigen wir, dass jedes
Teilwort von Y der Lénge kleiner gleich £ auch ein Teilwort von X ist. Es gilt somit
X[w, kY und damit wie bereits erwdhnt auch z = y. Hieraus folgt wp = w'ep nach

Definition der Aquivalenz von Pfeilen in D, und wir wissen nun, dass ¢ von [=, k]
verfeinert wird. O

Jetzt besitzen wir das notwendige Handwerkszeug um den Beweis von Satz 4.1 zu ver-
vollstandigen. Sei ¢ : A* — M ein surjektiver Morphismus in ein Monoid M, fiir das
Cyp(M) ein J-triviales Monoid teilt.

Ist G eine Untergruppe von M, so enthdlt G ein neutrales Element e € E(M) und fiir
alle Elemente g € G existiert ein inverses Element ¢~!. Es gilt eGe = G und somit ist
G auch eine Untergruppe von eM.e. Da C (M) ein J-triviales Monoid teilt, gilt dies
auch fiir die Unterkategorie an dem Objekt (e, M., ), welche gerade eM.e ist. Also sind
alle Untergruppen von M J-trivial und damit M aperiodisch.

Nach Lemma 4.8 teilt D, ebenfalls ein J-triviales Monoid und Lemma 4.9 zeigt, dass
ein k > 0 existiert, fiir das ¢ von [=, k] verfeinert wird. Lemma 4.5 liefert uns A*/ =e L
und damit erhalten wir schlieflich mit Lemma 3.10, dass

M=A")p=< A J[2 K] € OL = V.
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5 7 und das Mal’cev-Produkt

In diesem Abschnitt werden wir ein weiteres Produkt auf Varietéiten von Monoiden bzw.
Halbgruppen vorstellen, welche uns eine dquivalente Definition der Varietdt CJ erlaubt.
Weiter verwenden wir Ergebnisse von Pin, Weil [PWO01] sowie Knast [Kna83a], um eine
dltere Vermutung von Pin und Straubing [PS81] zu widerlegen.

5.1 Das Mal’cev-Produkt

Definition 5.1. Seien V' eine Varietdt von Halbgruppen sowie W eine Monoidvarietdt.
Wir definieren das Mal’cev Produkt VMW wvon V und W als die Klasse aller
Quotienten eines Monoids T, so dass ein Homomorphismus p : T — S in ein Monoid
S € W ezistiert mit ep™' € V' fiir alle idempotenten Elemente e € S.

Ist 6 : T — M ein surjektiver Homorphismus, der M < T bezeugt, so erhalten wir
durch Betrachten von 7 := 371 eine dquivalente Definition iiber den Begriff des re-
lationalen Homomorphismus. V' &) W entspricht der Klasse aller Monoide M, fiir die
ein relationaler Homomorphismus 7 : M — S in ein Monoid S € W existiert, so dass
{meM:eemr}=1er™! €V gilt.

=031
M s S

Situation eines Monoids M € V &M W

In [Wei93] zeigte Weil, dass die in Abschnitt 4 betrachtete Varietdt CJ der Monoide, fiir
die die Kategorie CJ ein [J-triviales Monoid teilt, gerade dem Mal’cev-Produkt By &) J
entspricht. Pin und Weil zeigten den ersten Teil der folgenden Ungleichung in [PW96]
sowie den zweiten in [PWO01]. Es gilt

Bl@']l :Bl@JgBl@R

Pin und Straubing bewiesen in [PS81] die Inklusion Vo C J , die unter anderem auch
direkt aus der Charakterisierung CJ = By ®) J in [Wei93] folgt. Weiter stellten sie die
Vermutung auf, dass die Varietdten V, und T gleich sind, wodurch wir ein Entschei-
dungsverfahren fiir die Dot-Depth 2 Sprachen hétten. Wie wir im Folgenden anhand
eines Beispiels sowie einer schwiicheren hinreichenden Bedingung fiir das Enthaltensein
in J sehen werden, ist diese Vermutung jedoch falsch.

Hierfiir benotigen wir eine Charakterisierung der Varietdt R V L aus [AA89], welche auf

der Arbeit von Kénig [K685] beruht. Sei X ein endliches Alphabet, o : $* — 2% der Ho-
momorphismus, der jedem Wort w dessen Alphabet {a € ¥ : w = wjaws mit wy, wy € ¥*}
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zuweist. Seien weiter p, und A\, die von den Relationen

Ry :={(ua,u):a €L, u=uy...u mit a € upa C ... Cuga}
Ly, = {(au,u) : (u"a,u") € Ry}

erzeugten Kongruenzen auf ¥*. Damit erhalten wir folgende Charakterisierung:

Lemma 5.2. [AA89] Sei M = 3¥*/¢ ein Monoid. Es gilt

MeRVLESIL>1:pp AN Co

5.2 Das Mal’cev Produkt von B; und DA

Sei nun M € By MR V L ein Monoid, ¥ ein endliches Alphabet, ¢ : ¥* — M ein
surjektiver Homomorphismus sowie 7: M — S € RV L, T ein Monoid und g : T — M
ein surjektiver Homomorphismus, wie in der Definition des Mal’cev-Produkts. Damit
erhalten wir folgendes Bild:

Wir definieren uns nun eine Abbildung ¢ : ¥* — T, indem wir jedem Wort w € >*
ein Element t,, aus wpB~! zuweisen. Dabei erlaubt uns die universelle Eigenschaft des
freien Monoids, ¢ so zu wéhlen, dass wir einen Homomorphismus erhalten und ¢ = 63
gilt. Dies wiederum liefert uns nun einen Homomorphismus v = dp und aus S € RV L
sowie Lemma 5.2 erhalten wir ein k > 1, so dass px A Ay eine Verfeinerung von v ist.

Sei nun €? = e € M ein idempotentes Element in M sowie w, € ¥* ein beliebiges Wort,

das unter ¢ auf e abgebildet wird. Weiter fordern wir, dass w, maximales Alphabet
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besitzt. Es folgt, da 3 ein Homomorphismus ist, dass w’d = (w.d)* fiir alle £ > 1 ebenfalls
auf e abgebildet wird. Da S in R V L liegt und damit aperiodisch ist sowie aufgrund
der Tatsache, dass p ein Homomorphismus ist, muss eg := w’du fiir ein bestimmtes £,
stationdr und insbesondere idempotent sein. Aus der Eigenschaft des Mal’cev-Produkts
erhalten wir schlieBlich, dass eg7! in By liegt. Dies werden wir nun ausniitzen, um
folgendes Lemma zu beweisen.

Lemma 5.3. Bi@®(RV L) C J .

Beweis. Seien die Bezeichner wie oben, €2 = e, xr,y € M mit e <7 z,y (also x,y € M,),

sowie w., w,, w, € X* bereits so gewahlt, dass w.r = e% =eg € 5 sowie W = e, wyp =
x und wyp = y. Weiter sei k > 1 so gewéhlt, dass 1, nach Lemma 5.2 eine Verfeinerung
von p darstellt.

Nach Definition gilt 7, = pr A A\ und damit insbesondere w***x 1, w”, da nach Kon-
struktion ra C w.o und somit wf Pk wfwex und wfa: Ak wewfwm. Nach Konstruktion
von v folgt weiter, dass w*+w,p = eF*!

. x = ex € er—' € By. Mit derselben Uberlegung
erhalten wir auch ey € er™".

1
Aus der Allgemeingiiltigkeit der Gleichung

k+1

(e'x'f’y'e')ée':v'f'v'e'(e'u'f’v'e')e — (e/x/f/ylel)z(6/u/flvle/)é)

in By fiir ein £ > 1 und ¢? = ¢, f» = f’ erhalten wir nun mit ¢’ = e, 2’ = ex, f’ =
e,y =ey,u = e, v = e die Gleichung

(exeeye)exe = (e(ex)e(ey)e) exece(e(e)e(e)e)’ = (e(ex)e(ey)e)'e’ = (exeeye)’,
Dies gilt insbesondere fiir alle x,y € M,, und da er~! € B aperiodisch sein muss,
erhalten wir ein ¢y, so dass die Gleichung fiir alle e, x, y erfiillt ist. Sie gilt somit fiir alle
Elemente von eM.e, die gerade die Form exe bzw. eye haben, und damit erhalten wir

eM.e € By. Da e € eM,e ein neutrales Element und damit eM.e ein Monoid ist gilt
insbesondere eM. e € J . O

Tatséchlich erhalten wir sogar eine stidrkere Aussage als Lemma 5.3. Hierfiir benotigen
wir eine Charakterisierung der Varietdt DA von Tesson und Thérien ([TT02]).

Die Autoren definieren dort eine Kongruenz ~,,  iiber einem endlichen Alphabet ¥ mit
n Buchstaben und verwenden diese, um eine zu Lemma 5.2 verwandte Charakterisierung
zu erhalten. Es sei im Folgenden ~,, = w die universelle Kongruenz, die alle v,w € ¥*
miteinander identifiziert. Fiir £ > 1 gelte nun v ~,, ;, w genau dann, wenn

(i) va = wa, v und w also das gleiche Alphabet besitzen.

(ii) Fur alle a € va folgt aus v = wvpavy, w = weaw; mit a ¢ (voa) U (wpar), dass
Vo ~n—1,k Wo und vy ~p, 1wy gilt.

(iii) Fir alle a € va folgt aus v = vpavy, w = weaw; mit a ¢ (vida) U (wyar), dass
Vo ~nk—1 Wo Und v1 ~p_q g wy gilt.
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Damit erhalten wir

Lemma 5.4. [TT02]
Set M = %"/ und n = |X|. Dann gilt

M € DA < 3k > 0 iy, C 0.

Nun ersetzen wir in dem Beweis von Lemma 5.3 das Element 2’ durch wf+tw, w1y =
exe. Nach Lemma 5.4 existiert ein £ > 0, so dass ~,, j, eine Verfeinerung von v ist. Nach
Definition von ~, ; und aufgrund der Tatsache, dass w. nach Konstruktion alle Zeichen
enthilt, die in einer Faktorisierung von e iiber ¥ vorkommen, gilt

WEHLE Tl o k!

k+1
e e n, w :

WrpW,

Um dies einzusehen, betrachten wir eine beliebige Aufteilung voa; (viw* 1) (W w, ) azywy

geméf der Definition von ~,, ;. Da die Zeichen a;, as stets ganz auen gewdhlt werden
und jedes w, volles Alphabet von e besitzt, folgt die Behauptung, da wir diese Aufteilung
maximal k£ mal durchfithren und jedesmal nicht mehr als einen w, Block abtrennen.

Es bleiben somit nach maximal k Schritten in der Definition fiir die beide mittleren
Worter stets mindestens die Blocke w,w, bzw. w.w,w, iibrig und diese sind kongruent
modulo ~,, ¢. Damit gilt die Behauptung, da die links und rechts abgespaltenen Blocke
stets identisch und damit insbesondere dquivalent modulo ~,,_1 4, 1 =k < ... <k =k
sind.

Wir setzen also 2’ = exe und ¢y = eye und erhalten wie im Beweis von Lemma 5.3

(exeeye)®exe = (exeeye)®
und damit wieder eM,e € J fiir alle €2 = e € M. Es gilt also

Satz 5.5. .
B, WDA C J.

Und somit folgt, zusammen mit
V:CBi®J CBiORCBODACT
dass die Vermutung von Pin und Straubing aus [PS81] falsch sein muss.

Korollar 5.6. .
V. C T

Dieses Ergebnis erhilt man auch aus dem Gegenbeispiel aus [PWO01]. Pin und Weil
zeigten dort By @ J C B; 0 R, indem sie einen Zeugen fiir die Ungleichheit LJ C B;
von Knast ([Kna83a]) modifizierten.

Ausgehend von Knasts Sprache Ly = (ab™ U act)*abtd(ctd U bTd)* ersetzten sie jedes
Vorkommen von a, b, ¢, d durch ab, ab?, ab®, ab*. Dies liefert uns die Sprache

L = (ab(ab®)* U ab(ab®) ) *ab(ab®) tab* ((ab®) Tab* U (ab?)*ab®)*
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und es ldsst sich wie in [PWO01] zeigen, dass M(L) in B8R \ B; ® J liegt. Da
das syntaktische Monoid M (L) 445 Elemente besitzt, zeigt eine Untersuchung mit dem
Computeralgebra-System [GAP], dass M(L) in T liegt. Dies ist fiir alle endlichen
Monoide entscheid- und berechenbar, indem man fiir die endlich vielen idempotenten
e € E(M(L)) die Untergruppen eM.e von M (L) auf J-Trivialitat tiberpriift.

Wire nun die Vermutung Vo = T wahr, so wiirde M (L), wegen Vo C B; ™ J, auch
in B; & J liegen. 4
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6 Zusammenfassung und Ausblick

Wir haben Straubings Charakterisierung der Varietidt V5 und, anhand von Lemma 3.10,
einen neuen Beweis der allgemeinen Inklusion

V. € CJ,

vorgestellt. Dabei haben wir in Straubings Beweis die unsymmetrisch aufgebaute Kon-
gruenz = sowie die Aquivalenz Va = QL ausgenutzt. Tatsichlich erlaubt uns Lemma 3.9
aber ein breites Spektrum an Varietdten, von J; bis DA, zu betrachten, die alle unter
dem Schiitzenbergerprodukt zu V5 zusammenfallen. Es wére also moglich, dass uns eine
passend gewihlte Kongruenz = mit

Y/ =€eRVLoder ¥/ =€ DA

Straubings Vermutung V5 = CJ bestéatigen konnte. Hierfiir wéren jedoch weitere Tools
notwendig, da der vorliegende Beweis stark auf der einseitigen Definition der Kongru-
enz 2, der davon abgeleiteten Kategorie und der Tatsache, dass das Alphabet nur zwei
Elemente enthalt, aufbaut.

Weiter haben wir eine Sprache sowie einen Beweis vorgestellt, welche die Inklusionen
Vy C J sowie B MR C J

bezeugen. Der vorgestellte Beweis lieferte uns dabei sogar eine stéirkere Aussage, und
die dabei aufgetretene Varietdit DA nimmt eine besondere Position ein. Sie steht an
der Spitze der bekannten Varietéten, fiir die das Schiitzenbergerprodukt die Varietat V5
liefert. AuBerdem entspricht sie nach [TT02] dem Logikfragment ¥o[<] N Ilp[<] = Ay
und steht laut [PW97] damit exakt unterhalb von 3, dem Logikfragment der Dot-Depth
3/2 Sprachen. Dies erlaubt uns folgende Vermutung aufzustellen:

Vermutung 6.1. .
BiWDA =7

Diese steht trotz Korollar 5.6 nicht im Widerspruch zu der Tatsache, dass J im Fall in-
verser Monoide mit V5 zusammenfillt ([SW92]), da in diesem Fall bereits die Varietdten

./]: und J gleich sind.
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