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1 Einleitung

Eine mogliche Beschreibung von sequentiellen Systemen, ist die Darstellung mit for-
malen Wortsprachen. Prozesse entsprechen dabei Zeichen, eine Abfolge von Prozessen
einem Wort. Zur Untersuchung von formalen Wortsprachen wurden bereits viele An-
strengungen unternommen und es stehen zahlreiche Werkzeuge zur Verfiigung. Dem
hintereinander Ausfithren von mehreren sequentiellen Systemen entspricht das Produkt
von Sprachen. Jedoch existiert keine einfache Operation auf der Seite der Monoide,
die dem Produkt von Sprachen entspricht. Schiitzenberger hat in [17] die Konstrukti-
on eines solchen Produkts angegeben. Das Schiitzenberger- Produkt von Monoiden stellt
inzwischen eines der wichtigsten Werkzeuge dar um Probleme zu untersuchen, die das
Produkt von Sprachen betreffen. Wir beschéftigen uns in dieser Arbeit nur mit reguldren
Sprachen. Diese entsprechen genau den von endlichen Monoiden erkannten Sprachen [,
2. Kapitel|. Liegen regulire Sprachen sowie endliche Monoide vor, welche die Sprachen
erkennen, so erkennt das Schiitzenberger-Produkt der Monoide, das (markierte) Produkt
der Sprachen.

In der heutigen Zeit gewinnen nebenldufige Systeme immer mehr an Bedeutung. Jedoch
eignen sich formale Sprachen iiber Wértern nicht zur Beschreibung dieser Systeme, da
die Reihenfolge beim Ablauf von Prozessen in nebenldufigen Systemen nicht immer fest
vorgegeben ist. Hierzu wurde 1977 von Mazurkiewicz das Konzept der Spuren entwickelt
|11]. Im Gegensatz zu Wortsprachen, war der algebraische Ansatz bei Spursprachen bis-
her nicht dhnlich erfolgreich. Ein méglicher Grund hierfiir ist die ungeniigende Struktur
von Monoiden zur Darstellung der Vertauschbarkeit von Prozessen. Kufleitner und Weil
haben kiirzlich Unabhdngigkeitsmonoide entwickelt [10]. Dies sind Monoide, versehen
mit einer bindren Relation zur Beschreibung von Abh#ngigkeit und Unabhéngigkeit von
Prozessen. Unabhangigkeitsmonoide eignen sich fiir Spursprachen wesentlich besser als
algebraische Grundstruktur.

Kapitel 2 enthilt grundlegende Defitionen und Erklarungen. Kapitel 3 stellt das Hauptre-
sultat der vorliegenden Arbeit dar. Das Schiitzenberger-Produkt wird darin auf Unab-
hédngigkeitsmonoide erweitert. Analog zum Schiitzenberger-Produkt fiir Wortsprachen
erkennt die Erweiterung genau das Produkt von Spursprachen. Damit wurde ein wich-
tiges Werkzeug bei Wortsprachen auf Spursprachen {ibertragen. Im 4. Kapitel werden
Anwendungen fiir das Schiitzenberger-Produkt aufgezeigt. Der ebenfalls von Schiitzen-
berger stammende Satz zu sternfreien Sprachen besagt, dass sternfreie Sprachen genau
den Sprachen entsprechen, die von endlichen, aperiodischen Monoiden erkannt werden
|17, 15]. Mit Hilfe des erweiterten Schiitzenberger-Produkts wird ein vereinfachter, voll-
stindiger Beweis der Aussage angegeben. Des Weiteren wird ein vereinfachter Beweis zu



1 FEinleitung

folgender Aussage angegeben: Jede zu einem erkennbaren Ausdruck gehorige Sprache,
wird von einem endlichen Monoid erkannt. Die Umkehrung dieser Aussage gilt ebenfalls
und ist als Satz von Ochmanski bekannt. Abschlieffend enthilt Kapitel 5 eine Zusam-
menfassung der Ergebnisse dieser Arbeit.

Die vorliegende Studienarbeit wurde in Zusammenarbeit mit Manfred Kufleitner er-

stellt.



2 Grundlagen

Eine formale Sprache L, ist eine Menge von Wortern iiber einem endlichen Alphabet
Y. Automaten und Grammatiken sind bekannte Mdoglichkeiten, um solche Sprachen zu
beschreiben. Eine weniger bekannte Moglichkeit, ist das Erkennen von Sprachen mit
Monoiden. Eine Sprache L wird genau dann von einem Monoid M erkannt, wenn ein
Homomorphismus ¢ : ©* — M existiert, so dass L = ¢ 1p(L) gilt. Wir sagen L wird
von M erkannt.

2.1 Das Schiitzenberger-Produkt endlicher Monoide

Ausgangspunkt seien /+1 Sprachen Ly, ..., L,. Fiir alle 0 < ¢ < £ ist L; eine Sprache, die
von einem endlichen Monoid M; erkannt wird. Das Ziel des Schiitzenberger-Produkts ist
es, das markierte Produkt der Sprachen zu erkennen. Die genaue Aussage von Schiitzen-
berger, Straubinger, Reutenauer und Pin |17, 19, 16, 11] lautet

Satz 2.1 Sei X ein endliches Alphabet und seien My, ..., M, endliche Monoide. Dann
erkennt das Schiitzenberger-Produkt o(Moy, ..., M,) eine Sprache L C ¥* genau dann,
wenn L als boolsche Kombination von Sprachen der Form

LioalLil ce CLTLZ'T

dargestellt werden kann. Dabei ist 0 <r < /{,0<iy<i1 <...<1, <V, a, € X fiir alle
1 <k <rund L;; CX* ist eine von M;, erkannte Sprache (0 <j <r)

Das Schiitzenberger-Produkt ¢ ist eine Menge von (£ + 1) x (¢ 4 1)-Matrizen P = (BP;).
Eintrdge der Matrizen sind Teilmengen von M, x ... x M,. Eine Matrix F;; ist genau
dann im Schiitzenberger-Produkt ¢ enthalten, wenn gilt

o Pi=0firalle 0<j<i</

o P Clx...xIxMx...xM;x1x.. . x1lfiiralle0<i<j</

e P ist einelementig fiir alle 0 < ¢ </

Ein zu fritheren Versionen stark vereinfachter Beweis der Aussage ist in [18] von Simon
zu finden. Die Struktur dieses Beweises dient als Grundlage in Kapitel 3.



2 Grundlagen

2.2 Spurmonoide

Sprachen tiber Wortern eignen sich zur Darstellung von sequentiellen Systemen. Ein
Zeichen entspricht dabei beispielsweise einem Prozess, ein Wort stellt eine Ablauffolge
von Prozessen dar. Bei nebenldufigen Systemen ist die Reihenfolge von zwei Prozessen
a und b nicht immer fest vorgegeben. So konnen a und b Prozesse sein, die unabhéngig
voneinander bearbeitet werden konnen. In diesem Fall muss zwischen ab und ba nicht
unterschieden werden. Diese Vertauschbarkeit trifft aber natiirlich nicht auf alle Pro-
zesse zu. Beispielsweise fiir Initialisierungen oder Synchronisation ist die Reihenfolge
der Prozesse wichtig. Als Erweiterung von Wortern entwickelte Mazurkiewicz 1977 das
Konzept von Spuren |11]. Spuren beriicksichtigen genau diese Vertauschbarkeit man-
cher Prozesse. Mit I C ¥ x X bezeichnen wir eine symmetrische, irreflexive Relation
iber dem Alphabet 3, die sogenannte Unabhéngigkeitsrelation. Es soll (a,b) € I genau
dann gelten, wenn a und b vertauschbar sind. Gilt (a,b) ¢ I, so sagen wir a und b sind
abhéngig. Das Paar (X, ) bezeichnen wir als Unabhdngigkeitsalphabet. Die Unabhén-
gigkeitsrelation I induziert eine Aquivalenzrelation ~; iiber ¥*. Zwei Worter v und v
sind genau dann aquivalent, wenn wir v durch endlich oftes Vertauschen unabhéngiger
Zeichen in v iiberfithren kénnen. Formal ist also u ~; v genau dann, wenn fiir ein &
Woérter u = wq, wsy, ..., wr = v existieren, so dass fiir alle 1 < i < k gilt:
20,20 € 3 Fa;, b € X0z = Zlagbiz!

Zi+1 = Z;bZCLZZZ// mit (ai, bz) el

Wir erhalten also z;11 aus z; durch Vertauschen der unabhingigen Buchstaben a; und
b;. Die Aquivalenzklassen der Relation ~; heifen Spuren. Eine Spur s ist damit eine
Klasse von Wortern, die durch Vertauschen unabhédngiger Buchstaben ineinander iiber-
fithrt werden konnen. Das Monoid ¥* /~; = ¥*/{u,v € ¥* :uv =vu | (u,v) €1}
bezeichen wir als Spurmonoid M(X, I). Eine Spurprache iiber dem Spurmonoid ist eine
Menge von Spuren. Verkiirzend schreiben wir M statt M(3, I), falls ¥ und [/ klar sind.

2.3 Unabhiangigkeitsmonoide (/-Monoide)

Sprachen iiber Wortern standen zur Beschreibung Monoide als mathematische Struk-
tur gegeniiber. Fiir Spursprachen hat sich diese Darstellung als nicht besonders effektiv
erwiesen. Daher entwickelten Kufleitner und Weil 2007 sogenannte Unabhdngigkeitsmo-
noide (I-Monoide) [10]. Unabhéngigkeitsmonoide stellen eine Erweiterung von Monoi-
den dar. Eigenschaften von Spurmonoiden wie Abh#ngikeiten und Unabhéngigkeiten
von Zeichen konnen in Unabhéngigkeitsmonoiden, im Gegensatz zu Monoiden, direkt
reprisentiert werden. Dafiir wird zunéchst eine symmetrische Relation I C M x M iiber
einem Monoid M benétigt. Die Relation [ muss fiir alle x,y, 2 € M folgende Bedingun-
gen erfiillen

o (x,y)el=zy=yrin M

o (v,yz) €l < (z,y) € [ und (z,2) €I



2.4 Skeletonmonoide

o (x,x)el s rx=1
o (z,1)el

Sind die Bedingungen erfiillt, so bezeichnen wir I als Unabhingigkeitsrelation iiber M.
Aus der zweiten Bedingung folgt, dass falls (x,y) ¢ I, auch (21229, 23y24) ¢ I fiir alle
21, 22, 23, 24 € M gilt. Abhéngigkeiten bleiben also auch nach dem Heranmultiplizieren
weiterer Elemente erhalten. Diese Aussage werden wir im weiteren Verlauf der Arbeit
mehrfach verwenden.

Das Paar (M, I) bezeichnen wir als Unabhdngigkeitsmonoid (I-Monoid). Eine Abbil-
dung ¢ : (M,I) — (N, J) zwischen zwei I-Monoiden heifst I-Homomorphismus, wenn
¢ : M — N ein Homomorphismus ist und fiir alle z,y € M aus (z,y) € [ folgt,
dass (p(z),p(y)) € J gilt. Ein I-Homomorphismus heifst stark, falls (z,y) € I ge-
nau dann gilt, wenn (p(z),p(y)) € J. In dieser Arbeit betrachten wir nur starke I-
Homomorphismen. Ein Spurmonoid M(3, I') 14sst sich als Unabhéngigkeitsmonoid auf-
fassen. Es muss lediglich die Unabhéngigkeitsrelation von Zeichen auf Spuren erweitert
werden. Fiir zwei Spuren s,t gilt (s,t) € I genau dann, wenn alph(s) x alph(t) C I.
Dabei ist alph(s) die Menge der Zeichen, die in s vorkommen. Sprachen iiber >* konn-
ten durch Homomorphismen ¢ : ¥* — M fiir ein Monoid M beschrieben werden. Als
Gegenstiick fiir Spuren haben wir nun

o M2, 1) — (M, J)

fiir ein /-Monoid (M, J) und einen /-Homomorphismus ¢. Da wir nur starke /-Homomor-
phismen betrachten, wird J von [ induziert. Wir sprechen daher im Folgenden sowohl
auf M, als auch auf M nur von der Unabhéngigkeitsrelation /. Analog zu Sprachen iiber
Wortern sagen wir, eine Spursprache L C M(3, I) wird genau dann von M erkannt,
wenn ein /-Homomorphismus ¢ : M(X, 1) — (M, I) mit ¢ '¢(L) = L existiert.

2.4 Skeletonmonoide

Gegeben sei ein Unabhéngigkeitsalphabet (X, I). Wir sagen ein I-Monoid (M, J) wird
stark von (X, ) erzeugt, wenn ein Homomorphismus ¢ : ¥ — M existiert, so dass M
von (%) erzeugt wird und ¢ stark ist, also dass gilt

(a,b) € I & (p(a), (b)) € J

In [10] ist die Konstruktion eines kleinsten Monoids S(X, ) angegeben, das stark von
(3, 1) erzeugt wird. Dabei bedeutet klein, dass zu jedem stark von (X, 1) erzeugten I-
Monoid (M, I') eindeutig ein starker surjektiver l-Homomorphismus ¢ : (M, I) — S(X, I)
existiert.
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Um S(X, I) zu erhalten, wird die Skeleton Konstruktion aus der Graphentheorie verwen-
det [1, 9]. Man erhélt S(X, I) als Quotienten der Aquivalenzrelation ~;, dabei ist

ar~rb & VeeX:(a,c) el < (be)el)

Es werden also Zeichen zusammengefasst, die sich beziiglich der Unabhangigkeit gleich
verhalten. Dass dies das gesuchte Monoid ergibt, so wie ein Beweis zur Existenz und
Eindeutigkeit von ¢, kann in [10] nachgelesen werden. In dieser Arbeit wird das Skeleton
Monoid verwendet, um Zeichen aus unterschiedlichen /-Monoiden auf Unabhéngigkeit
zu iiberpriifen. Dabei ist ein Spurmonoid M(X, I) zu einem Unabhéngigkeitsalphabet
(33, I) gegeben. Das Spurmonoid M(3, I') ist /-Monoid mit der natiirlichen Einbettung
@ (X,1) — M(X, I). Nun lisst sich obige Konstruktion anwenden. Statt ¢ bezeichnen
wir diesen starken /-Homomorphismus ebenfalls mit S.

Wir wollen spéter Zeichen aus M(X, I') mit Zeichen aus weiteren I-Monoiden vergleichen.
Dies ist auch moglich wenn ¢’ : ¥ — M; nicht bekannt ist, dafiir aber der starke I-
Homomorphismus S; aus unten stehendem Diagramm.

14
(S, 1) - C (My, 1)
T
0 S,
S

M(E, ) —=— S(, 1)

Statt (S(a),Si(b)) € I fiir a € M(X, 1) und b € (M, I), schreiben wir einfach (a,b) €

I. Seien nun mehrere endliche Monoide M, ..., M,, sowie starke /-Homomorphismen
Si,.. ., Semit S; 1 M; — S(X, 1) gegeben, 1 < i < {. Daraus ergeben sich Unabhéngig-
keitsrelationen auf den Monoiden M, ..., M,, wodurch diese zu I-Monoiden werden.

M(, I)

Mla
/ My, I)
Mf?

10



2.4 Skeletonmonoide

Ist klar welche Abbildung S; gemeint ist, so schreiben wir zur Vereinfachung im Fol-
genden einfach S. Mit Hilfe der Skeleton Abbildungen kénnen wir nun Elemente aus
My, Ms, ..., M, sowie aus M paarweise auf Unabhéngigkeit priifen. Es ist (z;,z;) € [
fir x; € M; und x; € M; mit 1 < 4,j < ¢ genau dann, wenn (S(z;),S(z;)) € I im
Skeletonmonoid S gilt. Analog ist (s, ;) € I fiir s € M und z; € M; genau dann, wenn
(S(s), () € I.

11
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3 Das Schiitzenberger-Produkt
endlicher /-Monoide

Wir wollen nun das Konzept des Schiitzenberger-Produkts endlicher Monoide auf I-
Monoide erweitern. Wir erhalten dadurch ein Werkzeug, um das markierte Produkt von
Spursprachen zu beschreiben.

3.1 Definition

Um das Schiitzenberger-Produkt fiir Spursprachen zu definieren, benétigen wir zunachst
einige Hilfsmittel. Wir starten mit gegebenen endlichen Monoiden My, M, ..., M, und
einem Spurmonoid M(X, 7). Aus M erhalten wir das Skeletonmonoid S und den gleich-
namigen starken /-Homomorphismus S von M ins Skeletonmonoid. Des weiteren sind
Abbildungen Si,S,,...,S,; gegeben. Fiir alle 1 < ¢ < (ist S; : M; — S ein star-
ker /-Homomorphismus. Die Monoide M ..., M, werden dadurch zu I-Monoiden und
Elemente aus M, M, ..., M, konnen wie in Abschnitt 2.4 beschrieben paarweise auf Un-
abhéngigkeit gepriift werden.

Wir werden im Folgenden Tupel aus ¥ U {e} x My x ... x ¥ U {e} x M, betrachten.
Dafiir definieren wir die Unabhéngigkeitsrelation I fiir Tupel x = (b1, x1,..., b, x0),y =
(cr,yty .-y coye) € X U{e} x My x ... x X U{e} x My als

(fl%y) € I V1 S Z)] S g: (xiayj)a (xiacj)a (bi>yj)7 (biacj) € I

Dies lasst sich wie folgt darstellen:

(bl, L1y o0y bi, Liy - ooy bj, Ljy - vn sy bg, .Ig)
P
PR AN SN
‘ %y
el 2! \\\ S~
Lzl R
Pl 1! [N S~
L. X Iso
- 7’ 7 N ~ ~ -~
-7 . | IERRN SSI~o
L . 1 NS ~Is.

-7, ’ I N S ST ~o
PR 1 1 N ~ S S S
(Cb Y1, y Ciy Yiy y Ciy Yjs y Coy yé)
(blv Xy, ) bi7 Ty, ) ij X, 5 bﬁ) [L‘g)

PRI
PSR N
‘s, 1 AN Y
. RN P T
, 1 SO0 TR
s v s ~T-~
. oy NN It~
7’ ~ ~ ST~
‘ /, ! N AIURN SSIs<
P 1 \ \\ ~ ‘~~*.\
-, v 1 \ ~ ~ Ss S
(617 Y1, y Ciy Ui » Ciy Y, y Ce, y@)
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3 Das Schiitzenberger-Produkt endlicher I-Monoide

Die Tupel z und y sind also genau dann unabhéngig, wenn alle Komponenten vonein-
ander unabhédngig sind. Wir sagen x und y sind in allen verschiedenen Komponenten
unabhéngig, wenn fiir alle 1 < i # j < £ gilt (x;,y;) € I und (b;, ¢;) € I, sowie fiir alle
1 <i,j < {gilt (x;,¢;) € I und (b;,y;) € I. Als ndchstes erweitern wir die Skeleton
Abbildung auf solche Tupel x = (by, z1,. .., by, x¢), indem wir S(x) definieren als

S(z) :=S(b1) - S1(x1) - .. . - S(be) - Sa(e)

Es lasst sich mit Hilfe der Definition von I-Monoiden leicht iiberpriifen, dass die so de-
finierte Abbildung ein starker /-Homomorphismus ist.

Damit kénnen wir zur Definition des Schiitzenberger-Produkts fiir Spursprachen kom-
men. Es sei ein Spurmonoid M(X, I') gegeben. Weiter seien endliche Monoide M, ..., M,
und zugehorige starke /-Homomorphismen ins Skeletonmonoid von M(X, ) gegeben.
Wir definieren das Schiitzenberger-Produkt o(X U {e}, My,..., ¥ U {e}, M,) als Teil-
menge von 2% UiEHxMux xBULelxMe Fip Flement A € o ist also eine Menge von Tupeln
der Form (zo,b1,x1,...,bp,20) € ¥ U{e} x My x ... x ¥ U {e} x M,. Eine Menge
ACY U{e} x My x ... x X U{e} x My ist genau dann im Schiitzenberger-Produkt o
enthalten, wenn gilt:

e Fiir alle 1 <i </ existiert in A genau ein Tupel der Form (1,...,1,2;,1,...,1)

e Fiir alle z,y € A gilt S(z) = S(y)

e Seien x = (by,x1,...,bs,x0),y = (C1,¥1,---,¢0,ye) € A mit 2 und y sind unabhén-
gig in allen verschiedenen Komponenten. Dann folgt x; = y; und b; = ¢; fiir alle
1<i<V/.

Das Produkt z -y von Elementen x = (by,x1,...,bs,2x),y = (c1,y1,...,Co,y0) € X U
{e} x My x ... x X U{e} x M, ist definiert als

x -y = (bicr, x1Y1, - - -, beCe, ToYyp)
falls gilt
e Firalle 1 <i</istby=1o0derc¢; =1
e Fiiralle 1 <j <i</ist (y;,z;) € [ und (y;,b;) € I
e Fiiralle 1 <j <i</ist (¢;,x;) €I und (¢;,b5) € 1
Andernfalls ist x - y undefiniert. Das Produkt A - B fiir A, B € ¢ ist definiert als
A-B:={z-y | x € Ay € B,x -y ist definiert }

Wir bezeichnen das so definierte Schiitzenberger-Produkt von /-Monoiden im Folgen-
den auch als erweiteres Schiitzenberger-Produkt. An dieser Stelle soll die Idee dieser
Definition kurz erldutert werden. Das Grundproblem, das mit Hilfe des erweiterten
Schiitzenberger-Produkts gelost werden soll, ist fiir eine Spur s die Zugehorigkeit zu

14



3.2 Spursprachen des Schiitzenberger-Produkts

einer Spursprache der Form L = a,L;...a¢L; zu priifen. Dafiir muss getestet werden,
ob eine Vertauschung der Zeichen in s existiert, so dass gilt s = aity ... asty und t; € L;
fiir alle 1 <4 < /. Das Schiitzenberger Produkt bildet ein Konstrukt, in dem alle mog-
lichen Aufteilungen einer Spur s gespeichert werden kénnen. In einem weiteren Schritt
kann dann iiberpriift werden, ob darin eine passende Zerlegung fiir L enthalten ist. Die
Definition des Produkts x - y beriicksichtigt, dass Zeichen aus Komponente ¢ von y an
Zeichen in den Komponenten j von x fiir 1 <1 < j < ¢ vorbei getauscht werden miissen.
Ist dies nicht moglich, so ist das Produkt undefiniert.

Es muss noch gezeigt werden, dass das Schiitzenberger-Produkt ¢ mit der Verkniipfung -
wohldefiniert ist. Aus A, B € ¢ muss folgen, dass A - B € o gilt. Fir alle 1 <7 </
existiert in A genau ein Tupel z = (1,...,1,2;1,...,1) und genau ein Tupel y =
(1,....4y,1,...,1)in B.Esist z-y = (1,...,1,z9;,1,...,1) € A- B und z -y ist
das einzige Tupel dieser Form in A- B. Ist x -y € A - B sowie 2’ -y € A- B, so folgt
S(z-y) =S(x) - S(y) = S(2') - S(y') = S(2' - ¢/'). Angenommen es seien x -y € A - B und
x'-y € A-Bund z -y sei unabhéingig zu allen verschiedenen Komponenten von 2z’ - ¢/'.
Da Abhéngigkeiten von x und 2’ auch nach Heranmultiplizieren von y und 3’ erhalten
bleiben, miissen bereits z und 2’ in allen verschiedenen Komponenten unabhéngig sein.
Da z,2’ € A € o folgt daraus x = 2’ und analog y = y/. Also ist x -y = 2’ - y'. Insgesamt
ergibt dies A- B € ©.

Die Unabhéngigkeitsrelation auf ¢ ergibt sich aus der bereits definierten Relation fiir
Tupel aus ¥ U{e} x My x ... x X U{e} x M. Esist (A, B) € [ fiir A, B € ¢, falls fiir
alle z € A und fiir alle y € B gilt (x,y) € I. Es sei angemerkt, dass aus (x,y) € [ fiir ein
x € A und ein y € B bereits die Unabhéngigkeit fiir alle (z/,4y') mit 2’ € A,y' € B und
damit fiir (A, B) folgt. Denn es ist (S(z),S(y)) € I und S(z) = S(2’) sowie S(y) = S(v/')
fiir alle 2’ € A,y € B.

3.2 Spursprachen des Schiitzenberger-Produkts

Das Schiitzenberger-Produkt von Monoiden erkennt genau Vereinigungen von markierten
Produkten von Wortsprachen. Wir wollen nun néher untersuchen, welche Spursprachen
vom Schiitzenberger-Produkt endlicher /-Monoide erkannt werden. Wir beweisen hierzu
zunachst folgenden Satz:

Satz 3.1 Seien M, ..., M, endliche Monoide und (X, I) ein endliches Unabhdngigkeits-
alphabet. Das Schiitzenberger Produkt o(¥ U{e}, My, ..., ¥ U{e}, M) erkennt Sprachen
der Form L = a1Ly ...a¢Ly. Fiir alle 1 < i < { gilt dabei a; € ¥ U {e} und L; ist eine
von M; durch einen starken I-Homomorphismus erkannte Spursprache.

Wir starten nun mit ¢ gegebenen Markern a;, Spursprachen L;, sowie starken I-Homo-
morphismen ¢; : M(X, I) — M;, die L; erkennen. Es gilt ¢; '¢,(L;) = L; fiir 1 <i < /.
Durch die starken /-Homomorphismen ¢; ergibt sich eine Unabhéngigkeitsrelation auf
M;, die Monoide M; werden I-Monoide. Es lassen sich, wie in Abschnitt 2.4 beschrie-
ben, alle Elemente aus den Monoiden M, M, ..., M, paarweise auf Unabhangigkeit ver-
gleichen. Unser Ziel ist die Definition einer Teilmenge P C ¢, die L = aiLy...apLy
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3 Das Schiitzenberger-Produkt endlicher I-Monoide

erkennt. Hierzu konstruieren wir aus den Homomorphismen ¢; einen Homomorphismus
¢ : Ml — o fiir Zeichen b € ¥ wie folgt

o) ={(1,..., Lz, 1,...,1) | x;=i(b) }
u{@,...,1,b,1,...,1) | b=ua; }
Fiir eine Spur ¢ ergibt sich
o(t) ={ (b1, x1,...,be,x0) | 3brty ... bty =t mit Vi :x; = @;(t;), 0, =1V b =a; }

In (t) werden also alle beliebigen Zerlegungen einer Spur ¢ gespeichert (mit der Ein-
schrankung, dass der Marker an Position ¢ nur € oder a; sein kann). Die Spur ¢ ist genau
dann Element von L = a1 L ...ayLy, wenn es eine Zerlegung ait; ... asty von t mit t; € L;
fiir 1 <i </, baw. p;(t;) € i(L;), gibt. Setze daher

X=X XgX...Xxa; XX,

P:={Aco | ANX#0}

Es gilt o~ }(P) = L, die Teilmenge P C ¢ erkennt genau die Sprache L:

e H(P)={teM | p(t)c P}
={teM | pt)NX #0}
={teM | Tbity...bty =t mit V1 <i < /l:i(t;) € X;,b;, =a; }
={teM | Jat;...at, =tmitV1<i</l:t, € L; }
=L

Es muss noch gezeigt werden, dass ¢ starker I-Homomorphismus ist und von M nach ¢
abbildet.

Lemma 3.2 (¢ Homomorphismus) Die Abbildung ¢ ist ein Homomorphismus, fir
alle Spuren s,t € M gilt ¢(st) = p(s) - ¢(t).

Beweis: Nach Definition von ¢ ist
o(st) ={ (b1, x1,...,bg,xp) | Fbyuy ... bgup = st mit x; = @;(u;),b; = Vb, =a; }
Es gilt

o(s) - ot) ={(c,y1,--- ce,ye) | Fer...cusp = s mit y; = i(s;),c; =V =a; }
'{(dl,Zl,...,dg,Zg) |E|d1t1...dgtg:tmit Zi:@i(ti),diZE\/di:ai}

= {(crdv, 121, ..., cedo, Yo, 20) }

Dabei muss fiir die letzte Zeile gelten, dass ¢1s; ... csp = sund dyt; ... dyt, = t existieren,
mit @;(s;) = y; sowie @;(t;) = z;. Weiter ist ¢;d; = € V ¢;d; = a;. Auberdem gelten
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3.2 Spursprachen des Schiitzenberger-Produkts

noch die Unabhéngigkeitsbedingungen V¢ > j > i > 1 : (t;,s;) € I,(ti,¢;) € I und
VlZj>i>1:(dis;) €1, (di,c5) €1
Das sogenannte Levi Lemma [5] besagt:

biuy...byuy = st < deis1...cosp =8, ddity ... dety =1
u; = S;ti, by = ¢;d;
Vl>j>i>1:(s;,t;),(tj,c)el
VU>5>i>1:(c,d;) €I, V) >i(sj,d;) el

Fiir den Beweis dieses Lemmas sei auf [5] verwiesen. Schrinken wir die linke Seite durch
b; = € V b; = a; ein, so ergibt sich mit b; = ¢;d; auf der rechten Seite ¢; = eV d; = €.
Damit ist (¢;,d;) € [ fiir alle ¢ und es folgt die Behauptung. O

Lemma 3.3 (¢ starker /-Homomorphismus) ¢ ist starker I-Homomorphismus, es
qilt
(s,t) € I & (p(s), p(t) € I

Beweis: Spuren s und t sind nach Definition genau dann unabhéngig, falls alle Zei-
chen von s und ¢ wechselseitig unabhéngig sind, also falls alph(s) x alph(t) C I. Fiir
(p(s), p(t)) gilt nach Definition

(90(8)7 (;D<t>) el ﬁv(bla T1,..., béa (L’g) € @(S),V(Cl, Yty .-+, Co, yﬁ) € gO(t)
V1 S Z?j S 0 (13“%)7 (xi7cj>7 (bzayj>7 (bZ7C]) el

Nach Definition von ¢ und da alle Abbildungen ¢; starke I-Homomorphismen sind, ist
dies dquivalent zu

(p(s),p(t)) € I < Vbysy...bsg = s mit p;(s;) = x;
Veyty .. ety =t mit () = y; gilt
Vi, j 1 (pi(si), 0i(t5)), (wilsi), ¢i), (biy 05 (), (i cj) € 1
= VblSl e sz[ = S,VCltl Ce Cgtg =1t gllt
VZ,j : (Siatj)a (Si7cj)> (biatj)a (bi>cj) € I
S (s, t) el

Fiir die Indizees 7,7 gilt 1 < 1,7 < /. a

Lemma 3.4 (¢ bildet nach ¢ ab) Der Homomorphismus ¢ bildet nach ¢ ab
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3 Das Schiitzenberger-Produkt endlicher I-Monoide

Beweis: Sei a € ¥ und A = ¢(a). Jede Menge B € ¢ muss nach Definition des
Schiitzenberger-Produkts fiir alle ¢ genau ein Tupel der Form (1,...,1,2;,1,...,1) ent-
halten. Aus der Definition von ¢ folgt direkt, dass genau ein Tupel dieser Form in A
existiert, ndmlich (1,...,1,p;(a),1,...,1). Weiter ist zu zeigen, dass fiir alle z,y € A gilt
S(z) = S(y). Dies folgt aus der Definition der Skeleton Abbildungen, denn danach gilt
S(a) = S(¢i(a)) = S(p;(a)). Seien z,y € ¢(a) mit x und y sind in allen verschiedenen
Komponenten unabhéngig. Es muss gezeigt werden, dass daraus x = y folgt. Die Tupel
x und y konnen jeweils die Form (1,...,1,2;,1,...,1) oder (1,...,1,a;1,...,1) haben.
Haben z und y die Form (1,...,1,2;,1,...,1) und den Eintrag an der selben Stelle i,
so haben wir die Eindeutigkeit bereits gezeigt. Dies folgt analog, falls x und y die Form
(1,...,1,a41,...,1) mit Eintrag an der gleichen Position haben. Falls x und y Eintrége
an unterschiedlichen Positionen haben, so folgt aus S(z) = S(y), dass diese Eintréige
abhéngig voneinander sind. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. Insgesamt folgt
Ae€o. O

Satz 3.1 besagt, dass das Schiitzenberger-Produkt von /-Monoiden das markierte Pro-
dukt von Spursprachen erkennt. Im néchsten Schritt wird gezeigt, dass sich jede vom
Schiitzenberger-Produkt erkannte Spursprache als Vereinigung solcher markierten Pro-
dukte darstellen ldsst.

Satz 3.5 Gegeben sei das Spurmonoid M(X, 1) zu einem gegebenen Unabhdngigkeits-
alphabet (3, 1) und endliche Monoide My, ..., M, mit starken I-Homomorphismen S; :
M; — S(X,1). Sei L eine von o(X U {e}, My,..., % U{e}, M,) erkannte Sprache, also
o Yo(L) = L fiir einen starken I-Homomorphismus ¢ : Ml — o. Die Sprache L lisst
sich dann darstellen als endliche boolsche Kombination von Sprachen der Form

alLl Ce akLk (351)

mit 0 <k < | U{e}|+ |Mi|+ |2 U{e} + M| + ...+ |Mp_1| + |2 U{e}| und a; € X
fur alle 1 < i < k. Des weiteren ist L; fir alle 1 <i <k eine von My x My x ... x M,
erkannte Sprache.

Mit Hilfe der Skeleton Abbildungen kénnen wir im Folgenden Elemente aus den Mo-
noiden M, M, ..., M, auf Unabhéngigkeit priifen. Fiir ¢(t) gilt offensichtlich |p(t)| <
| U{e} - [ My|-...- |2 U{e}| - |[Me], da es nur |X U{e}| - |My| ... |2 U{e}| - | M,
viele verschiedene Tupel gibt. Wir kénnen fiir alle Spuren t auf ¢(t) eine lineare Ord-
nung definieren und so die Elemente von ¢(t) durchnummerieren. ¢(t); € ¥ U {e} X
My x ... x 3 U{e} x M, ist dann das i-te Element in (t) mit 1 < i < |¢(t)]. Da ¢
ein Homomorphismus ist, gilt ¢(t) = @(t1)...¢(t;) fiir ¢ = ¢;...t;. Im Speziellen ist
o(t) = p(b1)...p(by) fiir t = by...b,. Ein Element ¢(t); ergibt sich als Produkt von
Elementen ¢©(b1),,, ©(b2)pys - - - ©(bn)p,, wobei 1 < p; < |o(b;)]| gilt.
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3.2 Spursprachen des Schiitzenberger-Produkts

©(b1) ©(b2) ¢ (b3) e ©(bn)
90<b3)173
Sp(bQ)PQ )

AN

Sﬁ(bn)pn -

Diese Darstellung motiviert die Definition von Pfaden. Unter einem Pfad p iiber einer
Spur ¢t = tity...t; verstehen wir ein j-Tupel mit Eintrdgen p;, aus {1,...,m}, m :=
X U{e}| - [My]|-... |2 U{e}| - |M,|. Danach ergibt sich ¢(t) = @(b1) - ... ©(b,) fir
t =by...b, als Vereinigung iiber allen Pfaden p

o) = b - (B2 - - 9(bu), (3.5.2)

Hier kann es Pfade geben, deren Produkt auf Grund von Abhingigkeiten undefiniert
ist. Aukerdem konnen Indizes p; mit p; > |p(b;)| auftreten. In beiden Féllen triagt der
Pfad nichts zur Vereinigung bei. Wir interessieren uns im Folgenden nur fiir Pfade, deren
Produkt definiert ist. Unser nachstes Ziel ist es, mit Hilfe dieser Darstellung jeden Pfad
p von t, der zu einem definierten Produkt fiihrt, in endlich viele Blocke zu zerlegen. Bei
den Tupeln innerhalb eines Blocks sollen keine Abhingigkeiten zwischen unterschiedli-
chen Komponenten auftreten und alle Marker Eintrige der im Block auftretenden Tupel
sollen 1 sein. Das Produkt eines Blocks soll sich also verhalten wie ein Element aus dem
direkten Produkt M; x My x ... x M,. Die Blocke werden von Zeichen a; € ¥ getrennt.
Diese Trennzeichen a; bezeichnen wir als Marker, das zugehorige Tupel ¢(a;),, als Mar-
kertupel. Um ¢(t), entsprechend in Blécke aufteilen zu kénnen, brauchen wir noch einige
Hilfsmittel.

Seien x = (xg, b1, 1, ..., b, x0),y € L U{e} x My x ... x X U{e} x M, mit z-y definiert.
Damit sind die moglichen Eintrége in jeder Komponente von y beschrankt. Wir wollen
zu x die Mengen an Elementen bestimmen, die in den Komponenten von y auftreten
konnen, so dass nicht auf Grund von Abhéngigkeiten das Produkt undefiniert wird. Wir
definieren dazu das Potential A von x als

A('I') = (BlaXlu s )Be—leZ—hBé)
mit X; C M, fiir 1 <i</{—1und B; C ¥ U{e} fiir 1 <j </, sowie

aceX;, & V1i<i<j</l:(a,x;)€lund (a,b;) el
a€B; & a=1fallsb; #1lund V1 <i<j</l:(a,z;),(a,b;) el
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3 Das Schiitzenberger-Produkt endlicher I-Monoide

Wir wollen auf A noch eine Halbordnung ,,< “ definieren. Seien also A(z) =
(Bl,Xl, e Bfthffh B@) und A(y) = (Cl, }/1, e Cgfl, }/gfl, Cg) Es ist A(y) S )\(Z')
falls ¥; C X, sowie C; C B;.

Lemma 3.6 Seien x,y € X U{e} x My x ... x X U{e} x My mit x -y definiert. Dann
gilt

(a) Mzy) < Mz)

(b) Mzy) = MNz) = Esisty = (1,y1,1,y2,...,1,y,) mit voneinander unabhingigen
Komponenten vy;

Beweis: Tm Folgenden sei x = (by,x1,...,bp,x¢) und y = (¢1,y1,...,Co,y¢) mit = -y
definiert. Die Potentiale von = und xy seien A(z) = (By, Xi,...,Bi1, X1, Be) und
)\(.Iy) == (Cl, Yi, ey Cg_l,n_l, Ce)

(a): Esist x -y = (bycy, 2191, - - -, bece, xeye). Es gilt a € Y; genau dann, wenn a von allen
x;y; und b;c; unabhéngig ist fiir alle j > 7. Daraus folgt, dass a auch von allen z; und
b; unabhéngig ist fiir alle 1 <+¢ < j < {. Damit gilt a € X; und Y; C X,. Falls bic; # 1,
soist C; = {1} und C; C B;. Sei nun b;c; = 1, also auch b; = 1. Es ist a € C; genau
dann, wenn a von allen z;y; fir 1 <1 < j < £ sowie von allen bjc; fir 1 <i < j </
unabhédngig ist. Daraus folgt, dass a von allen z; fiir j > ¢ sowie von allen b; fiir j > ¢
unabhéngig ist. Also ist @ € B; und auch in diesem Fall gilt C; C B;. Insgesamt ergibt
sich M\(zy) < A(z).

(b): Wir zeigen zunédchst, dass gilt ¢; = 1 fiir alle 1 < i < /. Angenommen es existiert
ein ¢; # 1 in y. Da x - y definiert ist, gilt b = 1 und ¢; ist unabhéngig von allen z; fiir
J > i, sowie von allen b; fiir j > ¢ (da b; = 1 gilt die Aussage sogar fiir j > 7).

(bh L1y ooy 1, Tiy o ov l?j, Tjy «vny bg, ,I‘g)
1 P e

L%
1,27
v

(clu Y1y -+ 5 Ciy Yiy --o 5 Cjy Y5y oo 5 Cy,y ?JE)

Daraus folgt, dass ¢; in der Komponente B; des Potentials A(z) liegt. Allerdings wegen
bici = ¢ # 1gilt ¢ ¢ C; = {1}. Es ist B; # C; im Widerspruch zur Annahme
Az) = May). Also hat y die Form (1,y1,1,y2...,1,9,). Es bleibt zu zeigen, dass fiir
alle 1 <7 # j < { gilt y; und y; sind unabhéngig. Sei ¢ < j mit (y;,y;) ¢ I. Weil z -y
definiert ist, gilt y; ist unabhingig zu allen x; und allen by, fiir 1 <i < k < (.

(bh L1y - o0y bia Liy -y ij ?j]a SRR _bfa l’g)

(Cla Y1y «-o 5 Ciy Yiy oo Cj> yj> ceey Cyy yﬁ)

Dabher ist y; in der Komponente B; des Potentials A(z). Aus (y;,y;) ¢ I folgt (vi, z,y;) ¢
I. Also ist y; nicht in der Komponente C; des Potentials A(zy), im Widerspruch zur
Annahme A(z) = A\(zy). O
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Wir zerlegen nun ein definiertes Produkt ¢(b1),, - ... - ©(b,),, aus ¢(t) in Blocke und
Markertupel. Wir durchlaufen das Produkt von links nach rechts und betrachten immer
grofere Stiicke ©(by)y, - ... - ©(bi)p,. Sei x = @(by)y, - .. p(bi)p,- Nach Lemma 3.6 gilt

Az - @(bit1)pis,) < A(x). Jedes Mal, wenn das Potential durch heranmultiplizieren eines
weiteren Tupels ¢ (b;41)p,,, abnimmt, wollen wir dieses Tupel zum Markertupel machen.
Das erste Tupel ¢(by),, machen wir dabei kanonisch zum Markertupel. Da das Potential
hochstens [X U {e}| + [Mi| +|Z U{e}|+ |Ma| + ...+ |Mo_1| + |X U {e}| mal abnehmen
kann, werden nur endlich viele Tupel zu Markern. Nimmt das Potential durch heranmul-
tiplizieren von y = @(bi+1)p,., - ©(b;)p, nicht ab, so hat nach Lemma 3.6 das Tupel y die
Form (1,y1,1,92,...,1,y) mit (y;,y;) € I fiir alle 1 <i # j < (. Zusammen mit (3.5.2)
ergibt sich daraus folgende Darstellung fiir ¢(t)

p(t) = U @(al)QﬁP(tl)pl T Sp(ak)%(p(tk‘)m (3.6.1)
p
mit 1 < k < |[SU{e}| + [M]|+ | U{e}| + [Ms] + ... + | M| + |2 U{e}| und
pis¢i € {1,...,m} fir m = | U{e}| - |[My|-... |2 U{e}| - |M,|. Weiter muss gel-
ten t = aity ... agty, sowie ¢(t;),, ist ein Tupel, in dem alle Komponenten voneinander
unabhéngig sind und alle Eintrdage aus ¥ U {e} gleich 1 sind. Diese Darstellung bringt
uns zur Definition von Signaturen. Eine Signatur o ist ein Tupel

o= (a1,T1,...,a Tk)

fir 0 <k < |2 U{e}|+ M|+ |2 U{e}| + [ M| + ... 4+ |Mp_q]| + |2 U{e}|. Dabei ist
r; € X1 x My x1x...x1x M, fir alle 1 <17 < k ein Tupel, dessen Komponenten
alle unabhéngig voneinander sind. Fiir z; = (1,y1,1,...,1,y,) gilt also (y;,y;) € [ fiir
alle ¢ # j. Fiir alle 1 < ¢ < k ist a; ein Zeichen aus Y. Die Menge aller Signaturen
bezeichnen wir mit .. Da sowohl die Lénge k einer Signatur, wie auch die Moglichkeiten
fiir Eintrdge x; und a; endlich begrenzt sind, ist die Menge . endlich. Als Inhalt einer
Spur t bezeichnen wir folgende Menge von Signaturen

cont(t) :={o = (a1, z1,...,ap,7¢) € | Jarts...axty =t,3p: p(ti)p, = xi }

Als néchstes definieren wir hiermit eine Aquivalenzrelation auf dem Spurmonoid M. Fiir
s,t € M sei

s =t genau dann, wenn cont(s) = cont(t)

Es lisst sich leicht priifen, dass die so definierte Relation eine Aquivalenzrelation ist.

Lemma 3.7 cont(s) = cont(t) = ¢(s) = (t)
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3 Das Schiitzenberger-Produkt endlicher I-Monoide

Beweis: Wir zeigen zunéchst ¢(s) C ¢(t). Nach Gleichung (3.6.1) ldsst sich ¢(s) dar-
stellen als
ols) = J(a1)q 0(s1)p: - - P(ar) g0 (58D,
p
Wir zeigen nun, dass alle Tupel aus dieser Vereinigung auch in ¢(¢) liegen. Sei also
©(a1)g (1) py - - - ©(ak) g, P(Sk)p, €in Tupel aus p(s) . Wir definieren eine Signatur o als

o= (ay,x,...,a, k)

mit z; = ¢(s;),,. Die Signatur o liegt in cont(s). Da cont(s) = cont(t), gilt auch o €
cont(t). Daraus folgt, dass es eine Zerlegung aqt; ... axty = t und einen Pfad p’ gibt, mit
¢(ti)p, = xi. Die Eintréige ¢; im Pfad p’ setzen wir gleich g;. Im Tupel z; = ¢(t;),/ sind alle
Komponenten voneinander unabhéingig. Damit muss ¢(a1)q@(t1)p, - w(ar)y € »(t)
gelten. Insgesamt ist

plar)g o(s1)pr - - - plak)g, = @(G1)q5<,0(t1)p’1 e SO(GIC)(],’C € (1)
und es gilt p(s) C ¢(t). Wegen Symmetrie folgt die Behauptung ¢(s) = ¢(t). O

Sei m: M — M/ = die Projektion der Spuren auf deren 5quivalenzklassen. Da es nur
endlich viele Objekte gibt, kann es auch nur endlich viele Aquivalenzklassen geben.

Korollar 3.8 cont(s) = cont(t) = ¢ tp(s) = plto(t). !

0 Ly, es gilt 7 in C pTlp.

w st Verfeinerung von

Jede von ¢ erkannte Sprache L ist endliche Vereinigung von Klassen ¢~ 1. Eine Klasse
¢~ Ly ist wiederum endliche Vereinigung von Klassen m—!7. Wir wollen zeigen, dass L
die Form (3.5.1) hat. Dafiir geniigt es jetzt zu zeigen, dass Klassen 7 !'7 diese Form
haben. Wir definieren hierfiir die Sprache einer Signatur o als

L(o) ={teM | o€ cont(t) }
Sprachen L(o) fiir ein 0 = (a1, 21, ..., a, xx) haben die Form (3.5.1), denn es gilt
L(oc)={teM | o€ cont(t) }
={teM | Jarty...aty =t,3p: p(ti)p, = xi }
=ar{t1 €M [ Ip1:p(t1)p, =1 }

ak{tk cM ‘ Hpk : So(tk>pk = Tk }
= CLlLl c. akLk

und fiir alle 1 < i < kist z; = (1,y1,1,92,...,1,y,) mit voneinander unabhéngigen
Eintrdgen y;. Die Sprachen L; sind definiert als
Wir zeigen nun, dass die Sprachen L; von M; x My x ... x M, erkannt werden. Dazu

brauchen wir ein weiteres Lemma.
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Lemma 3.9 Seia ein beliebiges Zeichen aus ¥ und v = (1,21, 1,x9,...,1,2¢) ein Tupel
aus My x1X My x1x...x1xM,, bei dem alle Komponenten x; voneinander unabhdngig
sind. Dann existiert hochstens ein Tupel y € p(a) so, dass Elemente z1,z9 € 1 X M X
1 x My x...x1x M, existieren mit z,yzs = x.

Beweis: Seien y,y' € p(a) und zq,29,23,24 € 1 X My X 1 X My x ... x 1 X M, mit
21yze = x = 23y'z4. Da in x alle Komponenten voneinander unabhéngig sind, sind
auch alle Komponenten aus z1yz, zu verschiedenen Komponenten aus z3y'z, unabhéin-
gig. Wiirde es in y eine Komponente geben, die zu einer verschiedenen Komponente
in 3/ abhédngig wére, so wiirde diese Abhéngigkeit auch nach Heranmulitplizieren der
Elemente z1, 2o, 23, 24 bestehen. Daher sind y und 3’ in allen verschiedenen Komponen-
ten voneinander unabhéngig. Nach Definition des Schiitzenberger-Produkts folgt daraus

y=1". O

Korollar 3.10 Angenommen es existiert ein Tupel y € p(a) mit z1yze = x wie in Lem-
ma 3.9 beschrieben. Dann ist y das einzige Tupel aus p(a), bei dem alle verschiedenen
Komponenten in x und y voneinander unabhdngig sind.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass alle verschiedenen Komponenten in x und y von-
einander unabhingig sind. Angenommen es gibt in y eine Komponente y;, die zu einer
Komponente z; fiir 1 < ¢ # j < £ abhéngig ist. Dann wére die i-te Komponente aus
21y% ebenfalls von x; abhangig. Diese i-te Komponente entspricht wegen 2y, = x aber
x;, womit z; und z; abhéngig wiren. Dies ist ein Widerspruch. Also sind alle verschiede-
nen Komponenten aus z und y voneinander unabhingig. Angenommen es existiert ein
weiteres Tupel ¥’ # y aus p(a), bei dem alle Komponenten von verschiedenen Kompo-
nenten von x unabhéngig sind. Es muss verschiedene Komponenten in y und 3’ geben, die
abhéngig sind. Anderfalls miisste nach Definition des Schiitzenberger-Produkts y = 3/
gelten. Da Abhéngigkeiten beim Heranmultiplizieren von Elementen erhalten bleiben,
ist eine Komponente von ¢’ zu einer verschiedenen Komponente aus z,yz, = x abhéngig,
im Widerspruch zur Annahme. U

Wir wollen nun zu gegebenem = = (1,24,...,1,2,) mit (z;,z;) € [ fiir alle i # j,
das Tupel y € p(a) aus Lemma 3.9 bestimmen. Nach Korollar 3.10 miissen wir hierzu
in ¢(a) nur nach einem Tupel suchen, bei dem alle Komponenten zu verschiedenen
Komponenten aus x unabhingig sind. Wir wollen jetzt einen Homomorphismus v :
M — My x1 X Myx1x...x1x M, =DM, x My x...x M, definieren, der eine
Sprache L = {t e M | Ip: p(t), =« } aus (3.8.1) erkennt. Dazu gehen wir wie folgt
vor: Fiir alle Zeichen a € 3, suche in ¢(a) ein Tupel y, bei dem alle Komponenten zu
verschiedenen Komponenten aus x unabhéngig sind. Falls wir so ein Tupel y finden,
setze ¥ (a) := y. Andernfalls setze 1(a) auf ein beliebiges Tupel aus ¢(a). Es ist t =
bibs...b, € L genau dann, wenn py,ps,...,p, € {1,2,...,m} existieren, so dass gilt
©(b1)py - ©(b2)py + - . - ©(bn)p, = 2. Nach Definition von 1 gilt ¥(b;) = ¢(b;),,. Also ist
t € Hx). Ist t = byby...b, € b~ (x), dann existieren py,pa, ..., p, mit ©(b;),, = ¥ (b;)
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3 Das Schiitzenberger-Produkt endlicher I-Monoide

und ¢ liegt in L. Damit erkennt ¢ genau L, es gilt 1)~'(x) = L. Demnach lassen sich alle
Sprachen L; aus (3.8.1) von M; x My x ... x M, erkennen. Sprachen L(o) haben die
gewiinschte Form (3.5.1).

Lemma 3.11 Fiir jede Spur t lisst sich 7~ '7(t) darstellen als

mixt)= () Lle)- |J Llo)

o€ cont(t) o€ —cont(t)

Beweis: Aus den Definitionen folgt direkt, dass o € cont(t) genau dann gilt, wenn ¢
in L(o) liegt. Daher ist ¢ im Schnitt enthalten. In 7 '7(¢) liegen alle Spuren s mit
cont(s) = cont(t). Diese Spuren s sind ebenfalls im Schnitt enthalten, da fiir alle
o € cont(t) = cont(s) folgt, dass s € L(o) gilt. Im Schnitt kénnen allerdings noch Spu-
ren s mit groferem Inhalt enthalten sein, also Spuren s mit cont(s) = cont(t) U {0y }
und oy ¢ cont(t). Genau diese Spuren s liegen in der Vereinigung und werden entfernt. O

Da L(o) boolsche Kombination von Sprachen der Form (3.5.1) ist, gilt dies auch fiir
7~ (). Damit ist gezeigt, dass sich jede von ¢ erkannte Sprache L als boolsche Kom-

bination von Sprachen der Form (3.5.1) darstellen ldsst.
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4 Anwendungen

Wir wollen nun einige Sprachklassen néher betrachten. Das Schiitzenberger-Produkt
kann hier in Beweisen von Inklusionsbeziehungen als Werkzeug eingesetzt werden. Es
sei M ein Monoid. Die Familie der sternfreien Sprachen SF(M), ist die kleinste Familie
von Teilmengen von M, fiir die gilt

e () € SF(M)
e {a} e SF(M) fiir alle a € M

e A, Be SF(M)=AUB e SF(M),
A-B={ab | a€ Abe B} e SF(M),
A€ SF(M)

Die Familie der erkennbaren Mengen Rec(M), ist die Familie der Teilmengen A C M,
die von einem endlichen Monoid, bzw. einem endlichen Automaten erkannt werden.
Wie wir sehen werden, gilt fiir Spurmonoide M die Beziehung SF (M) C Rec(M). Wir
wollen die Menge der sternfreien Sprachen nun genauer betrachten. Hierzu benétigen wir
aperiodische Monoide. Ein Monoid M heiflt aperiodisch, falls eine Zahl m € N existiert,
so dass fiir alle z € M gilt 2™ = ™"

Lemma 4.1 Sei M(X, 1) ein Spurmonoid und My, ..., M, endliche, aperiodische Mo-
noide. Dann ist das Schiitzenbergerprodukt (X U {e}, My, ..., X U {e}, My) ebenfalls
endliches, aperiodisches Monoid.

Beweis: Offensichtlich ist ¢ endliches Monoid. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ aperiodisch ist.
Es muss also gezeigt werden, dass ein m € N existiert, so dass fiir alle Mengen A € ¢
gilt A™ = A™*! Zur Erinnerung, A - B besteht aus allen Produkten z -y mit € A,
y € B und x-y ist definiert. Wir betrachten zunéchst A*. Elemente aus A* sind definierte
Produkte der Form z-... -z, mit n € Nund z; € A fir alle 1 < i <n. Wir fassen nun
gleiche Elemente zusammen und erhalten so z7' - ... - z;* mit x; # z;4; und 7, € NT.
Wir behaupten, es ist x; # x; fiir alle 1 <7 # j < k. Angenommen es gidbe ¢ # j mit
x; =x;. Eseit < j. Dax; # x4 fiiralle 1] <¢<k—1gilt, ist j > ¢+ 1. Seien 2,y € A
und z und y sind in allen verschiedenen Komponenten unabhéingig. Dann folgt nach
Definition des Schiitzenberger-Produkts x = y. Da x; # x;,1 miissen also mindestens
zwei unterschiedliche Komponenten in x; und x;; abhéngig sein. Damit ist das Produkt
undefiniert:
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4 Anwendungen

xi= (b1, Y1, - e .. be, xy) xi= (b1, Y1, - e ... be, )
s
Tiv1=(C1, 21y vov v on. ¢, 20)  oder Tit1 = (C1, 21, e il Coy 20)
4

€Tr; = (bl, Y1y oo oo ont bg, .Ig)
Es folgt die Behauptung z; # z; fiir alle 1 < i # j < k. Da die Monoide M, ..., M, ape-
riodisch sind, existieren Zahlen nq,...,ny € Nmit 2™ = 2™+ fiirallex € M;, 1 <i < (.
Setze jetzt n := mazx{ni,...,ny} und X := | U{e}| - |[My|-...-|Z U{e}| - |M,. Es
gibt hochtens A viele verschiedene Elemente in A. Fiir Elemente z7' - ... z;* aus A* gilt

damit £ < \. Wir betrachten nun A™ fiir m :=n - \. Es ist A™ = A™*h

(E sei m > 2. Fiir x = (b1, y1, ..., by, ye) € A folgt aus 2™ € A™ oder 2™ € A™*1 dass
fiir alle 1 < < £ gilt b; = €. Es ist 2™ = (g,97,...,&,40") = (5,47, ..., e,y =
™ Es folgt 2™ € A™ < ™! € A™+! Betrachte nun beliebige Tupel 27" -. .. -2} mit
ri+...+71,=maus A™. Wegen k < XA und m = n -\ gilt fiir mindestens eine Hochzahl
ri > n. Dann ist 7' = 20t und 27" - .2l el el - alk € A™FL Analog folgt
A™TL C A™ ) also insgesamt A™ = A™TL, O

4.1 Schiitzenbergers Theorem fiir sternfreie Sprachen

Satz 4.2 (Schiitzenberger) Fir Spursprachen L C M(X, 1) dber einem Unabhingig-
keitsalphabet (X, 1) sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) L wird von einem endlichen, aperiodischen Monoid erkannt

(b) L € SF(M)

Schiitzenberger hat diese Aussage 1965 bewiesen. Der Beweis findet sich im Orginal-
artikel [17] oder in [15, Theorem 2.6.1]. Diese Aussage von Schiitzenberger wurde in
[7] auf Spurmonoide iibertragen. Wir wollen hier einen einfacheren Beweis der Aussage
angeben.

Satz 4.3 Es sei L € SF(M) eine sternfreie Spursprache iber dem Spurmonoid M(X, I).
Dann existiert ein endliches, aperiodisches Monoid das L erkennt.

Beweis: Beweis mit Induktion iiber den Aufbau von sternfreien Spursprachen. Die Men-
gen () und { s} fiir s € M lassen sich offensichtlich mit einem endlichen, aperiodischen
Monoid erkennen. Seien L;, Ly € SF(M) und L; wird vom endlichen, aperiodischen Mo-
noid M; erkannt, ¢ = 1,2. Dann erkennt das endliche, aperiodische Monoid M; x M,

26



4.1 Schiitzenbergers Theorem fiir sternfreie Sprachen

die Sprache L;U Ly. Das Produkt der Sprachen L, Ly wird vom Schiitzenberger-Produkt
o(X U{e}, My, ¥ U{e}, My) erkannt. Das Schiitzenberger-Produkt ist nach Lemma 4.1
ein endliches, aperiodisches Monoid. Sei nun X C M die Teilmenge des Monoids M,
die L € SF(M) mittels eines Homomorphismus ¢ erkennt. Dann erkennt M \ X das
Komplement von L, es gilt L = o~ (M \ X). O

Ich danke Volker Diekert und Manfred Kufleitner fiir die in diesem Abschitt folgenden
Aussagen und Beweise, die von mir nur an einigen Stellen abgedndert wurden.

Satz 4.4 FEs sei L C M eine Spursprache dber dem Spurmonoid M(3, I), die von einem
endlichen, aperiodischen Monoid M erkannt wird. Dann ist L sternfrei, L € SF(M).

Zunachst benotigen wir fiir den Beweis die universelle Eigenschaft freier Monoide.

Satz 4.5 (Universelle Eigenschaft freier Monoide) Sei M ein Monoid und ¢ :
Y — M eine Abbildung. Dann lisst sich ¢ eindeutig zu einem Homomorphismus ¢* :
¥* — M erweitern. Dazu definieren wir ¢*(¢) := 1 und ¢*(ay...a,) := @(ay) ... p(a,)
firn > 1.

Beweis: Seien ay ...a, und by ...b,, zwei Worter aus X*. Dann gilt

O (ay...anby ... by) =@(ar)...o(a,)pbr) ... p(byn) =@ (ar...a,)e"(b1...by)

Also ist ¢* ein Monoid-Homomorphismus. Sei ¢ : ¥* — M ein beliebiger Monoid-Homo-
morphismus mit ¥ (a) = ¢(a) fir alle a € X. Dann ist ¥(a; ...a,) = ¥(a1)...Y(a,) =
olar)...o(an) = ¢*(ar ... a,). Also ist ) = ¢* und ¢* ist eindeutig. O

Wir besprechen nun eine Konstruktion von Monoiden, welche es uns erlauben wird, im
folgenden Beweis eine Induktion nach der Gréfe von Monoiden durchzufiihren. Sei M
ein Monoid und ¢ € M. Wir definieren eine Verkniipfung o auf ¢cM N Mec¢ durch

xcocy = xcy

Sei z¢c = x’c und ¢y = ¢y’. Dann gilt zco cy = xcy = 2'cy = 2'cyy = 2’c o cy'. Dies
zeigt, dass o wohldefiniert ist. Seien cx = 2’c und cy Elemente in ¢M N Mec. Dann gilt
crocy=x'cocy=x2'cy = cxy. Die Rechenregeln von M iibertragen sich hierdurch auf
cMNMec. Insbesondere ist die Verkniipfung o auf cM N M c assoziativ, da die Verkniipfung
in M assoziativ ist. Damit ist (¢cM N Mc, o, ¢) ein Monoid mit neutralem Element c. Wir
nehmen im Folgenden stets an, dass M endlich und aperiodisch ist und dass 2" = 2"*!
gilt fiir alle z € M. Wie bei der Assoziativitit folgt " = 2™ fiir alle x € ¢cM N Me.
Wir benétigen die folgende Eigenschaft von aperiodischen Monoiden.
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4 Anwendungen

Lemma 4.6 Sei M aperiodisches Monoid. Dann gilt x1...x, =1 fiirk > 1 in M genau
dann, wenn 1 = x; fir alle 1 <i <k.

Beweis: Es geniigt, die Behauptung fiir k¥ = 2 zu zeigen. Sei y" = y"*! fiir alle y € M.
Aus 1 = xy folgt

l=z-1l-y=2* =2y ="' =z- 1=z

Analog zeigt man 1 = y. Die Umkehrung ist trivial. a

Beweis (Satz J.4): Sei ¢ : M — M ein Homomorphismus, der L erkennt. Es gilt
L = Useur) @ 1(z). Deshalb geniigt es zu zeigen, dass ¢ '(z) sternfrei ist. Sei ¥; =
{aeX | pla)=1}. Fir A C ¥ ist A* = {seM | alph(s) C A} C M sternfrei.
Mit Lemma 4.6 folgt o~ !(1) = X7 € SF(M). Sei nun = # 1. Fiir ¢ € 3 mit p(c) # 1
definieren wir ¥, = X\ {c}und X = {¢(s) | s € ¥ }. Durch Einschrinkung von ¢ auf
den Definitionsbereich X} ergibt sich nun der Homomorphismus ¢, : ¥ — X : s +— ¢(s).
Da jede Spur s mit ¢(s) # 1 ein Zeichen ¢ enthdlt mit ¢(c) # 1, gilt

o) = I U ert@) (07 @) NMe- M) - ¢ (25)

CEX  T=x1T2x3
p(c)#1

mit
M. :={teM | 3t;EM:t=ctyundVa#cPty:aty =1t}
M_.:={tcM | It eM:t=ticundVa#c Pty :taa =1}

Die Sprache ¢, !(z1) enthilt den groft moglichen Teil vor dem ersten Vorkommen von c.
Die Sprache ¢_'(z3) entspricht dem grokt moglichen Teil nach dem letzten Vorkommen
von c. Mit Induktion nach der GroRe des Alphabets folgt, dass ¢ '(x;) und ¢! (x3)
sternfrei sind. Es verbleibt zu zeigen, dass fiir z € p(c)M N Mg(c) die Sprache ! (z) N
M, NML_, sternfrei ist. Sei < eine lineare Ordnung auf dem Alphabet . Fiir jede Spur
t € M bezeichnet ¢ € ¥* die lexikographische Normalform von ¢, also das minimale Wort
in Bezug auf die lexikographische Ordnung, das t reprisent. Fiir ein t € {e }UM,_ sei t =
cvicvy . . . cuy die lexikographische Normalform. Wir definieren damit eine Substitution:

o:{e}UM. — X" :t— @.(v1)...0:(vp)

wobei v; € X gilt. Hierbei bezeichnet X* das freie Monoid iiber der Menge X, welche
auch ein Untermonoid von M bildet. Sei ¢ : X* — p(c)M N Mp(c) der Homomorphis-
mus, der sich aus X — @(c)M N Mp(c) : p.(s) — @(csc) mit Lemma 4.5 ergibt. Fiir
s=cvy...cop € {e} UM, mit v; € ¥ und k > 0 gilt nun

Yo(s) = P(pe(vi)pe(ve) - - - e(vr))
(cvic) o p(cvac) o ... o p(cuge)
(cvrcvy . . . cvke)
(

5¢)

'
¥
'd
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4.2 Erkennbare Ausdriicke

Man beachte, dass formal o(s) € p(c)M N Mp(c) gilt, wohingegen ¢(sc) € M ist. Da
o(c)M N Me(c) C M gilt, macht dies trotzdem Sinn. Es folgt

sc€p M (z)NM,_ NM_, & s € o ()

Deshalb geniigt es o1~ (z) € SF(M) zu zeigen. Mit Induktion nach der Grofe des

erkennenden Monoids folgt ¢~!(z) € SF(X*), und mit Induktion nach der Groke des

Alphabets gilt ¢, !(z) € SF(M) fiir alle z € X. Mit struktureller Induktion zeigen wir
“Y(K) € SF(M) fiir jede Sprache K € SF(X*):

ol (z)=c- o (z) firve X
o (X*\ K) = q UM, )\a”(K) fir K € SF(X™)
o (Ki1UK,) =0 YK Uo H(Ky) fir K, K, € SF(X™)
oYK, K;) = ‘1(K1) —I(KQ) fiir K1, Ky € SF(X™)

Die letzte Beziehung gilt wegen o(csicsy) = o(csy)o(css).

4.2 Erkennbare Ausdriicke

Ochmanski hat in [12] sogenannte erkennbare Ausdriicke REC (M) zur Beschreibung der
erkennbaren Sprachen Rec(M) entwickelt. Um dies zu erkléren, benétigen wir einige De-
finitionen. Eine Spur s € M heiftt genau dann zusammenhdngend, wenn keine Zerlegung
S = $189 mit s1,8y # € und alph(sy) X alph(se) C I existiert. Fiir Sprachen L C M
definieren wir die Menge Con(L) als

Con(L) = {t €M | tist zusammenhingend und 3s;,s9 € M : s1ts9 € L }
Die nebenliufige Iteration ,,co“ ist definiert als
= (Con(L))"

Damit konnen wir die Menge der erkennbaren Ausdriicke REC (M) definieren als kleinste
Familie von Teilmengen von M mit

e ) € REC(M)
e {a} € REC(M) fir alle a € M

e A Be REC(M)=(AUB) e REC(M),
(A-B) € REC(M),
(A®) € REC(M)

Wir erhalten aus einem erkennbaren Ausdruck £ € REC(M) eine Sprache L(E), indem
wir die Zeichen U und - wie gewohnt interpretieren sowie L(E®) := L(E)® definieren.
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4 Anwendungen

Satz 4.7 Sei E € REC(M) ein erkennbarer Ausdruck dber dem Spurmonoid M(X, T).
Dann ist die Sprache L(E) erkennbar.

Ein Beweis der Aussage findet sich in |2, Kapitel 2.2]. Wir wollen diesen Beweis mit Hilfe
des Schiitzenberger-Produkts vereinfachen.

Lemma 4.8 [2, Prop. 2.2.4] Sei L € Rec(M) eine erkennbare Spursprache, dann ist
auch Con(L) € Rec(M) eine erkennbare Spursprache.

Lemma 4.9 [2, Prop. 2.2.6] Sei L € Rec(M) eine erkennbare Sprache, die nur aus
zusammenhdngenden Spuren besteht, also L\ {1} = Con(L). Dann ist die Sprache L*
erkennbar, L* € Rec(M).

Die Beweise dieser beiden Lemmata finden sich in [2] und werden hier nicht wiederge-
geben.

Beweis (Satz 4.7): Beweis durch strukturelle Induktion. Fiir £ = ) und E = {a}
ist L(E) offensichtlich erkennbar. Seien Ej, Es erkennbare Ausdriicke und My, My end-
liche Monoide, die L(F;) bzw. L(E;) erkennen. Dann erkennt das endliche Monoid
M, x My die Vereinigung L(E; U E) = L(Ey) U L(E,). Das Schiitzenberger-Produkt
o(X U{e}, My, X U{e}, M) erkennt L(E, - Ey) = L(E,)- L(Es). Es bleibt zu zeigen, dass
L(Ey)® = (Con(L(FE4)))* eine erkennbare Sprache ist. Die Sprache Con(L(E})) ist nach
Lemma 4.8 erkennbar. Nach Lemma 4.9 ist auch L(E,)* = (Con(L(E1)))* erkennbar. O

Es gilt also { L(F) | E € REC(M) } € Rec(M). Ochmanskis Theorem besagt, dass
auch die Umkehrung gilt.

Satz 4.10 (Ochmanski, [12, Thm. 9]) Sei M(X,]) ein Spurmonoid und L C M eine
Spursprache. Dann ist L genau dann erkennbar, L € Rec(M), wenn ein erkennbarer
Ausdruck E € REC(M) mit L(E) = L existiert.

Ein Beweis dieser Aussage findet sich in |2, Kapitel 2.3]. Insgesamt gilt damit die Bezie-
hung { L(E) | E € REC(M) } = Rec(M).
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5 Zusammenfassung

In der vorliegenden Studienarbeit wurde das Schiitzenberger-Produkt endlicher Monoide
auf endliche I-Monoide erweitert. Im 2. Kapitel wurden zunéchst grundlegende Defini-
tionen angegeben. Das Schiitzenberger-Produkt ¢ endlicher Monoide My, ..., M, ist als
Menge von (¢ + 1) x (¢ + 1)-Matrizen definiert [17, 19, 16, 14]. Werden Sprachen L;
iiber dem Alphabet ¥ von den endlichen Monoiden M, ..., M, erkannt, so erkennt das
Schiitzenberger-Produkt genau boolsche Kombinationen von markierten Produkten der
Form L;ja1L;, ...a,L;, mit 0 <r </0,0<14 <14 <...<1i </ a, € X. Als néichstes
wurde das von Mazurkiewicz stammende Konzept der Spuren eingefiihrt [ 1]. Das Spur-
monoide ist definiert als M(X, 1) = ¥*/{u,v € ¥* : wv = vu | (u,v) € I } iiber einem
Alphabet ¥ und einer symmetrischen, irreflexiven Relation I C ¥ x ¥. Das Paar (X, 1)
heifst Unabhangigkeitsalphabet. Es ist (z,y) € I fiir x,y € 3¥* genau dann, wenn u durch
endlich oftes Vertauschen unabhéngiger Zeichen in v iiberfiihrt werden kann. Unabhén-
gige Zeichen, also Zeichen a,b € 3 mit (a,b) € I, konnen als vertauschbare Prozesse
in nebenldufigen Systemen interpretiert werden. Spursprachen L C M(X, I) eignen sich
damit zur Beschreibung solcher nebenldufigen Systeme. Wortsprachen kdnnen mittels
endlichen Monoiden beschrieben werden. Fiir Spursprachen hat sich diese Methode bis-
her als nicht sonderlich erfolgreich herausgestellt. Daher haben Kufleitner und Weil Un-
abhéngigkeitsmonoide (M, ) zur Beschreibung von Spursprachen entwickelt [10]. Dies
sind Monoide M, versehen mit einer symmetrischen Relation I C M x M, die noch eini-
ge weitere Eigenschaften erfiillen muss. Starke /-Homomorphismen ¢ : (M, 1) — (N, J)
sind Homomorphismen zwischen /-Monoiden (M, I) und (N, J), wobei Elemente in M
genau dann unabhéngig sind, wenn die Bilder der Elemente unter ¢ abhingig sind in
N. Um im weiteren Verlauf der Arbeit Elemente verschiedener /-Monoide auf Unab-
hangigkeit zu vergleichen, wurde das Skeletonmonoid S eingefiihrt. Ein Skeletonmonoid
reprasentiert ein Unabhéngigkeitsalphabet in kompakter Form.

In Kapitel 3 wird das Schiitzenberger-Produkt ¢ auf /-Monoide erweitert. Fiir ein Un-
abhéngigkeitsalphabet (3, I) und I-Monoide Mj, ..., M, wird es definiert als Teilmenge
yon 2% UehxMux.xXU{ebxMe Fg ist A € o genau dann, wenn gilt:

o Fiir alle 1 <14 < { existiert in A genau ein Tupel (1,...,1,2;,1,...,1)

e Fiir alle 2,y € A gilt S(z) = S(y)

o Seien x = (by,xq,...,bp,x0),y = (C1,Y1,---,Co,ye) € A mit z und y sind unabhén-
gig in allen verschiedenen Komponenten. Dann folgt z; = y; und b; = ¢; fiir alle
1 <</,
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5 Zusammenfassung

Zwei Elemente aus ¢ konnen komponentenweise multipliziert werden, wenn gewisse
Unabhéngigkeitsbedingungen erfiillt sind. Das Produkt z - y fiir zwei Elemente x =
(b1, 1, ..., b, ),y = (C1,Y1,---,Co,ye) € © ist genau dann definiert, wenn alle Kom-
ponenten y; zu den Komponenten z; und b; mit 1 < ¢ < j < / unabhingig sind.
Die Komponenten y; miissen sich also an allen z; und b; vorbeischieben lassen. Ana-
loges muss fiir die Marker ¢; gelten. Im nédchsten Schritt wird ein Satz bewiesen der
besagt, dass Sprachen L der Form L = ayL;...a;L; vom erweiterten Schiitzenberger-
Produkt o(X U {e}, My,..., X U {e}, M;) erkannt werden. Dabei sind L; Spurspra-
chen, die von den Monoiden M,; mittels starker I-Homomorphismen erkannt werden,
1 <@ < (. M; ist I-Monoid, die Unabhéngigkeitsrelation auf M; ergibt sich aus der
Unabhéngigkeitsrelation auf ¥. Es wird die Konstruktion eines /-Homomorphismus
¢ : M(X,I) — o angegeben, der die Spursprache L erkennt. In einem weiteren Schritt
wird gezeigt, dass sich jede Sprache L die von ¢ mittels eines Homomorphismus ¢ er-
kannt, als boolsche Kombination von Sprachen der Form a L, ...axL; darstellen ldsst.
Dabeiist 0 < k < |X U{e}| + |My| + |2 U{e}| + |[Ma] + ...+ |My_1| + |Z U{e}| und
a; € X fir alle 1 <7 < k. Des weiteren ist L, fiir alle ¢ eine von M; X My X ... x M,
erkannte Sprache. Fiir den Beweis der Aussage werden die Elemente z € ¢(t) einer Spur
t ndher betrachtet. Ein Element x € ¢(t) = ¢(b1)...@(b,) fiir eine Spur ¢t = by...b,
ergibt sich als Produkt von Elementen ¢(b;),, € ¢(b;), 1 < i < n. Es existiert un-
abhéngig von der Spur ¢ € M eine maximale Anzahl m so, dass in jedem definierten
Produkt ¢(b1)p, - .. ¢(bn)p, hochstens m Elemente nicht die Form (1,y,...,1,y,) mit
unabhéngigen Komponenten y; haben. Dies ist eine wichtige Erkenntnis fiir den Beweis
der Aussage, denn so lésst sich die Anzahl an Markern a; beschrinken, die zur Darstel-
lung von L benotigt werden.

Im Kapitel 4 werden Anwendungen des erweiterten Schiitzenberger-Produkts aufgezeigt.
Zunichst wird das Schiitzenberger Theorem fiir sternfreie Sprachen SF(M) betrachtet.
Es besagt, dass die von endlichen, aperiodischen Monoiden erkannten Sprachen genau
den sternfreien Sprachen entsprechen. Da das Schiitzenberger-Produkt von aperiodischen
I-Monoiden ein aperiodisches I-Monoid ist, lisst sich eine Richtung der Aussage von
Schiitzenberger zu sternfreien Sprachen mit dem erweiterten Schiitzenberger-Produkt
recht einfach beweisen. Fiir die Gegenrichtung wird ebenfalls ein zu bisherigen Versionen
vereinfachter, vollstindiger Beweis angegeben. Eine zweite Anwendung sind erkennbare
Ausdriicke REC(M). Diese Ausdriicke wurden von Ochmanski entwickelt um erkenn-
bare Sprachen Rec(M), also Sprachen die von endlichen Monoiden erkannt werden, zu
beschreiben. Einem erkennbaren Ausdruck F € REC(M) ldsst sich eine Sprache L(E)
zuordnen. Jede solche Sprache L(FE) wird von einem endlichen Monoid erkannt. Um dies
mittels struktureller Induktion zu beweisen wird die Aussage benétigt, dass das Produkt
zweier erkennbarer Sprachen L(E;)-L(FE,) wieder erkennbar ist. Dies folgt direkt aus dem
Schiitzenberger-Produkt. Da auch die Gegenrichtung gilt, beschreiben die erkennbaren
Ausdriicken genau die erkennbaren Sprachen.
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